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Prefacio

Ha mais de 150 anos, a coloragao de grafos tem sido um topico importante de
pesquisa, desde a sua introdugao como um problema de coloracao de mapas.
A grande quantidade de aplicagbes s6 aumentou o interesse no assunto, e
foi natural o surgimento de extensoes e variacbes do problema. A resolucao
eficiente de problemas por computador é outro topico que hoje se apresenta
como uma relevante area de pesquisa.

Entretanto, os curriculos regulares dos cursos de matemética, computagao
e engenharia, nem sempre contemplam, com os devidos detalhes, a teoria al-
goritmica de grafos nas disciplinas que oferecem. Por esta razdo, julgamos
de interesse a apresentacao de um texto que exemplifique a resolucdo algo-
ritmica de tipos classicos de problemas de coloracao em algumas familias
conhecidas de grafos.

No Capitulo 1, sao introduzidos conceitos basicos em teoria de grafos,
necessarios ao entendimento do restante do texto.

O problema cléssico de coloracdo de vértices é apresentado no Capitulo
2 e é ilustrado pela familia dos grafos periplanares maximais.

No Capitulo 3, a coloragao de arestas é estudada e a familia de grafos
teia é colorida.

A coloragao total é abordada no Capitulo 4 e a familia tratada é a dos
grafos grade.

Para complementar, apresentamos, no Capitulo 5, a coloracao equilibrada
de vértices, de arestas e total para a familia dos grafos bipartidos completos.

Para finalizar, gostariamos de prestar nossos sinceros agradecimentos &
SOBRAPO, pelo espaco concedido para divulgacao deste material, fruto de
nossa experiéncia como professores da érea.

Rio de Janeiro, 6 de agosto de 2010.

Clicia Friedmann, Abel Lozano, Lilian Markenzon e Christina Waga.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste texto é mostrar os principais problemas de coloracao e
como podemos resolvé-los de maneira eficiente para algumas familia de grafos.
Apobs apresentarmos cada coloragao e revermos alguns resultados teéricos
mais significativos, introduziremos uma familia conhecida na literatura, para
a qual uma solucao eficiente do problema seré exibida.

Gostariamos de frisar que nossa intengao é desenvolver solugoes algorit-
micas para os problemas de coloracao abordados, mostrando como o conhe-
cimento das caracteristicas estruturais das familias estudadas é fundamental.
Omitimos no texto as demostragoes de importantes teoremas, como os de
Vizing e Brooks, por considerarmos que podemos encontra-las facilmente na
literatura e nao sao o foco do minicurso.

1.1 Conceitos Basicos

Um grafo nao orientado, ou simplesmente grafo G é um par (V, E), onde V
é o conjunto de wvértices e ' é o conjunto de arestas; cada aresta é um par
nao ordenado de vértices. Dada uma aresta vw € FE, os vértices v e w 8ao
denominados extremidades da aresta; dizemos também que a aresta incide
sobre os vértices v e w. Uma aresta com as extremidades iguais é denominada
um laco.

Os grafos que consideramos neste texto sao finitos (possuem um nimero
finito de vértices) e nao tém lagos. Usaremos sempre as convengoes n = |V|
em = |E|.

Dois vértices sao adjacentes ou vizinhos quando sao extremidades de uma
aresta. Analogamente, duas arestas distintas incidentes ao mesmo vértice
sao chamadas adjacentes. O conjunto de vizinhos de um vértice v € V é o
conjunto N(v) = {w € V | vw € E}. A cardinalidade N (v) é denominada o
grau de v, notado d(v). O grau mdzximo de um grafo é A(G) = Izl)aea‘;({d(v)}.
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Um caminho em G = (V| E) é uma sequéncia [vq,va,..., vg] de k > 0
vértices tal que para £ > 1 tem-se v;v; € E, parai=1,...,k—1. O com-

primento do caminho é k — 1. Um caminho é dito simples se os vértices que
o constituem sao todos distintos. Um ciclo é um caminho de comprimento
maior ou igual a trés em que o primeiro e o dltimo vértices coincidem. Um
ciclo stmples ¢ um caminho de comprimento maior ou igual a trés em que
somente o primeiro e o ultimo vértices coincidem. Um grafo que nao possui
ciclos ¢é dito aciclico.

Um grafo G' = (V', E') é subgrafo de G = (V, E) quando V' C V e E' C
E. Dado um subconjunto de vértices S C V', denominamos G [S] = (S, {zy €
E |z e Sey e S}) o subgrafo de G induzido por S. Em outras palavras,
G [S] é o subgrafo de G que tem S como conjunto de vértices e possui todas as
arestas de I/ com extremidades pertencentes a S. Dizemos que S é uma clique
quando G [S] for um grafo completo, isto é, possui todas as arestas possiveis.
Uma t-clique, t > 1, é uma clique de cardinalidade ¢t. Na Figura 1.1, o
subgrafo induzido por S = {d, f,g,h} ¢ G[S] = ({4, f,g,h},{df,dg, fg,gh}),
que nao é completo. Ja S = {a,b, c} é uma 3-clique, pois induz um subgrafo
completo. Quando S é uma t-clique e G = G [5], denotamos G = Kj.

D——F & @

() h (a) 5

Figura 1.1: Exemplos de grafos.

Um grafo é conexo quando existir pelo menos um caminho entre cada par
de vértices, do contrério, o grafo é dito desconexo.

1.2 Familias

O conjunto de todos os grafos que satisfazem uma dada propriedade constitui
uma famdlia de grafos. Existem, na literatura, diversas familias que vém
sendo, ao longo do tempo, exaustivamente estudadas tais como, os grafos
planares (aqueles que podem ser desenhados sobre uma superficie plana sem
que as arestas se cruzem) e os grafos hamiltonianos (aqueles que possuem
um ciclo simples contendo todos os vértices do grafo).

Normalmente a definicao de uma familia consiste em mencionar a pro-
priedade satisfeita pelos grafos que a constituem, exatamente como fizemos
nesses dois exemplos. A seguir, algumas familias importantes.
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Um grafo onde quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes, é deno-
minado grafo completo. Denotamos um grafo completo com n vértices por
K,,. Um grafo conexo aciclico é denominado uma drvore e notado por T'. Ja
um grafo conexo em que todos os vértices tém grau igual a dois, é um grafo
ciclo. Denotamos um grafo ciclo com n vértices por C,. O grafo obtido de
C, pela remogao de uma aresta é o grafo caminho P, com n vértices. Se
todos os vértices de C,_1 forem adjacentes a um vértice v € Cp,_1, temos
um grafo roda W, com n vértices. O grafo cujo conjunto de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos V; e V5 de forma que nenhuma aresta
tenha ambas as extremidades no mesmo subconjunto, é dito grafo bipartido
e denotado por G = (V4 U Vo, E). Um grafo estrela S, com n vértices é
um grafo bipartido cujo conjunto V; possui um dnico vértice e este vértice é
adjacente a todos os vértices em V5. Temos na Figura 1.2 alguns exemplos.

o SO Sl s

5
Figura 1.2: Exemplos de grafos.

Quando uma familia de grafos é definida, um importante problema com-
putacional a ser resolvido é o do reconhecimento, que consiste em obter um
algoritmo para verificar se um grafo qualquer, dado como entrada, pertence
a familia em questao. Tal reconhecimento nem sempre é possivel em tempo
polinomial.

Todas as familias escolhidas para exemplificar os problemas de coloragao
podem ser reconhecidas em tempo polinomial.

1.3 Coloragao

Uma coloragao propria de um grafo G = (V, E') é uma atribuicao de cores aos
elementos do grafo, vértices, arestas ou ambos, de tal forma que elementos
adjacentes recebem cores distintas. O conjunto de elementos com a mesma
cor constitui uma classe de cor.

A cardinalidade do menor conjunto de cores que colore propriamente
o conjunto V' do grafo é o nidmero cromdtico, representado por x(G). O
problema cléassico de coloracao de vértices consiste em colorir um grafo qual-
quer de maneira propria com o menor numero de cores. Algumas variacoes
desse problema surgiram nos tltimos anos, impondo restri¢coes sobre as cores
disponiveis para cada vértice. Podemos destacar alguns tipos de coloragoes
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condicionadas, tais como a coloragao equilibrada (do inglés equitable color-
ing) e a coloragao 2-distante (do inglés 2-distant coloring). A coloragao de
vértices serd apresentada no Capitulo 2, ilustrada pela familia dos grafos
periplanares maximais.

Analogamente, temos o indice cromdtico, xX'(G), que é a cardinalidade do
menor conjunto de cores que colore propriamente o conjunto E. Para esta
coloracao temos o Teorema de Vizing que estabelece dois possiveis valores
para X'(G). As questoes relativas a este tipo de coloragao serao estudadas
na familia dos grafos teia completos no Capitulo 3.

A cardinalidade do menor conjunto de cores que colore propriamente o
conjunto VU E é o nimero cromdtico total, representado por x”(G). Essa
coloragao sera analisada no Capitulo 4 para os grafos grade.

Para complementar, apresentamos a coloracao equilibrada de vértices,
arestas e total para a famfilia dos grafos bipartidos completos no Capitulo 5.

1.4 Notas Bibliograficas

Os livros de Diestel [11] e Gross e Yellen [15] abrangem, ampla e sistemati-
camente, a teoria de grafos; em portugués, podemos citar Boaventura [3].
Ja os livros de McHugh [29] e Szwarcfiter [39] abordam, de maneira mais
especifica, aspectos referentes & area de algoritmos em grafos. Branstadt [5]
é o texto fundamental sobre famfilias de grafos e suas propriedades.

Coloragao ¢ um assuntos mais estudados em Teoria de Grafos, e sua
bibliogafia é muito vasta. Como textos didaticos podemos citar os livros de
Kubale [25], Yap [43] e Jensen e Toft [20].
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Capitulo 2

Coloracao de Vértices

2.1 Introducao

O problema mais conhecido de coloragao em grafos é a coloragao de vértices,
isto é, colorir os vértices de tal forma que vértices adjacentes nao tenham
a mesma cor. Toda vez que uma situacao de conflito entre pares de obje-
tos pode ser modelada por grafos, e a solugdo do problema é uma partigao
do conjunto de objetos em subconjuntos mutuamente nao conflitantes; esse
problema pode ser visto como um problema de coloragao. Em muitas dessas
aplicagoes, interessa minimizar o nimero de cores utilizada.

Seja C' um conjunto de cores. Uma coloragdo propria dos vértices de G
é uma fungao ¢ : V — C tal que se vw € E entao ¢(v) # ¢(w). Denotaremos
por ¢(S) o conjunto de cores utilizadas para colorir os vértices de S C V.
Dizemos que G é t-colorivel quando |c(V)| =t < |C|. O nidmero cromdtico de
G, denotado por x(G), é o menor valor de ¢ para o qual existe uma coloragao
prépria de G.

Alguns resultados sdo imediatos:

e A atribuicao de cores diferentes a todos os vértices de um grafo fornece
um limite superior bastante 6bvio: 1 < x(G) < n.

e Se o grafo G contém uma clique de tamanho k, entao pelo menos k
cores sao necessarias em uma coloracao propria.

e Um grafo completo com n vértices requer n cores: x(G) = n.

Neste capitulo, vamos nos dedicar, principalmente, ao estudo de grafos
planares e suas subfamilias. Faremos uma revisao dos principais resultados
conhecidos e apresentaremos um algoritmo linear que determina a coloragao
Otima para grafos periplanares maximais, uma subfamilia dos planares com
interessantes propriedades.
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2.2 Resultados Conhecidos

Nesta secao sera apresentada uma revisao sobre a coloragao de grafos planares.
Os primeiros resultados sobre coloragao de grafos se referem exatamente a
essa familia. Em 1852, Francis Guthrie apresentou a famosa Conjectura das
Quatro Cores, observando que quatro cores eram suficientes para colorir um
mapa de tal maneira que duas regides fronteirigas nao sejam coloridas com a
mesma cor. Um mapa pode ser modelado por um grafo planar, cada regiao
representada por um vértice e a fronteira entre duas regides representada por
uma aresta. Essa prova demorou até 1976 para ser exibida; entretanto, as
tentativas produziram outros frutos. Um importante resultado foi obtido em
1890, por Heawood, o Teorema das Cinco Cores, que, como indicado por seu
nome, estabelece que todo grafo planar pode ser colorido com nao mais de
cinco cores. Algoritmos eficientes para esta coloragao sao conhecidos; deve-se
entretanto lembrar que esta nao é uma coloragao 6étima para um grafo planar.
A conjectura foi finalmente provada por Appel e Haken, sendo o primeiro re-
sultado significativo que contou com o auxilio de um computador em seu
desenvolvimento. Uma prova alternativa foi apresentada por Robertson et
al., dando origem a um algoritmo de complexidade O(n?) para a resolucio
do problema.

Grafos planares que podem ser coloridos com duas cores sao facilmente
reconhecidos. E, na realidade, uma particularizagdo do resultado visto no
Teorema 2.1. Sua prova é simples, que enunciamos a seguir.

Teorema 2.1. Um grafo € bicolorivel se e somente se € bipartido.

A familia dos bipartidos, ja definidos na Secdo 1.2, é especialmente rele-
vante para o problema da coloracao. Além do Teorema 2.1, outras coloracoes
serdo vistas para a familia no Capitulo 5.

Muitos resultados sobre coloragdao de grafos planares dizem respeito ao
comprimento de seus ciclos, como é visto, por exemplo, no teorema a seguir,
que apresenta outra maneira de reconhecer grafos bicoloriveis.

Teorema 2.2. Um grafo G € bicolorivel se e somente se G nao contém ciclos
de comprimento impar.

Garantir que um grafo planar pode ser colorido com trés cores é igual-
mente facil? Se todas as faces sao triangulares, o teorema que se segue
apresenta a condi¢ao para tal.

Teorema 2.3. Um grafo planar que tem todas as faces triangulares € 3-
colorivel se e somente se todos os vértices tém grau par.

No Teorema 2.4 apresentamos um importante resultado, conhecido como
Teorema de Grotzsch.
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Teorema 2.4. Todo grafo planar livre de tridngulos € 3-colorivel.

Um algoritmo de complexidade O(nlogn) ja é conhecido para esta co-
lorag@o. Entretanto, se é permitido ao grafo planar ter tridngulos, determinar
se o grafo é 3-colorivel se torna NP-completo.

Em resumo, grafos planares podem ser coloridos de maneira eficiente com
2, 4 ou 5 cores. Garantir uma coloragao com 3 cores é tarefa que se apresenta
bem mais complicada, e talvez a area de pesquisa mais interessante. Na
préxima secao vamos apresentar uma familia, nao livre de tridngulos, para a
qual é possivel obter uma 3-coloragao 6tima em tempo linear para todos os
membros.

2.3 Grafos Periplanares Maximais

Um grafo G = (V, E) é cordal quando todo ciclo simples de comprimento
maior ou igual a 4 possui uma corda (i.e. uma aresta ligando dois vértices
nao consecutivos do ciclo). Um grafo é periplanar se ele pode ser imerso
no plano sem cruzamento de arestas de tal forma que todos os seus vértices
estejam na face exterior. Um grafo periplanar é mazimal quando a adicao de
uma aresta entre dois vértices nao adjacentes resulta em um grafo nao peri-
planar. Grafos periplanares maximais (mops, do inglés maximal outerplanar
graphs) constituem uma subfamilia de grafos cordais planares. Observe que
como os vértices de um mop se encontram na face exterior, o contorno desta
estabelece um ciclo hamiltoniano. As arestas do mop que pertencem ao ci-
clo hamiltoniano sao chamadas externas; as demais, internas. Em todo mop,
existem n arestas externas e n—3 arestas internas, totalizando 2n — 3 arestas.

A Figura 2.1 mostra um grafo periplanar nao cordal, um periplanar ma-
ximal e um periplanar cordal nao maximal.

Um mop G = (V,E), com |V| > 3, pode ser também recursivamente

definido:
1. um grafo completo com 3 vértices é um mop.
2. se G é um mop imerso no plano de tal forma que todo vértice pertence a
face exterior, e H é obtido ligando-se um novo vértice as extremidades

de uma aresta da face exterior, entdao H é um mop.

3. nada é um mop se nao for construido por um ntmero finito de aplicacoes
das regras (1) e (2).

A definicao recursiva acima estabelece, na realidade, uma construgao
passo a passo para um mop. Observe que, dado um mop qualquer, o acréscimo
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Figura 2.1: Trés grafos periplanares.

de um vértice a este mop corresponde ao acréscimo deste vértice acompa-
nhado de duas novas arestas, que passam a estabelecer um novo ciclo hamil-
toniano. A Figura 2.2 ilustra este processo.

Figura 2.2: A construcao de um mop.

Uma rotulagdo recursiva para um grafo periplanar maximal G = (V, E)
¢ uma funcao bijetiva 8 : V — {1,...,|V|} que satisfaz:

(i) parav = B"1(1) e w = B1(2), vw € E;

(ii) para 3 <k < |V|, B71(k) é adjacente a exatamente dois vértices v e w
tais que S(v) < ke B(w) < k.

Em outras palavras, os vértices rotulados com 1 e 2 devem ser extre-
midades de uma aresta de G e qualquer vértice com rotulo superior a 2 deve
ser adjacente a exatamente dois vértices com rotulos estritamente menores
que o seu.

E facil observar que uma rotulagdo recursiva exprime uma possivel se-
quéncia de construcao. Para o mop construido na Figura 2.2, a rotulagao
recursiva de seus vértices é apresentada na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Rotulacao recursiva.

Essa observagao nos fornece a ideia principal para um procedimento sim-
ples de construgao da rotulagéo recursiva de um mop dado G. O mop G sera
“desconstruido”, isto é, a rotulacdo serd obtida em ordem inversa. A cada
passo, um vértice de grau 2 é removido do grafo (e acrescentado ao fim da
sequéncia). Os vértices pertencentes a sua lista de adjacéncia, que ainda nao
foram rotulados, sdo atualizados, tendo seu grau diminuido. Os vértices que
podem ser removidos s@o mantidos em uma lista. A sequéncia dos vértices
também sera determinada, na variavel seq. O Algoritmo 2.1 implementa esta
tarefa.

Algoritmo 2.1. Obtencdo da Rotula¢do Recursiva

Entrada: Mop G, representado por listas de adjacéncia;
Saida: Rotulacdo 3;
Inicio
Para v € V faca
Blv] <= 0; graufv] < [N (v)[;
lista < {v € V | graufv] = 2},
14—,
Enquanto i > 3 faca
Retire um elemento v de lista;
seqli] + v; Blv] +i; i+ i —1;
Para w € N(v) faca
Se Slw] = 0 entdo
graufw] < graufw] — 1;
Se grauw] = 2 entdo Inserir w em lista;

seq[3] < t; seq[2] < w; seq[l] <~ v;  restam em lista: v, w,t
Blo] 1 Blw] « 2; B[t] « 3;
Fim.

A rotulacdo recursiva indica uma forma bem simples para colorir um
mop. Primeiramente, os vértices rotulados 1, 2 e 3, que estabelecem uma
clique de cardinalidade 3, recebem trés cores quaisquer. Sabemos que todo
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vértice v € V tal que f(v) = k, para 3 < k < |V, é adjacente a exatamente
dois vértices de rétulo menor que o seu. Entao, se colorirmos os vértices
seguindo a ordem da rotulagao recursiva, o vértice v, quando analisado, tera
exatamente dois vizinhos j& coloridos, podendo receber a terceira cor, que
estard disponivel. Desta forma, um mop serd colorido com trés cores, o
minimo possivel, tendo em vista que todas as cliques maximais do grafo tém
cardinalidade 3.

O algoritmo de coloragao se resume entao a:

Passo 1: Estabelecer uma rotulagao recursiva;

Passo 2: Percorrer os vértices, na ordem estabelecida por sua rotulagao re-
cursiva, atribuindo cor a cada vértice.

O Passo 1 é resolvido pelo Algoritmo 2.1; o Algoritmo 2.2, apresentado
a seguir, implementa o Passo 2.

Algoritmo 2.2. Coloragdo de G

Entrada: Mop G, a ordem seq de sua rotulagdo 8, C' = {1,2,3};
Saida: 3-coloracdo c¢: V — C de G;
Inicio
Para v € V faga c[v] < 0;
v < seq[l]; w + seq|2];
clv] + 1; clw] + 2;
Para i = 3,...,n faca
v+ seqli];
soma < 0;
Para w € N(v) faca
Se c[w] # 0 entdo
soma + soma + c[w);
c[v] + 6 — soma;
Fim.

Tanto o Algoritmo 2.1, que obtém a rotulagao recursiva, quanto o Algo-
ritmo 2.2, que colore os vértices seguindo a sequéncia obtida, percorrem os
vértices e, para cada vértice, seus vizinhos. Logo, ambos tém complexidade
O(m). Como o grafo é planar, O(n).

Grafos periplanares nao maximais também podem ser coloridos de maneira
eficiente. Primeiramente é preciso testar se o grafo é 2-colorivel. Observe que
o primeiro grafo da Figura 2.1 o é. Caso o grafo nao seja bipartido, basta
adicionar arestas de forma a obter um mop e colori -lo, usando os algoritmos
apresentados.
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2.4 Notas Bibliograficas

Francis Guthrie apresentou a Conjectura das Quatro Cores em 1852, que s6
foi provada em 1976 by Kenneth Appel and Wolfgang Haken [1]. Uma prova
alternativa foi apresentada mais recentemente por Robertson et al. [33]. Um
sumario dos resultados se encontra no site [41]. O Teorema das Trés Cores
deve seu nome a Herbert Grootzsch, que publicou sua prova em 1959. Um
algoritmo de complexidade de tempo de O(nlogn) para encontrar uma 3-
coloracao de um grafo que obedece a essa condigao foi publicado Kowalik [24]
em 2004. No caso geral, o problema é abordado por Garey e Johnson [14].

Syslo [38], Beyer [2] e Mitchell [31] sao referéncias introdutorias sobre
grafos periplanares maximais. Um algoritmo para o reconhecimento de um
mop ¢é encontrado em [22].
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Capitulo 3

Coloracao de Arestas

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos a coloragao de arestas que, de forma semelhante
a coloracao de vértices, estabelece que arestas adjacentes devem ter cores
diferentes.

Dados G = (V, E) um grafo e C' um conjunto de cores, uma coloragao de
arestas de G com as cores de C' é uma funcao ¢ : E — C tal que para todo
par de arestas incidentes uv, uv’ € E tem-se que ¢ (uv) # ¢ (uv’).

E importante observar que uma coloracéo de arestas define uma particao
de F em emparelhamentos. Um emparelhamento é um conjunto de arestas,
duas a duas nao adjacentes. De fato, pela definicdo acima, tem-se que se
d(uv) = ' (u'v'), entao uv nao é adjacente a u'v’. Logo, cada classe de cor é
um emparelhamento em G.

Obter uma coloragao propria de arestas é facil, basta usar uma cor dife-
rente para cada aresta, entretanto, a ideia é colorir as arestas de G usando o
menor nimero de cores possivel. Desta forma, definimos o indice cromdtico
de um grafo G, denotado por x/(G), como sendo o menor inteiro k para o
qual G tem uma coloracao de arestas com k cores.

3.2 Cotas Inferiores e Superiores

Vamos analisar as cotas inferiores e superiores para x/'(G). O limite inferior
natural é exatamente A(G), pois todas as arestas incidentes a um vértice
de grau maximo devem ter cores diferentes. O surpreendente na coloragao
de arestas é que, diferente da coloracao de vértices, o limite superior para
o namero de cores em C' excede somente em uma unidade o limite inferior.
Este resultado é devido ao matematico russo Vadim G. Vizing (1964), cujo
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teorema enunciamos a seguir.

Teorema 3.1. Para todo grafo G = (V, E), X'(G) < A(G) + 1.

Concluimos entao que, dado um grafo G,
AG) < X(G) < A(G) + 1.

Se o grafo G é tal que X'(G) = A(G) entao dizemos que é classe I,
caso X'(G) = A(G) + 1, o grafo ¢ classe 2. Em geral, é dificil determinar
quando um grafo é classe 1 ou 2, mas existem familias de grafos para as
quais é possivel resolver o problema de forma eficiente. Por exemplo, grafos
bipartidos e grafos completos de grau par sao classe 1, ja os grafos completos
de grau impar sao classe 2. Ressaltamos ainda que para mostrar que um grafo
G & de classe 2 nao basta exibir uma colora¢ao com A(G)+ 1 cores, devemos
provar também que nao existe uma coloragdo com A(G) cores. Vejamos o
caso de K, com n fmpar. Uma coloragao propria de arestas pode ser vista
como uma particdo do conjunto E em emparelhamentos, sendo que cada
um deles pode ter no maximo ;% arestas. Como |E| = @
n(n—1) 2

5— =7 = n = A(G) + 1 emparelhamentos para colorir as

, entao sao

necessarios
arestas de K.

Na proxima secao apresentamos uma ferramenta mateméatica que possui
diversas aplicagoes, o quadrado latino, que no nosso caso é utilizado para
colorir grafos completos.

3.3 Quadrados Latinos e Grafos Completos

Dado um conjunto S = {si,s2,...,8,}, um quadrado latino de ordem n
relativo ao conjunto S é uma matriz quadrada A de ordem n, onde A(i, j) €
S, para todo i,5 € {0,1,...,n — 1} e nenhum elemento de S é repetido nas

linhas ou colunas de A.

Observamos que podem existir mais do que um quadrado latino associado
a um mesmo conjunto, conforme a Figura 3.1.

[N N OV) N aw)
O DN =] —| W
WO DN |
=W O N
= =W O
=W N = O
O | W DN —
= O | W N
N = O =W
WD =] O] =~

Figura 3.1: Quadrados latinos associados ao conjunto S = {0, 1,2, 3,4}.
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Para colorir grafos completos de ordem impar vao nos interessar os quadra-
dos latinos simétricos com relagao a diagonal principal. A Figura 3.2 ilustra
a coloragao de K5 usando um quadrado latino com esta caracteristica.

N[ =lW O
O = =W
WO DN | —
=W O N
=W O N

Figura 3.2: Coloragao de K5 usando um quadrado latino de ordem 5.

A coloragao das arestas de K5 = (V, E) é feita da seguinte forma. Seja
V = {vo,v1,v2,v3,v4}. A aresta vvj, i # j, recebe a cor correspondente
& posicao linha i e coluna j da matriz A que representa o quadrado latino.
Vamos estender o resultado acima para qualquer grafo completo de ordem
impar e lancar mao de um artificio que constréi implicitamente o quadrado
latino. Se interpretarmos que na matriz o iltimo elemento da cada linha esta
“colado” ao primeiro como se fosse um cilindro, entao cada linha i = 1,2, 3,4
da matriz é obtida deslocando-se a linha 0, i posigdes a esquerda. Logo,
basta apenas gerar uma linha da matriz (digamos a linha 0), para obter a
coloragao. Isto é feito de forma recursiva por:

A(0,0) = 0;
A(0,7) = (A(0,i—1)+3) mod 5 parai=1,2,3,4.

Em geral, para n impar, temos:

{A(0,0)zo;
A(0,i) = (A(0,i—1)+(n—2)) modn parai=1,...,n— 1.

Em decorréncia, uma coloragao de arestas ¢ : E — C pode ser gerada

por
d (vivj) = A(0, (i + j) mod n)

parat =0,....,.n—2ej=1¢4+1,...,n— 1. Como estamos tratando do

grafo completo, o niimero de arestas é "(n;l). Logo, a coloragao se consegue

em ordem O(n?). Observe que a geracdo implicita do quadrado latino, de
complexidade O(n), ndo acarreta uma melhoria na complexidade global do
algoritmo. Entretanto, como o quadrado latino é usado em outros tipos de
coloragao, julgamos pertinente chamar atengdo para o artificio. As expli-
cagdes anteriores se resumem no Algoritmo 3.1.
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Algoritmo 3.1. Coloracao de arestas de K,, impar

Entrada: n impar; vetor a[n]; grafo K,;
Saida: coloragdo de arestas ¢ : E — {0,...,n — 1};
Inicio
al0] + 0;
Para i + 1 até n — 1 faca
afi] < (a[i — 1] + (n — 2)) mod n;
Para i + 0 até n — 2 faca
Para j < i+ 1 até n — 1 faca
d(vivj) = a[(j +1i) mod nl;
Fim.

Finalmente, devemos ressaltar que o mesmo quadrado latino que é usado
para colorir as arestas de um grafo completo de ordem impar n serve também
para colorir as arestas de um grafo completo de ordem par n+1, ja que o grafo
K41 pode ser obtido a partir de K, pela inclusao de um novo vértice ligado
a todos os outros. As cores que aparecem na diagonal do quadrado latino de
ordem n estdo ausentas nas arestas do vértice correspondente. Assim, essas
cores podem ser usadas para colorir as arestas incidentes ao novo vértice.

Para ilustrar, mostramos na Figura 3.3 a coloragao de K4 usando o mesmo
quadrado latino de ordem 3 que foi usado para colorir K3. Desta forma, todo
grafo completo de ordem par é classe 1.

0121
21110
1102
2 1
V1 0 v2
K K,

Figura 3.3: K4 colorido, usando um quadrado latino de ordem 3.

Na préxima segdo, apresentamos a coloragao de arestas de grafos teia
completos e mostraremos que eles sao classe 1.
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3.4 Grafos Teia Completos

Uma arvore T' = (V, E') é uma teia base quando existe no maximo um vértice
de grau maior do que dois, denominado raiz ou centro da teia base, denotado
por c¢. Se nenhum vértice tem grau maior do que dois, entao qualquer vértice
pode ser o centro. Uma perna da teia base é um caminho do centro a um
vértice de grau um. O tamanho de uma perna é o seu numero de vértices. A
distancia de um vértice v ao centro, d(v, c), ¢ o nmero de vértices existentes
no caminho de ¢ até v.

Um grafo teia T, com k > 3, é uma teia base T com k pernas pq, ..., pg,
sendo que cada perna p;, ¢ = 1,...,k, tem tamanho pelo menos igual a dois.
Além disso, dois vértices em pernas distintas, v € p; e u € p;j, com i # j, sao
adjacentes quando |i — j| € {1,k — 1} e d(v,c) = d(u, ).

Um grafo teia é completo, denotado por T} ¢ quando todas as pernas tém
o mesmo tamanho ¢ e quaisquer dois vértices v € p; e u € p; com 7 # j,
li —j] € {1,k —1} e d(v, c) = d(u, c), sao adjacentes.

Na Figura 3.4 temos em (a) uma teia T, em (b) um grafo teia Ty e em
(c) um grafo teia completo T 4.

(2) (b)

Figura 3.4: Teias.

Um grafo teia completo é nao trivial quando é distinto de K3. A seguir,
um resultado bésico.

Lema 3.1. Seja Ty, = (V, E) um grafo teia completo nao trivial. Entao,

1. |V|=k(l—-1)+1;
2. |E| = 2k(t —1);

3 sek=3el=2;
3. A(Tpe) =4 4 sek=3el>2
k sek > 4.
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Queremos colorir as arestas de um grafo teia completo qualquer e classifica-
lo como sendo classe 1 ou classe 2, para tal, é fundamental relembrar a ope-
ragao +j de adigao modulo k, com k > 1, apresentada a seguir.

i 0 1 2 k1
0 0 1 2 k1
1 1 2 3 0
2 2 3 4 1

k—1|k—1 0 1 ... k-2

Baseado na defini¢ao de T}, com k > 3, temos alguns passos a seguir
para obtermos um algoritmo eficiente. Vamos considerar a seguinte nomeagao
dos vértices das k pernas,

po = {¢,v0,0; - - -, Vo,(0—2)}
p1={c,v10,--. 71)1,(6—2)}

pr—1 = {c, V(k-1),07- - 77)(1@71),(472)}

Passo 1: Coloragao do grafo estrela em torno do centro ¢ usando as k cores
{0,...,k—1}.

Passo 2: Completar a coloragao do grafo roda de centro ¢ ainda usando as
k cores. Seja a aresta vu a ser colorida tal que a cor da aresta cv é ¢
e a cor da aresta cu é (i +x 1). Logo, a cor de vu serd (i + 2). Para
esta coloragao, basta considerar somente as trés primeiras colunas da
tabela da operacao +.

Passo 3: Considerando que o grafo T}, o possui camadas de grafos ciclo con-
céntricos, basta repetir as cores, das arestas coloridas no Passo 2, nas
arestas “paralelas”.

Passo 4: Coloragao das arestas que conectam os grafos ciclo. As primeiras
ligagoes serao coloridas de forma ciclica utilizando as cores das arestas
do grafo estrela. Nas demais arestas situadas ao longo da perna, usa-
remos alternadamente ou uma certa cor cc ou a mesma cor da aresta
correspondente no grafo estrela. Segundo o Lema 3.1 item 3, alguns
cuidados devem ser tomados. Em geral, cc sera igual a cor da aresta
da primeira ligagao correspondente. No caso em que k=3 e £ > 2, cc
serd igual a quatro.

Podemos entender melhor os passos, analisando o grafo T 4. No Passo 1
temos uma atribuigao das cores 0, 1, 2 e 3 as arestas do grafo estrela, vide
item (a) da Figura 3.5.
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(a) (b) (©

Figura 3.5: Passos 1, 2 e 3 do algoritmo.

441 1441 1442
0 1 2
1 2 3
2 3 0
3 0 1

Tabela 3.1: Trés primeiras colunas.

Para o Passo 2, se prestarmos atengao a Tabela 3.1 com as trés primeiras
colunas da tabela da operacao +,4, percebemos que na terceira coluna temos
as cores das arestas do grafo roda. Observe no item (b) a ideia deste passo.
No item (c) temos o resultado do Passo 3.

O Passo 4, apoés colorir a primeira ligagao de um ciclo usando as cores das
arestas do grafo estrela, ver na Figura 3.6 (a), prossegue colorindo as outras
ligagoes de forma alternada, vide item (b).

Figura 3.6: Passo 4 do algoritmo.

30/08 A 03/09

BENTO GONGALVES = RS
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Algoritmo 3.2. Obtencdo da Coloragdo de Arestas de T} ¢

Entrada: ¢ > 2 e os k > 3 caminhos p; = {c,vi0,..., V-2 }, i =0,..., k-1
Saida: coloragdo ¢’ : E — {1,2,...,A(Tx0)};

Inicio
Para i =0,...,k — 1 faca /(cv; ) « i;
Para i =0,...,k — 1 faga ¢'(viov(it,1),0) < ¢ (CV(it,2),0);

Se ¢ > 3 entao
Parai=0,...,k— 1 faca
Paraj=1,...,/—2 faca
(V3,5 Vit1),5) < € (V30 V(it1),0);
Se k = 3 entédo
Para j =0,...,/— 3 faca
Parai=0,...,k— 1 faca
Se j par entdo
¢ (035 vi (1) 3
senao
c (vij i (j+1)) < ¢ (cvip)
senao
Para j =0,...,/ — 3 faca
Parai=0,...,k—1 faca
Se j = 0 entao
¢ (033 Vi, (j4+1)) = (V14 (k-1)),0)
senao
Se j par entdo
¢!(vi5 vi, (1)) = ¢ (V0 vi1)
senao
(3,5 vi,(j+1)) ¢ (cvip)
Fim.

Assim, é possivel colorir as arestas de grafos teia completos T}, com
A(T},) cores, consequentemente, essa familia é classe 1. Apresentamos o
Algoritmo 3.2 para a coloragdo de arestas. O algoritmo tem complexidade
O(k{), o que pode ser calculado observando-se os indices de variado das
iteragoes. Entao, pelo Lema 3.1 item 2, a complexidade é linear no namero
de arestas.

3.5 Notas Bibliograficas

A coloragao de arestas é estudada em praticamente todos os livros de teoria
dos grafos. Recomendamos especialmente os livros, [3] e [27]. Em ambos
aparece a demonstracao do Teorema de Vizing com enfoques diferentes, em-
bora, todas as demonstracoes que temos consultado sao semelhantes. Para
estudar sobre quadrados latinos é possivel consultar [28] e o uso destes em
coloragao pode ser visto em [43]. Também encontramos bom material sobre
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estes temas disponivel na internet como por exemplo em [12] ou na apostila
[21]. Hoyler [18] estuda a complexidade da coloracao de arestas. Coloragao
de grafos teia pode ser encontrada em [36].
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Capitulo 4

Coloracao Total

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a coloracao total de grafos, na qual vértices
e arestas sao coloridos de maneira prépria e conjuntamente com o menor
ntimero de cores possivel. Veremos alguns resultados a respeito desta co-
loracao e nos deteremos num algoritmo polinomial para colorir totalmente
grafos grade.

Seja G = (V, E) ou simplesmente G um grafo e C' um conjunto de cores
nao vazio. Uma coloracao total de G é uma funcao ¢’ : VU E — C tal que:

1. dois vértices ou duas arestas adjacentes de G nao tém a mesma imagem;

2. arestas adjacentes tém imagens distintas.

Denominamos nimero cromdtico total, denotado por x”(G), o menor
nimero de cores com que o grafo G é totalmente colorido.

O conceito de coloragao total de um grafo foi introduzido e estudado
independentemente por Behzad e Vizing nos idos de 1965. E imediato que
X"(G) > A(G) + 1. Em rela¢do a um limitante superior, o que existe até o
momento é a Conjectura de Behzad-Vizing ou Conjectura da colora¢ao total,
que enunciamos a seguir:

Conjectura 4.1. Para todo grafo G, tem-se que X" (G) < A(G) + 2.

Dado um grafo G, temos pela conjectura que x”"(G) = A(G) + 1 ou
X"(G) = A(G) + 2. Dizemos entao que o grafo é tipo 1 no primeiro caso e
tipo 2 no outro. Temos que os caminhos P, de comprimentos maiores que 2
e estrelas S, sao tipo 1, enquanto que grafos bipartidos completos K, , sao
tipo 2. A Figura 4.1 ilustra as coloragoes totais dos grafos Sg e K3 3.
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Figura 4.1: Coloracoes totais de S e K3 3.

Muitos dos resultados que envolvem coloracao total se concentram na
validade da Conjectura Behzad-Vizing, ou seja, em que condi¢oes ou para que
familia de grafos ela é vélida. A seguir, enunciamos alguns desses resultados
gerais para grafos G = (V, E) com |V| = n.

e Se G contém um conjunto independente de vértices S tal que |S| >
n— A(G) — 1 entao ¥/ (G) < A(G) + 2.

A conjectura de Behzad-Vizing é valida para qualquer grafo bipartido.

Para qualquer grafo G tal que A(G) = 3 entao x"(G) < 5.

Para qualquer grafo G tal que A(G) = 4 entao x"(G) < 6.

A conjectura de Behzad-Vizing é valida para grafos com A(G) = 5.
e Se A(G) > n —4 entao x"(G) < A(G) + 2.

A Conjectura Behzad-Vizing foi provada, entre outros, para grafos dual-
mente-cordais, de intervalos, poténcias de ciclos, aranha e alguns casos de
produto cartesiano de grafos, sendo que veremos esses iltimos com mais
detalhes ao longo do capitulo. Em relagao a grafos planares, a conjectura sé6
permanece para aqueles com o grau méaximo igual a 6.

Temos que, em uma mesma familia de grafos, alguns podem ser tipo
1 e outros tipo 2. Por exemplo, ciclos C, com n miltiplo de 3 e grafos
completos K, com n impar sao tipo 1, mas os demais casos de ciclos e grafos
completos sao tipo 2. A Figura 4.2 mostra a coloragao de Ky e K5 que sao
respectivamente tipo 2 e tipo 1.

Sanchez-Arroyo demonstrou que o problema de determinar o nimero
cromético total de um grafo é NP-dificil; estudé-lo entao para familias par-
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Figura 4.2: Coloragoes tipo 1 e tipo 2.

ticulares é interessante. Por exemplo, para grafos planares, até o presente
momento, nao sabemos se os de grau méaximo 7 sao tipo 1 ou 2.

As proximas se¢oes abordam a coloragao total de produto cartesiano de
grafos. Primeiramente, definimos esse produto, depois apresentamos alguns
resultados relativos & coloragdo desses grafos e, finalmente, partimos para o
estudo mais detalhado dos grafos grade, para os quais mostramos um algo-
ritmo polinomial para a coloragao total 6tima.

4.2 Produto Cartesiano de Grafos

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. O produto cartesiano de A e B,
denotado por A x B é dado por: A x B={(x,y) |z € Aey € B}.

O produto cartesiano de dois grafos G e H, G x H, é o grafo cujo conjunto
de vértices ¢ o produto cartesiano V(G) x V(H). Dois vértices do produto
(u,v) e (u/,v") sdo adjacentes se, e somente se,

1. u=1e a aresta vv' € F(H) ou

2. v=1"e a aresta uwu’ € E(G).

Os grafos G e H do produto cartesiano G x H sao os fatores do produto.
Tem-se que A(G x H) = A(G) + A(H).

O produto cartesiano de grafos foi definido primeiramente por Sabidussi
em 1960. Neste texto, nos deteremos no produto cartesiano de dois grafos
caminho P, e P,/, que é denominado grafo grade, ou grid, P, x P,/, sendo
n,n’ > 3. Citamos como outros exemplos os prismas P, x C,; e 0s toros
Cn X Cy. A Figura 4.3 mostra o grafo grade P5 X Py, o prisma P; x C3 e 0
toro C5 x (C}.
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Figura 4.3: Grafos cartesianos.

A coloragao total de alguns produtos cartesianos de grafos tem sido estu-
dada por diversos autores. Dentre os resultados encontrados na bibliografia,
vamos enunciar o lema a seguir, que foi demonstrado por Zmazek e Zerovnik,
e tem como uma de suas consequéncias o fato de os grafos grade serem tipo
1.

Lema 4.1. Sejam G e H dois grafos quaisquer tais que A(G) < A(H) er
o numero de cores de uma coloracao total propria de H. Entdo

Y'(G x H) < A(G) + 1

Como consequéncias do Lema 4.1, temos que:

1. Se a conjectura de Bezhad-Vizing é vilida para o grafo H entao ela
é satisfeita para o produto cartesiano de G e H. De fato, pelo lema
acima, X"(G x H) < A(G)+ x"(H) < A(G) + A(H) + 2.

2. Se no produto cartesiano G x H, o fator de maior grau for tipo 1 entao
o produto cartesiano é tipo 1; o mesmo acontece se os dois grafos forem
tipo 1. Por exemplo, os grafos grade P,, X P,y s@o tipo 1, pois caminhos
de comprimentos maiores que 2 sao tipo 1.

Destacamos ainda que a dificuldade para colorir totalmente o produto
cartesiano de dois grafos G e H esta relacionada com a coloragao total do
grafo de maior grau. Se ele é tipo 1 ou 2 entao podemos colorir totalmente
G x H satisfazendo a conjectura de Bezhad-Vizing. Além do mais, a demons-
tracao do lema, que omitimos, é construtiva e sugere uma maneira de fazer
coloracao total dos produtos cartesianos de grafos em geral.

Temos como objetivo a coloragao total dos grafos grade P,, x P,,s. Poderi-
amos colorir esses grafos de acordo com o que é sugerido na demonstragao do
lema anterior. Nao faremos assim, pois os grafos grade podem ser totalmente
coloridos com maior simplicidade por meio do algoritmo que apresentaremos
na proxima segao.
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4.3 Grafos Grade

Nessa se¢ao apresentamos um algoritmo para colorir totalmente um grafo
grade P, x P,/, sendo n,n’ > 3. Sabemos, como consequéncia do Lema 4.1,
que os grafos grade sao tipo 1. O grau méximo desses grafos é quatro entao
eles sao totalmente coloridos com cinco cores. Sem perda de generalidade,
faremos corresponder respectivamente os ntmeros 0, 1, 2, 3 e 4 a cada uma
dessas cinco cores.

Observamos que, num grafo grade P, x P,/, cada um de seus vértices
pode ser associado a um ponto (z,y) do plano com coordenadas inteiras
1<z <nel<y<n'. Dois vértices v, w de coordenadas (x,y) e (z/,y),
sao adjacentes se a distancia entre eles é 1, isto é:

ex=2'ely—y|=1ou

ey=yelr—d|=1
O algoritmo consta de trés passos:

Passo 1: coloracao de vértices;

Passo 2: coloracao de arestas, respeitando as cores ja atribuidas aos vér-
tices;

Passo 3: coloracao total.

No Passo 1, colorimos os vértices. E facil observar que um grafo grade é
formado por subgrafos Cy, isto é, 2-coloriveis. Em um grafo grade, A(G) = 4.
Seja v um vértice tal que d(v) = 4. Se utilizarmos duas cores para os vértices,
ao prosseguirmos para o Passo 2, serao necessarias mais quatro cores para as
arestas (ver Figura 4.4). Utilizaremos entdo trés cores para os vértices.

Vamos entao aproveitar as propriedades das coordenadas de vértices ad-
jacentes para colori-los utilizando a fungao de resto de divisao por 3, isto é,
mod 3.

No Passo 2 colorimos as arestas. Observe a disposi¢do do grafo grade
no plano: arestas verticais sao paralelas, logo, podem ser coloridas alter-
nadamente com as cores 3 e 4, ainda nao utilizadas. Para colorir as arestas
horizontais, vamos voltar a usar as cores 0, 1 e 2. Como dois vértices adja-
centes usam apenas duas delas, entao nos sobra a outra cor para colorir a
aresta incidente.

No Passo 3, as duas coloragoes sdo combinadas. Como informacao de
entrada temos o conjunto de vértices acompanhados de suas coordenadas
cartesianas e uma matriz vert que, para cada par (x,y), indica o vértice
associado.

3202



XLIISBPO

30/08 A 03/09

BENTO GONGALVES = RS

34

B

Figura 4.4: Casos possiveis.

Algoritmo 4.1. Coloragdo Total

Coloragao Total

Entrada: Grade G; matriz vert;
Saida: Colorac3o total ¢/ : VUFE — C;
Inicio
Para v € V faca
'[v] < (z 4+ y) mod 3;
Paraxz=1,...,n faca
Paray=1,...,n —1 faca
v vert[z,y]; w « vert[z,y + 1];
Se mod (y,2) =1 entdo
' vw] + 3;
senao
' vw] + 4;
Paray=1,...,n faca
Parax=1,...,n— 1 faca
v < vert[z,y]; w + vertlx + 1,y];
" fvw] + 3 — ("[v] + " [w]);
Fim.

No Passo 1, o algoritmo percorre os vértices do grafo grade, com comple-
xidade O(nn’). No Passo 2, as arestas sdo coloridas; para tal, dois percursos
nos vértices sao utilizados. O primeiro para colorir as arestas verticais, e
segundo, as horizontais. A complexidade total do algoritmo é O(nn').

A figura 4.5 ilustra a coloracao total do grafo grade P5 x Pj.

Chamamos a atengao para o fato de o algoritmo apresentado nao recolorir
nem vértices e nem arestas do grafo grade, ou seja, a coloragao total é obtida
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2 N0 N1 N2
QD (@ 2 ) fD

3 3 3 3 3

1 N 2 N 0 N 1
o000

Figura 4.5: Coloragao total de P5 x Pj.

pela juncao direta das coloragbes dos vértices e das arestas sem modificagao
alguma. Até o presente momento, a grande parte dos algoritmos de coloracao
total de grafos recolorem vértices ou arestas.

4.4 Notas Bibliograficas

Os produtos cartesianos sao estudados em detalhes em [19]. Os principais re-
sultados gerais sobre coloragao total encontram-se em [43]. Sanchez-Arroyo
[34] estuda a complexidade da coloragao total. Em relagdo a validade da
conjectura de Bezhad-Vizing para algumas familias de grafos temos, entre
outras, as seguintes referéncias: dualmente-cordais [13], de intervalos [4],
aranha [36], poténcias de ciclos [10] e grafos planares [35, 42, 40]. Especifi-
camente a respeito da coloragao total de produtos cartesianos podemos citar
[37, 46, 23, 32].
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Capitulo 5

Coloracao Equilibrada

Neste capitulo vamos tratar de um tipo especial de coloracao, a coloracao
equilibrada. Esta coloracao estabelece que duas classes de cores ou sao iguais
ou uma excede a outra em um elemento. Veremos coloracao equilibrada
de vértices, arestas e total. Apresentamos algoritmos polinomiais para as
coloragoes equilibradas de grafos bipartidos completos.

5.1 Coloracao Equilibrada de Vértices

5.1.1 Definicao e Exemplos

Uma coloracao prépria de vértices é equilibrada quando a cardinalidade das
classes de cores diferem no méaximo em um. Este conceito foi introduzido
por Walter Meyer em 1973.

Considere ¢ : V — C uma coloragao propria do grafo G. Os vértices com
a mesma cor i € C formam a classe da cor ¢, ou seja, a imagem inversa da
cor 1,

c i) ={v eV |c(v) =i}

A coloragao ¢ é uma coloragao equilibrada dos vértices de G quando para
quaisquer i,j € C, i # j,

et @)l =l ()] | < 1.

Podemos também definir coloragao equilibrada por meio de uma particao do
conjunto de vértices. Se o conjunto de vértices V' de G pode ser particionado
em k classes V1, Vs, ..., Vi tais que cada classe é um conjunto independente
eparatodoi,j=1,...,k ei# 7,

|Vil = V5] <1
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entdo G ¢ denominado equilibradamente k-colorivel, e (V1,Va, ..., Vi) é uma
particao independente equilibrada do conjunto V. O menor inteiro k para o
qual G ¢ equilibradamente k-colorivel é o nimero cromdtico equilibrado de
G, denotado por xeq(G).

E interessante notar que, para a coloracao usual, se um grafo é k-colorivel
entdo também é (k 4+ 1)-colorivel. Ja na coloragao equilibrada, ndo temos
esta propriedade. Por exemplo, o grafo K55 é equilibradamente 2-colorivel,
mas nao possui uma coloracao equilibrada com 3 cores.

A seguir apresentamos alguns exemplos de ntimeros cromaéticos equilibra-
dos e cardinalidades das classes de cores para algumas familias bem conheci-
das.

1. Xeq(Kpn) = n e cada classe de cores é unitaria.

2. Xeq(Pn) = 2; se n ¢ par, as duas classes de cores tém cardinalidade %,

e caso impar, uma tem cardinalidade L%J e a outra [%W .

2 n par;
3. Xeq(Cn) = P
3 n impar.
Se n & par, as duas classes de cores tém cardinalidade .
Se n é impar, entao:
e se n =0 mod 3, as trés classes de cores tém a mesma cardinali-

dade

)

w3

e sen
[51;
e se n = 2 mod 3, duas classes tém cardinalidade {%] e a outra
5]
4. Xeq(Stary) = L%J +1.

Se n é fmpar, uma classe unitaria e ”Tfl classes tém cardinalidade dois.

1 mod 3, duas classes tém cardinalidade L%J e a outra

Se n é par, duas classes sdo unitarias e "T_Q classes tém cardinalidade
dois.

5. Xeq(Wn) = |5] + 1, n > 5, e as classes recaem no caso dos grafos
S. Para o caso em que n = 4, temos que Xe¢q(Wi) = 4, com classes
unitarias.

Os exemplos podem nos fazer pensar que a coloragao equilibrada é facil-
mente obtida. Infelizmente, o problema de coloragéo equilibrada de vértices
é também NP-dificil.
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5.1.2 Cotas e Conjecturas

Como toda coloragao equilibrada é uma coloragao de vértices, temos que:

X(G) < Xeg(G)-

A igualdade entre estes invariantes é possivel, por exemplo, em grafos linha.

Em 1970, Hajnal e Szemerédi mostraram que qualquer grafo G pode
ser equibilbradamente colorido com k cores, se k > A(G) + 1, estabelecendo
assim uma cota superior para o nimero cromético. Uma curiosidade, o enun-
ciado do Teorema 5.1 era uma conjectura de Paul Erdos de 1964.

Teorema 5.1. Para todo grafo G, xeq(G) < A(G) + 1.

Relembrando o teorema de Brooks (1941) a seguir, para coloragao usual
de vértices.

Teorema 5.2. Se G ndo € um grafo completo nem um ciclo impar entdao

X(G) < A(G).

Podemos perceber a similaridade desse teorema com a Conjectura para
Coloragao Equilibrada (Equitable Coloring Conjecture, ECC) de Meyer.

Conjectura 5.1. Se G ndo € um grafo completo nem um ciclo fmpar, entdao
Xeq(G) < A(G).

Esta conjectura ja foi verificada para todos os grafos com até seis vértices,
os grafos bipartidos, os grafos k-partidos completos e os grafos linha.

H& uma conjectura um pouco mais completa do que a ECC, a AECC,
apresentada por Chen, Lih e Wu.

Conjectura 5.2. Seja G um grafo conexo. Se G nao € um grafo completo,
um ciclo impar nem um grafo bipartido completo Kopiq k41 com k > 1,

entdo Xeq(G) < A(G).

Devemos observar que, o valor da cota A(G) para um dado grafo G pode
ser bem maior do que o valor do nimero cromatico equilibrado. Um grafo
com A(G) = 192 pode ser colorido equilibradamente com somente dezesseis
cores, cCOMO veremos na proxima segao.

5.1.3 Grafos Bipartidos Completos

Vamos agora analisar mais detalhadamente a coloragao equilibrada de grafos
bipartidos completos.

Sejam p e ¢ dois inteiros positivos nao nulos. Um grafo bipartido K, , =
(V1 U Vi, E) & completo quando |Vi| = p, |Va| = q e |E| = pq.
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Estamos interessados em obter o ntimero cromético equilibrado de grafos
K, , bipartidos completos e verificar se satisfazem & ECC. Vamos considerar,
a partir de agora e, sem perda de generalidade, que p < ¢. Alguns casos sdo
bem simples: se p = g ou ¢ = p+ 1 entdo xeq(Kpq) = 2 € se ¢ = pk
com k inteiro entdoxeq(Kpq) = k + 1. Apresentaremos um algoritmo que
determina x¢q(K)p q), baseado no Teorema da Divisao Euclidiana, que vamos
primeiramente relembrar.

Teorema 5.3. Sejam a e b inteiros positivos. Existem unicos nimeros in-
teiros k e r tais que a = bk +1r com 0 < r <b.

A ideia do algoritmo é a seguinte: a maior cardinalidade possivel para
uma, classe de cor ¢ p. Como p < ¢, devemos dividir ¢ por p, obtendo
q = pk+r com 0 < r < p, Analisando o resto r da divisao, dois casos podem
acontecer:

e 1 é menor ou igual do que o quociente k£ da divisao.

Neste caso, a distribuicao dos vértices pelas classes serd equilibrada,
pois cada um dos 7 vértices pode ser incluido em uma das k > r classes
existentes.

e 7 é maior do que o quociente da divisao.

Se r for maior do que o nimero k de classes com p vértices em Vs, a
coloragao nao sera equilibrada. Devemos entao reduzir a cardinalidade
das classes, isto é, dividir p sucessivamente por 2,3,... até que r seja
menor ou igual do que o niamero de classes. Com isto, temos a sequéncia
decrescente de divisores p, LgJ, L%J ,.... Esta estratégia determina o
menor nimero de cores para uma coloracao equilibrada de vértices,
pois quando nao é possivel ter classes, tanto em Vi quanto em V5, com
p elementos, o maior valor para a cardinalidade de uma classe é LgJ
Reavaliando ¢, se o equilibrio nao for obtido, repetimos o procedimento
até conseguirmos. Como existe uma quantidade finita de inteiros entre
p e 1, temos a certeza de que o algoritmo péara.

Existe uma excegao, quando o resto r for igual ao divisor vigente (p
ou L%J ou L%J ...) menos uma unidade. Neste caso, esses elementos
formarao uma nova classe, sem que o equilibrio seja prejudicado.

Vejamos um exemplo, o grafo K3 39. Como 30 = 8-3+6, existem 3 classes
com 8 vértices e “sobraram” 6 vértices que se colocados numa nova classe,
desequilibram a coloragao. Para serem distribuidos de maneira a obter o
equlibrio seriam necessarias pelo menos seis classes em V5, mas a quantidade
de classes (3) é insuficiente. Entao, devemos estabelecer a nova cardinalidade
das classes, % = 4. Assim, 30 = 4 -7+ 2 e conseguimos uma distribui¢ao

que induz uma coloracao equilibrada dos vértices. Os 8 vértices de V; estao
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distribuidos (coloridos) em duas classes de cores e os 30 de V5 em cinco classes
com 4 vértices e duas com 5 vértices, totalizando 9 cores para uma coloragao
equilibrada de vértices do grafo Kg 30.

No pior caso, em que as classes sdo unitarias, o Algoritmo 5.1 tem com-
plexidade O(p).

Algoritmo 5.1. Obtengdo do Nimero Cromdtico Equilibrado de K, ,

Entrada: p < ¢ inteiros positivos;
Saida: xcq(Kp.q);
Inicio
14 0;
Repita
141+ 1;
k < div(q, |2]);

r < mod(q, | E]);

atér <k our=|2| -1,
Ser>kentdoi<«i+1;
Xeq(Kp,q) < k+1;

Fim.

Como X¢q(K35) = 3, na Figura 5.1 item (a), temos uma possivel coloragao
equilibrada de vértices usando as cores 1, 2 e 3. Ja xeq(K3g14) = 5, n0 item
(b) temos uma coloragao equilibrada dos oito vértices de V; e dos quatorze
de V5 usando as cores 1, 2, 3, 4 e 5.

@

I ONORONONONONONO)
K ONONONONONONONONONONONONONG)

(b)

Figura 5.1: Coloragdes equilibradas de vértices.
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Finalmente, apresentamos alguns niimeros crométicos equilibrados.

Grafo G xe¢q(G) A(G)

K010 2 10
K35 36 2 36
K8715 3 15
Ki545 4 45
Kg 14 ) 14
K23 6 23
Ko.50 7 59
K33.96 8 96
Ks.30 9 30
Ko 0 32
Ke7 102 16 192

5.2 Coloracao Equilibrada de Arestas

Analogamente, temos a coloragdo equilibrada de arestas c’eq cE—-Ceo
indice cromdtico equilibrado x¢,(G) de um grafo G' como sendo o menor
inteiro k para o qual G tem uma coloragdo de arestas equilibrada com k
cores.

Um resultado bem interessante é:

Teorema 5.4. Seja G um grafo. Entao x'(G) = X, (G).

Como o problema da coloragao de arestas é NP-dificil, o de equilibrada
também o é. Para a familia dos grafos bipartidos, temos o teorema de Konig
(1916), que determina o valor do indice cromético.

Teorema 5.5. Seja G é um grafo bipartido entao X'(G) = A(G).

Voltamos agora aos grafos bipartidos completos, estudados na segao an-
terior. Temos que x;,(Kp4) = ¢ Vamos apresentar um algoritmo para co-
loracao equilibrada das arestas, baseado novamente no uso de um quadrado
latino de ordem ¢, simétrico em relacao a diagonal principal como o apresen-
tado a seguir.

1 2 3 q—1 q
3 4 q 1
3 4 | 5 1
qg—11] ¢ 1 q—3|q—2
q 1 qg—2]q—1
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Considere, sem perda de generalidade, Vi = {1,2,...,p}, Vo ={1,2,...,q¢}
e p < q. As cores das arestas sdo determinadas pelos valores do quadrado
latino, indexado pelos vértices. A particular distribuicdo das cores pelas li-
nhas do quadrado nos garante que a utilizagdo das ¢ cores é equilibrada,
cada classe de cor possui p arestas. Podemos colorir até grafos bipartidos
completos K 4.

Por exemplo, para o grafo K35 sao necessarias somente trés linhas con-
secutivas do quadrado latino 5 x 5.

W N =
W N =
=W NN
QU s W W
— Ot |
DN = Ut Ot

Podemos observar a coloracgao das arestas de forma equilibrada na Figura 5.2.

Figura 5.2: Coloracao equilibrada de arestas do K3 5.

O algoritmo proposto faz a geragao implicita do quadrado latino. Por
essa razado, apenas as arestas sao percorridos, acarretando a complexidade
O(pq). A seguir, apresentamos o algoritmo.

Algoritmo 5.2. Obtencao da Coloragdo de Arestas Equilibrada de K, 4

Entrada: V; ={1,2,...,p} e Vo ={1,2,...,¢}
Saida: coloracdo c;,, : E — {1,2,...,q};
Inicio
Parai=1,...,p faca
Para j =1,...,q faca
Se i+ j <q+1 entdo
Cogij) &—i+j—1,
senao
Cog(if) = (i+7—1) =g
Fim.
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5.3 Coloragao Total Equilibrada

Da mesma forma, uma colorac¢ao total de um grafo G é equilibrada quando o
namero de elementos do grafo (vértices ou arestas) em quaisquer duas classes
de cores difere no maximo em um. Assim, temos a coloracao total equilibrada
Cog 2 VUE — C e o mimero cromdtico total equilibrado x¢,(G) de G.

Temos a seguir um resultado em coloragao total equilibrada para a famfilia
dos grafos bipartidos completos.

Teorema 5.6. Para todo grafo bipartido completo,

" _ A(Kp,q) +1 sep#q;
Xeq(Kp,fJ) = { A(Kp,q) +2 sep=gq.

O algoritmo que propomos considera que Vi = {vj,va,...,0,}, Vo =
{ui,ug,...,uq} e p < g. Todos os vértices de V; sao coloridos com a cor 1. A
classe de cor 1 possui entao p elementos. Os vértices de Vs sdo coloridos com
as cores 2,3,...,q+ 1. Cada classe dessas cores possui, neste momento, um
tnico elemento. Cada vértice de V; tem ¢ arestas incidentes, que recebem as
cores 2,3,...,q+1,sep<gq,ou?23,...,qg+ 2 quando p = ¢; em ambos os
casos de forma ciclica, como na Secao 5.2. Entao, cada classe, ao final, tera
p + 1 elementos, vértices e/ou arestas.

A seguir, apresentamos o algoritmo.

Algoritmo 5.3. Obtencdao da Coloragao Total Equilibrada de K 4

Entrada: V7, = {v1,v2,...,0,} € Vo = {u1,ug,...,uq};
Saida: coloragdo ¢, : VUE — {1,...,A(K)p ) + 2};
Inicio

Se p =¢ entdo f + 1;
senao f < 0;
Parai=1,...,p faca c{ (v;) + 1;
Para i =1,...,q faca c (u;) + i+ 1;
Parai=1,...,p faca
Para j =1,...,q faca
Sei+j>q+ f entdo
ey (viy) — (4 +1) = (g + f);
senao
cog(viug) =i+ j+1;
Fim.

Para avaliar a complexidade do algoritmo, observamos que, primeira-
mente, os vértices sao percorridos e coloridos. Em seguida, a coloragao das
arestas é realizada de maneira aniloga & Secao 5.2 e depende da geracao
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implicita do quadrado latino. A a complexidade do algoritmo para coloracao
total equilibrada do grafo K, é entao O(pq).

Na Figura 5.3 temos a coloracao total equilibrada do grafo K35 usando
6 cores.

Figura 5.3: Coloracao total equilibrada do K3 5.

Podemos concluir que os ntmeros e indices crométicos equilibrados para
grafos bipartidos completos satisfazem a seguinte cadeia de desigualdade:

Xeq(Kp,q) < X/eq(szq) < X/e/q(Kp,q)-

Por exemplo, para K35, a cadeia fica instanciada em 3 < 5 < 6, e para o
grafo Kg7 192, temos 16 < 192 < 193.

5.4 Notas Bibliograficas

O artigo de Meyer [30] ¢ a referéncia classica em coloragao equilibrada de
vértices: define essa coloracao, apresenta o primeiro resultado para arvores
e a ECC. O de Hajnal e Szemerédi [16] ¢ o primeiro a, de forma indireta,
estabelecer uma cota para o ntimero cromatico equilibrado. No trabalho de
Chen e de Lih [8], encontramos um estudo mais detalhado sobre coloragao
equilibrada em arvores. Chen, Lih e Wu em [9] apresentam a AECC. Artigos
que apresentam familias de grafos que satisfazem a AECC, Lih e Wu [26]
para grafos bipartidos, Chen, Ko e Wu [7] para grafos split, Zhang e Yap [44]
para certos grafos planares e Wang e Zhang [45] para grafos linha e grafos
r-partidos. O trabalho fundamental em coloragao equilibrada de arestas é de
Hilton e de Werra [17]. O livro editado por Kubale [25] contém uma sele¢ao
interessante de coloragoes nao usuais. O Teorema de Brooks, mencionado no
capitulo, pode ser encontrado [6].
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