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Resumo

Embora programacgao quadrética possa ser definida como uma classe especifica da
programacio ndo-linear, ela pode também ser usada para generalizar a programagio
linear. Por esse motivo, pode-se encontrar vdrias aplicacdes no mundo real com proble-
mas quadraticos. No mundo real sdo também encontradas ambiguidade e imprecisdo
de maneira natural nos dados e/ou modelos desses problemas, que requerem solucdes
mais realistas. A l6gica nebulosa é uma ferramenta que surgiu para tratar essa situacao,
pois modela as imprecisdes da vida real. Ela é aplicada em uma crescente variedade de
campos praticos, inclusive em problemas de otimizac¢do. Sabendo da importancia desse
tipo de problema, esse projeto tem como finalidade apresentar uma nova abordagem
dual para resolver problemas de programacio quadratica com incerteza no conjunto de
restricoes. A abordagem proposta € aplicada em dois exemplos numéricos tedricos,
que mostram a sua eficiéncia.

Palavras-chave: Légica nebulosa, Otimizacdo quadratica, Teoria de dualidade

Abstract

Although quadratic programming can be defined as a specific class of non-linear
programming, it is also generalized of linear programming. For this reason, many real
applications with quadratic programming can be found. In the real-world, some vague-
ness data and/or uncertain models are also found in natural way that require solutions
realistic. Fuzzy logic is a tool, which has arised to treat this situation, that model the
imprecisions. It is applied in an increasing variety of fields practical, including the
optimization problems. Knowing the importance of this problem, this work presents
a novel dual approach for solving problems quadratic programming with uncertain-
ties in the set of constraints. The proposed approach is implemented in two numerical
examples theorists that show their efficiency.

Keywords: Fuzzy logic, Quadratic optimization, Duality theory
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1 Introducio

Uma ampla variedade de tarefas fisicas e mentais que sdo formuladas pelo ser humano, das
quais ndo tém nenhum tipo de medicdo e cdlculo exatos, inspiraram o conceito de Inteligéncia Ar-
tificial (IA) nos primeiros cingiienta anos do século passado. A defini¢do de IA pode ser descrita
como “o estudo e projeto de agentes inteligentes (Poole et al. 1998)”, sendo que um agente inte-
ligente é um sistema que considera seu ambiente e toma a¢des que maximizam suas chances de
sucesso (Russel & Norvig 2003). A capacidade de calcular e raciocinar com informagdo baseada
em perceptrons pode ser aplicada a problemas do mundo real, no qual a informagdo de decisdo
relevante € uma mistura de medigdes e percepg¢des (Zadeh 2001), sendo que, em geral, medigcdes
sdo cldssicas enquanto percepgdes sdo nebulosas.

A melhor maneira de modelar esse tipo de situagdo é usando as metodologias de Soft Com-
puting (SC) que € uma colecdo de metodologias que almeja explorar a tolerancia pela imprecisao
e incerteza para conseguir tratabilidade, robustez, solug¢do de baixo custo e melhor relagdo com a
realidade. Em (Zadeh 1994), SC é uma associagdo de metodologias centradas em légica difusa,
neuro-computacio e raciocinio probabilistico. De acordo com Verdegay et al. (2008), SC é uma
familia de métodos de resolucdo de problemas que pode ser vista como raciocinio aproximado e
métodos de otimizacdo e/ou aproximacgdo funcional. O raciocinio aproximado € dividida em mo-
delos probabilisticos e teoria de conjuntos nebulosos, enquanto o segundo grupo estd dividido em
redes neurais artificiais e meta-heurfsticas.

A teoria de conjuntos nebulosos, que foi desenvolvida por Zadeh (1965), ajuda no tratamento
das imprecisdes presentes nos problemas da vida real. Ela permite a incorporacdo de caracteristi-
cas subjetivas nos modelos de tomada de decisdo. Essa teoria nebulosa tem encontrado indmeras
aplicacdes devido a sua ficil implementacao, flexibilidade, natureza tolerante a dados imprecisos
e habilidades de modelar comportamentos nao-lineares de complexidade arbitraria por causa de
sua base em termos de linguagem natural. Em (Dubois & Prade 1980, Pedrycs & Gomide 1998,
Zimmermann 1996) podem ser encontradas uma breve introdugcdo em légica nebulosa e algumas
aplicacdes nas dreas de reconhecimento de padrdes, andlise de dados, controle, economia, pesquisa
operacional, entre outras.

Esse trabalho estard focado nos métodos de otimizagdo, os quais sdo baseados no conhecimento
matematico que teoricamente garantem a convergéncia para uma solucdo 6tima. Esses métodos
estdo inseridos na area de Programag¢do Matematica (PM), que surgiu na metade do século passado
com um objetivo militar e depois usado em problemas em geral. Entretanto, seu impacto ji foi
bastante notdvel e tem vdarias sub-areas, sendo a Programacgdo Quadratica (PQ) uma delas, a qual
tem uma funcdo objetivo quadritica e restri¢des lineares. Assim, PQ pode ser visto como uma ge-
neraliza¢do de um problema de programacao linear, sendo que ao mesmo tempo é também definido
como uma classe especial de problemas de programacio ndo-linear. Esse conjunto de problemas
pode ser formalizado da seguinte maneira:

min  c'x+ 3x'Qx
sa Ax<b (D)
x> 0.

onde ¢ € um vetor de dimensdo n, b de dimensido m, A € uma matriz de dimensdo m xn e Q é
uma matriz simétrica de dimensdo n x n. Existem vdrias classes de problemas que sdo natural-
mente expressos como problemas quadriticos e que podem ser encontrados em teoria de jogos,
planejamento e andlise de circuitos, processamento de sinais, sistemas de controle, problemas que
envolvem economia, alocacdo de facilidades, entre outros. Algumas aplicacdes podem ser encon-
tradas em (Floudas et al. 1999, Hock & Schittkowski 1981, Schittkowski 1987).
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Uma das etapas criticas no processo de modelagem de problemas reais por técnicas de progra-
macdo matematica é a escolha dos dados, que carecem de conhecimento exato e somente valores
aproximados, vagos ou imprecisos sdo conhecidos. Nesse ponto entra a teria dos conjuntos nebulo-
sos e a sua aplicabilidade em programagao matematica é muito ampla, pois permite ao decisor uma
maior flexibilidade em sua formulacdo. Bellman & Zadeh (1970) provou que existe um problema
de programacao linear equivalente. Desde entdo, programacao linear nebulosa se desenvolveu em
vérias direcdes com muitas aplicagdes com sucesso, como € descrito em (Delgado et al. 1994, Lai
& Hwang 1992, Negoita & Ralescu 1975). Hoje em dia, programagao matematica nebulosa € con-
siderada uma importante drea de otimizacdo, em geral. Assim, o Problema (1) pode ser reescrito
como um problema de programacgado quadratica nebuloso da seguinte maneira:

oste 1 1et@e
min  ¢'X+ ;X' QX

sa AxX<b (2)
£>0.
onde o simbolo “ "~ representa que os dados ou a relagdo de ordem sdo imprecisos. No entanto,

nesse trabalho estd focado no tratameto da incerteza somente na relacdo de ordem no conjunto de
restricdes. Os demais campos imprecisos dessa formulagdo serfo tratados em trabalhos futuros.

Diante do exposto acima, o objetivo desse trabalho estd em desenvolver uma abordagem dual
para resolver problemas de otimizacdo quadrdtica nebulosa, onde a imprecisdo estd inserida na
relacdo de ordem do conjunto de restricdes. O desenvolvimento de abordagens duais para resol-
ver problemas de programacdo quadritica nebulosa é importante, pois ela ¢ uma generalizagdo
da programacio linear e um caso particular da programacao ndo-linear. Na drea de programacdo
quadratica nebulosa dual existem poucos trabalhos e um deles pode ser encontrado em (Bector &
Chandra 2005). Enquanto na 4rea linear pode-se destacar os trabalhos de Rodder & Zimmermann
(1980), que considera uma interpretagdo econdmica das varidveis duais, de Verdegay (1984) foi
definido um probelma nebuloso dual com a ajuda de problemas de programacao linear paramétrica
e mostrou que ambos os problemas nebulosos primal e dual t€m as mesmas solugdes nebulosas
sob algumas condicdes apropriadas. Wu (2003) considera a fun¢do Lagrangeana e multiplicadores
Lagrangeanos no problema dual, mas propde uma determinada fun¢do Lagrangeana nebulosa para
resolvé-los. Em (Inuiguchi et al. 2003), é definido conceitos de solucdes factiveis e satisfatérias da
abordagem dual dos problemas de otimizagdo linear nebulosa.

Esse trabalho estd dividido da seguinte forma: na Secdo 2 € apresentado uma abordagem dual
para problemas de programacdo quadritica nebulosa j4 publicada; na Se¢do 3 € apresentada uma
nova abordagem dual para esse tipo de problema quadratico, que mostra que o problema dual obtem
os mesmos valores do primal sob sertas condi¢des; As simulagdes numéricas de dois problemas
bésicos selecionados e uma andlise dos resultados obtidos sdo apresentadas na Secdo 4; na Se¢do 5,
finalmente, sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho.

2 Abordagem dual de Bector e Chandra

O estudo da teoria de dualidade é importante porque ela associa o problema original, chamado
primal, a um novo problema, chamado dual, que sdo equivalentes sobre certas condi¢des. Em alguns
casos, o problema dual € mais f4cil para obter uma solu¢do 6tima que o problema primal. Essa
afirmacdo também se extende aos problemas de programacdo matematica nebulosa, e em alguns
trabalhos foram desenvolvidos abordagens duais para problemas lineares nebulosos. Contudo, uma
abordagem dual para problemas ndo-lineares nebulosos, em particular os problemas quadraticos,
foram pouco estudados. Pode-se destacar o trabalho publicado por Bector & Chandra (2005), o
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qual serd apresentado nessa secio. No caso cldssico, o problema primal pode ser formulado como:
max c'x — %XtQX
s.a Ax<b 3)
x>0,

onde X e ¢ sdo vetores pertencentes ao R"”, b € um vetor pertencente ao R™, A é uma matriz
pertencente ao R”*" e Q é uma matriz simétrica semidefinida positiva pertencente ao R™"*".

Existem algumas abordagens para formalizar o problema dual associado e a abordagem esco-
lhida em (Bector & Chandra 2005) é descrita da seguinte maneira:

: t 1ot
min  b'u+;w'Qw

s.a Atu+Qw>c
4
u>0
w >0,

onde w é um vetor pertencente ao R” e u é um vetor pertencente ao R™.
Tomando os niveis de aspiracdo, como Zj e Wy, para as fungdes objetivos dos Problemas (3) e
(4), respectivamente, a versao nebulosa desses problemas pode ser considerada como segue:

Achar x € R" tal que

te Lot
c'x—5x'Qx 2 Z

Ax<b )
x>0,
e
Achar (u,w) € (R™,R") tal que
blu+ iw'Qw < W
Atu+Qw > ¢ (6)
u>0
w>0

onde < e 2 sdo os simbolos da relagdo de ordem nebulosa, que representam as caracteristicas im-
precisas do problema. De acordo com Zimmermann (1996), essas relacdes nebulosas podem sofrer
uma certa violagdo, que representa uma variagdo no termo independente permitindo um relaxa-
mento nas restricdes dos Problemas (5) e (6), enfoques primal e dual nebulosos respectivamente.

Assim, as constantes pg e p;(i = 1,...,m) podem ser escolhidas pelo decisor, que correspondem
as violacdes maximas permitidas associadas a fungdo objetivo e restrigdes do problema primal.
Agora é possivel descrever as fungdes de pertinéncia po(X), que estd associada a fungdo objetivo, e
ui(x)(i =1,...,m), que estdo associadas as restricdes, como segue:

t 1t
1 cx—>x'Qx > 7%
t 1t
_Zo—cx—ixQx

Po

Ho(x) =1 1

Zo—po < clx — %XtQX < Zy

0 c'x — 1x'Qx < Zy — po

2346



XLIISBPO ST CATE 1

e
1 Aix < b;
ui(x) = I—Aixl:bi bi < Ax<bi+p;
i
0 Ax > b+ p;

Logo, usando essas fungdes de pertinéncia, um problema clédssico equivalente do problema
quadrético nebuloso primal pode ser formulado da seguinte maneira:

max o

sa cx—Ix'Qx > Z)— (1—a)po

(7)
Ax<b;,+ (1 — (X)pl'
x>0,0€0,1],i=1,...,m.
De maneira similar, as constantes g e ¢;(j = 1,...,n) podem ser escolhidas pelo decisor conr-

respondendo as violacdes médximas permitidas associadas a funcio objetivo e restrigdes do pro-
blema dual. Logo, usando as fungdes de pertinéncia do Problema (6), um problema classico equi-
valente do probelma quadratico nebuloso dual também pode ser formulado como:

min P

s.a btu+ %WtQW <Wo+ (1-PB)qo0
AljutQw>c;—(1-P)g;
u>0,w>0pBel0,1],j=1,...,n

®)

No intuito de provar que os Problemas (7) e (8), primal e dual repectivamente, sdo equivalentes
(Bector & Chandra 2005) descrevem o seguinte teorema.

Teorema 1 (Dualidade fraca) Seja (x,q) factiveis para o Problema (7) e (u,w, ) factiveis para
o Problema (8). Entdo,

I (a—l)ipiuiﬂs—l)ilqmsﬂu,w)—f(x).

2. (a=1)po+(B—1)q0 < (f(x) = F(u,w) + (Wo — Z)).
onde f(x) = c'x— Ix'Qx e F(u,w) = b'u+ Jw'Qw.

Demonstrac¢io: Pode ser encontrada em (Bector & Chandra 2005). [

3 Abordagem dual sobre ambiente nebuloso

Diante do que ja foi comentado, uma abordagem dual pode ser utilizada tanto em casos simples
cOmo em casos mais gerais, pois as questdes tedricas e as técnicas computacionais podem ser muito
mais simples. De acordo com (Silva et al. 2007), problema quadratico primal em um ambiente
nebuloso, onde a relagdo de ordem do conjunto de restricdes tem uma natureza nebulosa, pode ser
transformado em um problema quadratico paramétrico equivalente. Aplicando a teoria de dualidade
nesse problema paramétrico, um problema quadréitico paramétrico dual pode ser construido. Assim,
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esse problema dual pode ser equivalente a um problema quadrético nebuloso dual. O problema
quadrético primal em um ambiente nebuloso pode ser escrito como:

min  c'x+ $x'Qx
sa Ax<b )
x>0,
onde as fung¢des de pertinéncia
ui:R—(0,1], i=1,....m

nas restricdes nebulosas sdo determinadas pelo decisor. E claro que cada funcdo de pertinéncia, que
corresponde a cada restricao, terd um nivel de satisfacdo para cada x € R”. Esse grau € igual a 1
quando a restri¢do nfo tem qualquer violagdo e decresce para 0 com maior violacdo. Assim, essas
fungdes de pertinéncia pode ser formulada como segue

1, A,‘X < b,’
AX—b:
ui(x) =19 1— l); Y b < Ax < bi+p;
i
0, A;x > b; + p;

A fim de resolver esse problema, um conjunto contendo todas as restri¢io nebulosa é definido. E
claro que Vo € (0, 1], um a-corte do conjunto de restricdes nebulosas formard um conjunto cléssico
paramétrico

X(o) = {x € R"/ux(x) > o}

onde Vx € R",
px (x) = infui(x),i € 1

Assim, um a-corte da i-ésima restri¢do serd denotado por X;(a). Logo, se Vo € (0, 1],
0oty o Lot oo Lot
S(a) =<xeR /CX—FEXQX:mln cy+§yQy, y€X(a)

a solucdo nebulosa desse problema serd, portanto, o conjunto nebuloso definido pela seguinte fung¢ao
de pertinéncia

S(a) = sup{o:x e S(a)}, xe€lUyS(a)
10, caso contrdrio.

Sempre que Vo € (0, 1],

X(o) =({xeR"/Ax < ri(a),x >0,x € R"}

icl

com r;(a) = b; +d;(1 — a), a solugdo operativa do Problema (9) pode ser encontrada, a-corte por
a-corte, formalizando o seguinte problema de programacio quadratica paramétrica:

min  c'x+ 3x'Qx

S.t. A,'XSI",'(OC) (10)
x>0, 0€(0,1,i=1,...,m.

Assim, um problema de programacdo quadritica nebulosa pode ser parametrizado. A partir
desse ponto a teoria da dualidade, apresentada em (Izmailov & Solodov 2005), serd usada para que
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o problema dual paramétrico seja formulada. Uma das maneiras € usar a dualidade Lagrangeana,
a qual insere as restricdes na func@o objetivo com uma certa ponderacdo. Aplicando a dualidade
Lagrangeana no Problema (10), temos

L(x,\) = ¢'x + %XtQX + A (Ax —r(@)).

sendo que o vetor A, que pertence ao R”, é chamado de multiplicador de Lagrange e cada posicao
desse vetor estd diretamente ligada a uma restri¢cio do probelma primal. A funcio dual Lagrangeana
€ definida como o valor minimo da Lagrangeana sobre x.Assim, temos

O(A) = mingegn L(X,A)
= minyegn €'x+ 3x'Qx + A (Ax — r(at))

Aplicando V,L(x,)) = 0 obtemos o valor minimo para x = —Q~! (A’A + ¢) e substituindo esse
valor na equacio acima, temos

0(A) = mimzg ¢ (—Q 1 (A% +¢)) +1(—Q 1 (AN +¢)) ' Q(—Q " (A'A +¢)) +
+A (A (—Q 1 (AR +¢)) —r(a)
= mimsg —(MA+c") Q1 (AA+c) + 1 (AMA+c') Q71 (AA+c) —A'r(at)
= mimsg —5(MA+¢') QT (AA+c¢) — A'r(a)
Portanto, o problema quadrdtico paramétrico dual é dado por:
max o(A) = —1 (MA +¢') Q! (AL +¢) — Ar(at)
A>0, o€ (0,1].

A idéia basica dessa nova abordagem dual é usar um problema paramétrico para obter um
conjunto de solugdes, para os diferentes valores de «, e entdo usar o Teorema da Representagdo
para integra-los formando uma solucio nebulosa.

1D

4 Exemplos numéricos

Nessa se¢do, dois exemplos numéricos simples serdo apresentados, que ilustram a construgdo
do par de problemas quadraticos nebulosos primal-dual. Os resultados obtidos sdo comparados aos
encontrados em (Bector & Chandra 2005).

Exemplo 1 Considere o seguinte problema quadrdtico nebuloso primal.

max  f(x) =2x— 1x?
12)
sa 0<x<I,

onde a matriz simétrica Q = —1, o vetor ¢ = 2, a matriz A = 1 e o vetor do termo independente
b = 1. Tomando a violacdo mdxima, d, da restricdo nebulosa igual a 2, o problema paramétrico
equivalente pode ser escrito como:

max  f(x) = 2x— 3x*
sa x<142(1—a) (13)
x>0.
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Usando as condi¢os de otimalidade, a solugcdo otima paramétrica obtida para o problema qua-
drdtico paramétrico primal é x* = 3 — 20, onde 3 <a < 1. Logo, o conjunto de solucéoes satis-

fatdrias para os diferentes valores de o-corte estd dentro do intervalo [1,2], sendo que os valores
da funcdo objetivo estdo dentro do intervalo [%,2}. A solugdo otima encontrada em (Bector &
Chandra 2005) é o par ordenado (x*,a*) = (1,1), a qual estd incluida no conjunto de solugcoes
satisfatorias da abordagem paramétrica.

Aplicando a abordagem dual descrita na secdo anterior no Problema (13), temos

min  ¢(A) = F(A+2)2—A(1+2(1—a))
(14)
s.a A<O0.

Aplicando novamente as condicdes de otimalidade, a solucdo otima paramétrica para o pro-
blema de programagdo quadrdtica paramétrica dual é M* = 1 —2a, onde — < a. < 1. Logo, o
conjunto de solucdes satisfatorias para os diferentes valores de O.-corte estd definido no mesmo
intervalo das solucdes do problema primal, juntamente com os valores da funcdo objetivo. Di-
ante desses valores obtidos, mostramos que as solugcoes primal e dual de um problema convexo
ndo apresenta gap de dualidade e atende ao Teorema 1. No entanto, usamos o valor da violacdo
mdxima igual a 3 na restricdo, como descrito em (Bector & Chandra 2005), obtemos o mesmo
intervalo para o conjunto de solucdes satifatorias e os valores da funcao objetivo, mas o intervalo
de o muda para [%, 1]. Essa solugdo ainda continua satisfazendo o Teorema 1, mas tem valores
diferentes aos da abordagem descrita na Se¢do 2.

Exemplo 2 Considere o seguinte problema quadrdtico nebuloso primal, descrito em (Cruz et al.
2008), com imprecisdo no conjunto de restricoes como segue:

max 2xj;+xp+ 4x% +4x1x3 + 2x7
s.a 4x;+5x 220
S5x1+4x 220 (15)
x1 +x2 <30

x>0,

onde a tolerdncia mdxima de cada restri¢do é dada pelo vetor d = (2,1,3)". Entdo o Problema
(15) pode ser reformulado como um problema de programacdo quadrdtica paramétrica da seguinte

maneira:
max 2x;+x;+ 4x% +4x1x0 +2x>

s.a 4x;+5x>20-2(1-0)
5x1+4x>20—(1—a) (16)
X1+x < 30+(1 —a)

x>0, ae(0,1]

onde a matrix simétrica Q = < i j ) o vetor de custos ¢ = < ? > a matriz de coeficientes
-5 —4 -20

A= | —4 =5 | eovetordotermo independente b= | —20 | .Aplicando a abordagem dual
1 1 30
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descrita na segdo anterior no Problema (16), temos

17 85 1
max O(u) = —gkz—i—jk—i-oc?u—l-z an

s.a A>0.

Resolvendo esses probelmas paramétricos primal e dual, as solugées otimas, que atendem as condi-
16+o 243+ 120 85 + 4o
17 7 68 17
do problema dual, para qualquer valor de o. € [0,1]. A tabela abaixo é formada por diferentes

valores de o. aplicados nas duas solugdes otimas obtidas.

¢oes de otimalidade cldssicas, sdo x =

t
> do problema primal e A =

I
0,0 09412 3,5735 47,9926 47647 47,9926
0,1 09471 3,5912 48,4703 47882 48,4703
0,2 09529 3,6088 48,9503 4.8118 48,9503
0,3 09588 3,6265 49,4326 4.8353 49,4326
0,4 09647 3,6441 49,9174 4.8588 49,9174
0,5 09706 3,6618 50,4044 4.8824 50,4044
0,6 09765 3,6794 50,8938 49059 50,8938
0,7 09824 3,6971 51,3856 49294 51,3856
0,8 09882 3,7147 51,8797 49529 51,8797
0,9 09941 3,7324 52,3762 49765 52,3762
1,0 1,0000 3,7500 52,8750 5.0000 52,8750

Os exemplos numéricos usados nesse trabalho sdo simples, mas sdo dteis para mostrar passo a
passo o funcionamento da abordagem dual proposta nesse trabalho. Outro ponto importate estd no
fato que a solucdo nebulosa do problema de programacio quadritica nebulosa dual obtem o mesmo
valor que a solucdo nebulosa do problema primal. Elas também atendem ao Teorema 1, mas ndo
pode-se comparar com a solug@o obtida em (Bector & Chandra 2005) porque usam enfoques muito
diferentes. Uma vantagem estd no fato dessa nova abordagem usar somente uma varidvel de decisio,
enquanto a formulacdo, descrita na Secdo 2, usa duas varidveis. Outro ponto interessante estd no
fato que a abordagem proposta neste trabalho fortalece a idéia que problemas convexos no ambiente
nebuloso tem também a mesma solucdo tanto no caso primal quanto dual.

5 Conlusao

Visto que os problemas de programagdo quadritica sdo muito importantes tanto na drea tedrica
como prdtica e as imprecisdes presentes nos problemas do mundo real, este trabalho apresentou
uma nova e functional abordagem dual para resolver problemas de programacao quadritica em um
ambiente nebuloso, onde a imprecisdo estd presente na relacdo de ordem do conjunto de restri¢des.
Essa abordagem dual foi validada resolvendo dois exemplos tedricos e as solugdes nebulosas duais
obtidas sao iguais as obtidas pelo enfoque primal. Essas solu¢des ajudam os autores primeiramente
a seguirem nessa linha de pesquisa e tentar resolver problemas préticos da vida real e de maior
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escala. Em comparagdo a abordagem dual apresentada na Se¢do 2, a abordagem dual proposta
satisfaz ao teorema de dualidade fraca e também utiliza um nimero menor de varidveis de decisao.

Um algoritmo tem um processo iterativo que produz uma seqiiéncia de pontos de acordo com
um conjunto predeterminado de instrugdes, juntamente com um critério de parada. Geralmente
nés olhamos para uma sequéncia que converge para uma solu¢do Optima, mas em muitos casos,
no entanto, podem ser satisfeitas por solucdes menos favordveis. Como € evidente, imprecisdes
podem ser introduzidas em ambos os pontos, ndo assumi-las somente como inerente ao problema,
mas como a ajuda para a obtencdo, de forma mais eficaz, uma solugdo para satisfazer os desejos do
decisor. Isto é significado de modo que o decisor pode estar mais confortavel quando obtem uma
solugdo expressa em termos de satisfacdo, em vez de otimizacdo, como € o caso quando as regras
nebulosas sdo aplicadas aos processos de controle.
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