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RESUMO

A energia de um grafo ¢ a soma dos valores absolutos dos autovalores da sua matriz de
adjacéncia. Grafos com energia superior a energia do grafo completo de mesma ordem sao
chamados hiperenergéticos e, em caso contrario, ndo hiperenergéticos. Muito recentemente,
surgiram os conceitos de grafo hipoenergético e fortemente hipoenergético. Reunimos neste
artigo os principais resultados da literatura sobre estes topicos e apresentamos familias de grafos
ndo hiperenergéticos, hipoenergéticos e fortemente hipoenergéticos.

PALAVRAS CHAVE. Grafos nao hiperenergéticos. Grafos hipoenergéticos. Grafos
fortemente hipoenergéticos. Area de classificaciio principal: Teoria de Grafos.

ABSTRACT

The energy of a graph is the sum of the absolute values of the eigenvalues of its adjacency
matrix. If the energy of a graph is greater than the energy of the complete graph of same order it
is called hyperenergetic graph; otherwise, it is called non-hyperenergetic graph. Recently, the
hypoenergetic graphs and the strongly hypoenergetic graphs were introduced in the literature. In
this article, one can found the main results about all these kind of graphs. We also construct
families of non-hyperenergetic graphs, of hypoenergetic graphs and of strongly hypoenergetic
graphs.

KEYWORDS. Non-hyperenergetic graphs. Hypoenergetic graphs. Strongly hypoenergetic
graphs. Main area: Graph Theory.
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1. Introducao

Nesse trabalho vamos considerar G = (V,E) um grafo simples de ordem |G| = n. A matriz de
adjacéncia de G, A(G) = [aj], ¢ a matriz tal que a; = 1, se o vértice V; ¢ adjacente ao vértice Vj, e
ajj = 0 em caso contrario. O polindmio P(G, 1) = det(Al - A) ¢ chamado polindmio caracteristico
do grafo G e suas raizes sdo os autovalores de G, que formam o espectro de G. Um grafo G ¢
bipartido quando seu conjunto de vértices V pode ser particionado em dois subconjuntos nao

vazios Vi € Vs, tais que toda aresta de G une um vértice de V; a outro de V,. O complementar G
de um grafo G ¢ o grafo que tem V(G) como seu conjunto de vértices, e no qual dois vértices sao
adjacentes se, e somente se, eles ndo sdo adjacentes em G.

A energia de um grafo G ¢ definida como a soma dos valores absolutos dos autovalores 4y, ...,
An de G, ou seja,

E(G)=§|&|

Este conceito foi introduzido por Gutman em 1978, e seu estudo tem despertado grande
interesse, sobretudo entre matematicos e quimicos. Particularmente, em quimica tedrica, o
interesse surge do fato de que, para a maioria das moléculas de hidrocarbonetos conjugados, a
energia total dos elétrons =, calculada pela Teoria de Hiickel, coincide com o valor da energia do
grafo que modela essas moléculas, veja Gutman (1978).

Um grafo com n vértices onde qualquer par de vértices distintos é adjacente é chamado grafo
completo e denotado por K,. Como o espectro de K, é [-1™, n-1] (onde o expoente indica a
multiplicidade algébrica), E(K,)=2(n—1), para todo inteiro n >2. Gutman (1978) conjecturou
que, dentre todos os grafos com n vértices, o grafo completo K, era aquele com energia maxima.
Apds esta conjectura ter sido invalidada por Gutman e Cvetkovi¢ (1986), os seguintes conceitos
foram introduzidos: um grafo G ¢é dito hiperenergético quando E(G)>2(n-1), e néo
hiperenergético quando E(G)<2(n-1). Nikiforov (2007) mostrou que a maioria dos grafos sdo

hiperenergéticos; por esse motivo, hoje em dia, a pesquisa sobre grafos hiperenergéticos nio
desperta interesse.

Gutman e Radenkovi¢ (2007) chamaram de hipoenergético a um grafo conexo cuja energia é
menor que o numero de seus vértices. E muito recentemente So et al. (2010) chamaram de grafo
fortemente hipoenergético a todo grafo G com n vértices tal que E(G) <n—1. Até agora, poucos

resultados foram obtidos para grafos hipoenergéticos e fortemente hipoenergéticos, € em virtude
do resultado de Nikiforov (2007), existem razdes para se acreditar que ndo existam muitos de tais
grafos.

Nosso objetivo principal € obter familias de grafos ndo hiperenergéticos, hipoenergéticos e
de grafos fortemente hipoenergéticos. Para isto, na Se¢do 2 apresentamos algumas operagdes em
grafos que serdo utilizadas para obter tais familias. Na Sec¢do 3, exibimos algumas familias de
grafos ndo hiperenergéticos e na Secdo 4, apresentamos algumas familias de grafos
hipoenergéticos e fortemente hipoenergéticos.

2. Operacoes em grafos

Neste trabalho consideramos que G; e G, sdo grafos simples cujos conjuntos de vértices sdo
V, e V,, respectivamente.

O produto completo (ou * join”) de G; e G, ¢é o grafo denotado por G, v G, obtido unindo-se

cada vértice de G; a cada vértice de G,. A Figura 1 mostra o join de C 4> 0 ciclo com 4 vértices,
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com K.

Proposicio 2.1 (Ramane e Walikar (2007)) Para i = 1, 2, se G; é um grafo com n; vértices e
regular de grau r; entdo:

E(G, v G,)=E(G)+E(G,)~(f, +1,) +/(r, +1,)> +4(n,n, —1r,).

Figura 1. Grafo C, v K,

Sejam G e H dois grafos com conjuntos de vértices disjuntos. Sejam u € V(G) e v e V(H).
O grafo G, oH, , chamado de coalescéncia de G e H com respeito a u e v, ¢ construido a partir

de copias de G e H, identificando os vértices U e v.

O produto hierarquico G,AG, de dois grafos G; e G,, em que sdo escolhidos vértices-raiz

rotulados como 0, ¢ definido como o grafo cujo conjunto de vértices ¢ V =V, x V; e onde dois
vértices (Up, Uy) € (V2, V1) sdo adjacentes se, € somente se, Uy = V, € U; € adjacente a v; em Gy, ou
u; =v; = 0 e U € adjacente a v, em G,. Notemos que esta definicdo depende da raiz especificada
em G;. A Figura 2 mostra o produto hierarquico de C, com K.

Figura 2. C ,AK;.

Observacio 1: Se u é a raiz de H, o produto hierarquico GAH pode ser obtido através de uma
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sequéncia de coalescéncias. De fato, se V(G) = {vy, ..., V,} consideremos

G’=G, G'=G, oH,, G* =G, oH,,...G" =G oH, =GAH.

A Figura 3 representa uma sequéncia de coalescéncias para se obter C,AK;.

oo o g 4

G'=C, G' G G G*=C4AK;

Figura 3.

3. Grafos nao hiperenergéticos

Gutman e Pavlovi¢ (1999) estudaram a energia de certos grafos com muitas arestas. Eles
definiram os seguintes tipos de grafos: os grafos Kan(k), que sdo aqueles obtidos de K,
eliminando-se K arestas incidentes em um mesmo vértice; os grafos Kby(k), que sdo aqueles
obtidos de K, por eliminagdo de k arestas independentes, isto é, arestas que, duas a duas, nao
incidem em um mesmo vértice; os do tipo Kc,(k), que sdo os grafos resultantes da retirada de
todas as arestas de uma k-clique de K,, onde k < n, e os grafos Kdy(k), que sdo obtidos pela
eliminagdo das arestas de um K-ciclo em K. Eles mostraram que, na maioria dos casos, os grafos
Kan(k) sdo hiperenergéticos, os grafos Kbp(k) e Kc,(k) sdo ndo hiperenergéticos, e que grafos do
tipo Kd,(k) tanto podem ser hiperenergéticos quanto nao hiperenergéticos.

Um dos problemas que continua em aberto no estudo da energia de grafos é encontrar uma
caracterizacdo para os grafos ndo hiperenergéticos. O Teorema 3.1 estabelece uma condigdo
sobre o numero de arestas do grafo que ¢ suficiente para que ele seja ndo hiperenergético.

Teorema 3.1. (Gutman et al.(2000)) Se G é um grafo com n vértices e m arestas tal que
m<2(n—1), entdo G é ndo hiperenergético.

| Nesta secao exibimos algumas familias de grafos ndo hiperenergéticos, com muitas arestas_e
que nao pertencem a nenhum dos tipos estudados por Gutman e Pavlovi¢ (1999). Estas familias
confirmam que a condicdo do Teorema 3.1 € apenas suficiente.

Sejam @, X € y nimeros naturais e seja p = ay. Consideremos G(a, Y, X) o grafo com a(y + X)
vértices formado da seguinte maneira: particionemos os vértices de K, em a conjuntos disjuntos
Vi, ..., Vade mesma cardinalidade y. Agora consideremos a conjuntos de vértices Ty, ..., Ty, dois a
dois disjuntos e de mesma cardinalidade X. O grafo G(a, y, X) ¢ obtido a partirde K, v T; U... U
T, pela adigdo de todas as possiveis arestas entre V; € T;, para cada i = 1, ..., a. Os grafos G(a, Y,
X) sdo split birregulares. Eles foram estudados por Kirkland et al. (2010), que construiram, a
partir deles, uma familia de grafos split ndo threshold e laplacianos integrais. Abreu et al. (2010)
determinaram o espectro dos grafos G(a, Y, X), como vemos na Proposigdo 3.2.
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Proposicio 3.2. Para todos os naturais a, x e y, 0 espectro do grafo G(a, y, x) € dado por

3 (a-1)
ay —1x4/(ay —1)" +4xy ,(—li\/1+4XY} 10D _(@atD)

2 2

onde os expoentes denotam as multiplicidades.

Prova: A matriz de adjacéncia A do grafo G(a,y,X) pode ser representada na forma

A= f“‘@f}ay - f;@j}-,}- Im@fmj
B In-@f.#,y 0

onde |, denota a matriz identidade de ordem a, J;s denota a matriz r x S que possui todas as
entradas iguais a 1 ¢ & ¢ o produto de Kronecker de matrizes.
Se ve IR’ é ortogonal ao vetor 1, e & ¢ o i-ésimo vetor candnico de IR? entdo o vetor

W = [g* ;@v] de IR 2" ¢ autovetor de A associado ao autovalor -1. Se ue IR* é ortogonal ao

L A ~ 0 .
vetor 1, e &; & o i-ésimo vetor candnico de IR? entdo o vetor z; = ¢ D de IR® ¢ autovetor de
i

A associado ao autovalor 0. Assim, -1 é autovalor de A com multiplicidade > a(y — 1) e 0 é
autovalor de A com multiplicidade > a(x — 1).

Agora, se U, V € IR? entdo o vetor w =

wEl, )
¥ ] de TR ¢ autovetor de A associado a um
riEl,

, % ] ) o — I ]
autovalor A se e somente se W = [VJ de IR® ¢ autovetor da matriz M = Ve “ D:|

¥l 0
—1+,/1+4x
associado a um autovalor A. Uma vez que os autovalores de M sdo fy, com

ay —1++/(ay —1)* + 4xy

2

multiplicidade a — 1 cada um, e , o resultado segue.

Proposicio 3.3 Se x =y ou x =y + 1, os grafos G(a, y, x) sdo nao hiperenergéticos.

Prova: Pela Proposigdo 3.2 ¢ facil ver que

E(G(a,y,x))=a(y—1)+(a—1)/1+4xy ++/(ay —1)* + 4xy

Suponha que x =.

EG(a,Y,Y) =a(y —1)+(@-Dy1+4y* +(ay—1)° + 4y*
<a(y—1)+(@—-Dy1+4y> +4y +J(ay—1)> +4y* + 4y(ay—1)
=a(y-DH+@-DHR2y+1)+ay—-1+2y
=2(2ay—-1).

O que mostra que o grafo G(a, y, ) é ndo hiperenergético.

Agora suponha que X =y + 1.

E(G(a,y,y+1) =a(y—1)+(@—1)\1+4y> +4y +./(ay 1) +4y> + 4y
<a(y—1)+(@—-Dy1+4y> +4y +/(ay—1)> +4y> + 4y(ay—1)
=a(y-DH+@-DHR2y+1)+ay—-1+2y
=2(2ay—-1).
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Note que para ay > 9, o nimero de arestas do grafo G(a, Y, y) é maior do que 2(2ay — 1). E
para ay >7, a quantidade de arestas do grafo G(a, y, y + 1) ¢ maior do que 4ay. Isto confirma que
a condi¢do do Teorema 3.1 ¢ apenas de suficiéncia.

Apresentamos agora, uma outra familia de grafos ndo hiperenergéticos com muitas arestas,
diferentes daqueles estudados por Gutman e Pavlovi¢ (1999).

Proposi¢io 3.4 Sejam G um grafo com n vértices e K,, o grafo bipartido completo com 2p
vértices. Se G € ndo hiperenergético e regular de grau r, com r >n —p, entdo Gv K € um

grafo ndo hiperenergético com n + 2p vertices.

Prova: Sabe-se que K, ¢ um grafo com 2p vértices tal que E(K,,)=2p (Cvetkovi¢ et
al.(1980)). Como G e K, ,sdo regulares de grau r e p, respectivamente, pela Proposi¢do 2.1 temos
E(GVK, )=EG)+EK,,)—-(r+p)+ \/(r +p)? +4(2np —rp) . Por hipétese, E(G) <2(n -

1). Logo, E(G v Kp’p)sz(n+2p—1)—(r+3p)+\/(r +p)® +4(2np - rp) . Para que Gv Koo

seja ndo hiperenergético basta que \/ (r+ p)> +4(2np —rp) <r +3p. Mas é facil verificar que a

desigualdade \/(r+ p)> +4(2np —rp) <r+3pé equivalente a r > n — p, o que prova o
resultado.<

E facil verificar que para quaisquer n, p > 2, os grafos Gv K,.p tém uma quantidade de

arestas maior do que 2(n + 2p —1).

Na Proposi¢do 3.5, exibimos grafos (n — p)-regulares ndo hiperernergéticos.

Proposicdo 3.5. Paratodo j,peN*, ografo G= K complementar de j copias de K, tem
ordem n = jp, é (n — p)-regular e ndo hiperenergético.

Prova: E claro que |Gl=n=jpe G é (n — p)-regular. Os autovalores de G = JK, sdo

—pUD IPD n(j—1) (Cvetkovi¢ et al.(1980)). Logo, E(G)=2p(j—-1)<2(jp-1) e,
portanto, G ¢ ndo hiperenergético. <

4. Grafos hipoenergéticos

Um grafo com n vértices, cuja energia ¢ menor do que n é chamado hipoenergético. Se sua
energia ¢ menor do que n — 1, o grafo ¢ dito fortemente hipoenergético. Estes conceitos foram
introduzidos por Gutman e Radenkovi¢ (2007), e até agora poucos resultados sdo conhecidos
(veja Gutman et al. (2008), Li ¢ Ma (2009), You e Liu (2009) e Liu e Liu (2010)). A maioria
desses artigos tratam de arvores hipoenergéticas. O artigo de You e Liu (2009) mostra a
existéncia de grafos uniciclicos e biciclicos hipoenergéticos. Gutman et al. (2008) obtiveram o
seguinte resultado para arvores hipoenergéticas.

Teorema 4.1 (i) Existem arvores hipoenergéticas de ordem n com grau maximo 4 < 3 apenas
paran=1,3,4,7;

(ii) Se 4 = 4, entdo existem arvores hipoenergéticas para todo n >5, tal que n = k (mod 4) ,
k=0,1,3;
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(iii) Se A >5, entdo existem arvores hipoenergéticas paratodon >4 + 1.

Na Figura 4 temos as 4 arvores hipoenergéticas do item (i) do Teorema 4.1.

e

Figura 4. As unicas arvores hipoenergéticas com grau maximo menor ou igual a 3.

Existem razdes para acreditar que existam poucos grafos hipoenergéticos, pois Nikiforov
(2007) mostrou que a maioria dos grafos sao hiperenergéticos. Nessa secdo apresentamos familias
infinitas de grafos hipoenergéticos, que em geral nao sdo arvores.

Antes de apresentarmos os nossos resultados, precisamos do seguinte resultado obtido por So
et al. (2010):

Teorema 4.2. Sejam G, H grafos e seja G, oH,, a coalescéncia dos grafos G e H com respeito

aos vérticesu € V(G) ev € V(H). Entéo
E(G, oH,)<E(G)+E(H).
A igualdade é atingida se e somente se u é um vértice isolado de G ou v é um vértice isolado
de H ou ambos.

Como consequéncia do Teorema 4.2 obtemos o seguinte resultado.

Proposicio 4.3 Sejam G e H dois grafos de ordens n e j, respectivamente. Para qualquer escolha
de raizem H,
E(G 4 H) <E(G) + nE(H).

Prova: Em vista da Observagdo 1, existe uma sequéncia de coalescéncias G'=G,GY .., G"=G
A H. Segue do Teorema 4.2, E(G') <E(G) + iE(H), 1 <i <n. Portanto, E(G 4 H) <E(G) +
nE(H).o

Corolario 4.4. Sejam G e H dois grafos. Para qualquer escolha de raiz em H,
(i) Se G é hipoenergético e H fortemente hipoenergético entdo G A4 H é hipoenergético.
(ii) Se G e H sao fortemente hipoenergéticos entdo G 4 H também é fortemente hipoenergético.

Prova: Suponha que |G| =ne [H| =]j.
(i) Por hipotese, E(G) <n e E(H) <j—- 1. Segue da Proposi¢ido 4.3 que
E(G 4 H) <E(G) + nE(H).
<n+n(j-1)=nj=|G A4H|.

(ii) Por hipotese, E(G) <n—-1e E(H) <] - 1. Segue da Proposi¢do 4.3 que

E(G 4 H) <E(G) + nE(H).
<n-1+n(-1)=nj-1=|G4H|-1. °
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Observacio 2: (i) Para n > 6, a estrela com n vértices S, é um grafo fortemente hipoenergético,
pois E(S,)=2vn-1.

(if) Para inteiros n, #n,, o grafo bipartido completo KnMé hipoenergético. De fato,

n
E(Kn],nz)zz,/nlnm (Cvetkovi¢ et al.(1980)). Mas, 24/nn, <n,+n, se e somente Se,

(n,-n,)*>0.

Seja G = (V UV,, E)um grafo bipartido tal que |Vi| = nj, i =1, 2. Rotulemos os vértices de G
pondo 1, 2,..., n; para os vértices em V; e ng + 1, .., n; + n, para os vértices em V,.
Consideremos G\" o grafo obtido de r >2 copias de G, identificando cada vértice em Vy = {1, 2,
.., N} com cada uma de suas r - 1 copias. Observe que G é um grafo bipartido com
N, +rn,vértices. Estes grafos foram estudados em Rojo e Medina (2008). Por convengao,
G =G.

Teorema 4.5. (Rojo e Medina (2008)) Seja G um grafo bipartido. Entdo E(G”)=+rE(G).

Tendo em vista o resultado acima, obtemos:

Proposicio 4.6. Seja G =(V,JV,,E)um grafo bipartido tal que |Vi| = n;, i =1, 2. Se G é

hipoenergético e n, <~/rn, entdo G é hipoenergético.

Prova: Se r = 1 entdo Gl(r) =G, ¢ hipoenergético. Se r > 2, observamos que n, < \/Fnz se e
somente se, x/F(n1 +n,)<n, +m,. Pelo Teorema 4.5, E(G") =\/?E(G). Como E(G) < n; +
Ny, temos que E(G(") < \/F(nl +n,)< |G|, se n, < Jrn,

Corolario 4.7. Seja G =(V,JV,,E)um grafo bipartido tal que |Vi| = n;, i =1, 2. Se G ¢
hipoenergético e n, <n,, entdo G" ¢é hipoenergético, para todo r € N.

Prova: Segue imediatamente da Proposi¢do 4.6.¢

Exemplo: Seja W o quarto grafo da Figura 4. Notemos que W ¢ bipartido, hipoenergético com n;
=2en; =5 Logo, W, :reN}éuma familia infinita de grafos hipoenergéticos. Se r = 2, o

(r)

grafo Wl(r) ¢ uniciclico. Se r = 3, W'’ ¢ biciclico, se r = 4, Wl(r) é triciclico, e assim por diante.

A Figura 5 mostra o grafo hipoenergético Wl(z) .
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Figura 5: W, .
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