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RESUMO

Seja G um grafo com n vértices. O spread de um grafo é o spread de sua matriz de
adjacéncia A(G) e consiste na diferenca entre o seu maior e 0 menor autovalor. O nimero cromatico
de um grafo é dado pelo menor nimero de cores atribuidas aos vértices do grafo de modo que a vér-
tices adjacentes sejam atribuidas cores distintas. Neste trabalho provamos que o nimero cromatico é
um limite inferior para o spread de um grafo, para grafos em determinadas classes e conjecturamos
gue o limite é valido no caso geral.

PALAVRAS CHAVE. Spread de um grafo. Nimero cromatico. Matriz de adjacéncia. Area
de Classificacdo (Teoria e Algoritmos em Grafos)

ABSTRACT

Let G be a graph on n vertices. The spread of a graph is the spread of the adjacency
matrix A(G) and its consists of the diference between the largest and smallest eigenvalues. The
chromatic number of a graph is given by the minimum numbers of colors assigned to its vertices
such that adjacent vertices have distinct colors. In this paper we prove that the spread is at lest the
chromatic number of a graph, in certain classes of graphs and we conjecture that this bound holds
in the general case.

KEYWORDS. Spread of a graph. Chromatic number. Adjacency matrix. Main Area
(Theory and Algoritms in Graphs)
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1. Introducéo

Seja G = (V, E) um grafo simples (sem lacos e sem arestas multiplas), ndo-orientado,
onde V' representa o conjunto de seus vértices, |V| = n, e E, o conjunto de suas arestas, |E| =
m. A matriz de adjacéncia de um grafo G, denotada por A(G), é uma matriz de ordem n tal
que a;; = 1, se o Vvértice v; e adjacente ao vertice vj, e a;; = 0, caso contrario. O polindmio
caracteristico de GG, p(\), € 0 polindmio caracteristico de sua matriz de adjacéncia, ou seja, é igual
apa(N\) = det(\ — A(G)). Como A(G) é uma matriz simétrica, seus autovalores sdo numeros
reais. Dizemos que \ é um autovalor de G se A é raiz de ps(A). Denominamos o conjunto das n
raizes do pi(\) de espectro de G. Supondo que A(G) possui ¢ autovalores distintos A; > ... > A,
com multiplicidade algébrica respectivamente iguais a m(\1), ..., m(\;), 0 espectro de G, é assim
representado por
Mo N
PG =1 A . mO) |

O maior autovalor de G é denominado indice de G e denotado por ind(G). O raio es-
pectral de um grafo G, denotado por p(G), € o nimero real ndo negativo p(G) = max |\;|, onde

1<i<n
A1, ..., A, sd0 os autovalores de G. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, cuja a prova pode ser
encontrada em Horn et al (1985), tem se que, se G é conexo, 0 raio espectral é o maior autovalor
do grafo, coincide com o indice do grafo e tem multiplicidade igual a 1. Além disso, existe um

autovetor associado ao raio espectral com todas as coordenadas ndo-negativas.

No caso geral da Teoria de Matrizes, dada uma matriz complexa A de ordem n, ha in-
teresse em se obter a maxima distancia entre dois autovalores quaisquer da matriz A. Assim, se
A1, A2 ...\, sd0 0s autovalores de A, seu spread, denotado por s(A), é definido por

s(A) = maz|A; — Ajl,
17]
onde 0 maximo é tomado sobre todos os pares de autovalores de A. Assim, no caso particular da
Teoria dos Grafos, o spread de GG é tomado como o spread de sua matriz de adjacéncia A(G), ou
seja
sA(G) = A1 — .

E conhecido por coloragio de vértices de G = (V, E') uma fungdo ¢ : V — C definida
do conjunto de vértices V' para o conjunto C de cores. Uma coloracéo ¢ é propria se dois vértices
adjacentes ndo recebem a mesma cor. Um grafo € k—colorivel, se ele admite uma coloracdo prépria
de vértices que utiliza k cores. O nimero cromético de um grafo G, denotado por x(G), é 0 menor
inteiro ndo negativo k, tal que G é k-colorivel. Assim, x(G) = k se o grafo G é k—colorivel, mas
ndo é (k — 1)—colorivel.

O presente trabalho visa comparar o spread de um grafo com o ndmero cromético do
mesmo e foi motivado pelo artigo de Heuvel et al (2000), que abordaram o Problema de Atribuicdo
de Frequéncia (PAF) via parametros espectrais de um grafo. Embora o artigo que nos motivou
tenha tratado do PAF utilizando autovalores e autovetores da matriz laplaciana de um grafo, aqui
pretendemos trabalhar com o espectro da matriz de adjacéncia.

No PAF o que se deseja € mimimizar ruidos ocasionados por interferéncia de frequéncias
mal alocadas dentro de uma faixa especifica, chamada span e denotado por sp(G). Em verdade, o
que se deseja é determinar o span minimo de modo que as frequéncias das ondas de radio sejam
atribuidas sem causar ruidos. O PAF é considerado um problema NP-dificil, de grande importancia
e relevancia tedrica e pratica, na area de radio e telefonia, mas especificamente, em telefonia mével.
O PAF é visto como uma generalizagdo do problema de coloracdo em grafos, onde os transmissores
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sdo representados pelos vértices do grafos e a inter-relago entre dois transmissores, pelas arestas.
Em geral, sdo considerados grafos valorados. Quando o grafo é ndo valorado o span pode ser
expresso em termos do numero cromatico pela seguinte relacéo

sp(G) = x(G) — 1. M)

Na tentativa de encontrar uma relagdo entre o spread s 4(G) e 0 nimero cromético x(G)
de G, e, por conseguinte, uma relagdo com o span sp(G) de GG, uma vez que, para grafos néo
valorados, j& se conhece a relagdo 1, geramos a seguinte conjectura com o auxilio do sistema Auto-
Graphix (AGX) devido a Hansen et al. (2000):

Conjectura 1l Se G éum grafo conexo, entéo
s4(G) = x(G). )

Esta conjectura é reforcada e confirmada para grafos em diversas classes através dos re-
sultados que obtivemos e estdo aqui apresentados.

Para isso, este trabalho fica assim estruturado: Na Secdo 2, reunimos resultados relaciona-
dos a grafos de determinadas classes em que sdo conhecidos 0s respectivos espectro e nlmeros
cromaticos. Isto nos permitiu confimar a Conjectura 1 por célculo direto entre os dois invariantes
para os grafos das classes consideradas. Na Se¢do 3, decrevemos os principais resultados da litera-
tura referentes ao spread de um grafo. Na Secdo 4, exibimos vérias classes de grafos onde provamos
gue a conjectura ¢ satisfeita para os grafos das referidas familias. Todos os casos considerados nao
sO confirmam a conjectura como nos permitiram produzir resultados para grafos em que ndo sao
necessariamente conhecidos 0s respectivos espectros, como por exemplo, os grafos bipartidos.

2. Preliminares

Um grafo G é determinado pelo seu espectro, se para qualquer outro grafo H, tendo
0 mesmo espectro de GG, H é necessariamente isormorfo a G. Grafos assim sdo referidos por
(DE). Até o momento, existem poucas classes de grafos determinados pelo espectro. Para maiores
detalhes sobre os grafos DE consulte o survey de Van Dam et al (2003). Na sequéncia, apresentamos
alguns resultados bem conhecidos e Uteis na determinagdo dos polinémios caracteristicos de grafos
pertencentes a determinadas classes. Para maiores detalhes, veja Cvetkovic et al. (1979) e Biggs
(1993).

Proposicédo 1 [Cvetkovic et al (1979)] S§am G e G, grafos dados. Se G = G + Go, entdo
pc(N) = pa, (N).pa, (A). No caso mais geral, se G,Ga, - - -, G, S0 as componentes conexas de
um grafo G entdo

pc(A) = pei(N)-pay(A) - pa, (A)-

Proposigdo 2 [Cvetkovic et al (1979)] Se G é um grafo regular de grau k& com n vértices entéo

pnA—n+k+1

A—1).
i1 petAT D

pa(A) = (=1)

Proposi¢éo 3 [Cvetkovic et al (1979)] Parai € {1,2}, sga G; um grafo regular de grau r; com
n; vértices. Tem-se que o polindmio caracteristico do join Gy vV G2 é dado por

ba, ()‘)sz ()‘)
()\ — 7"1)()\ — 7"2) ’

PG1vGy(A) = [(A = 11) (A — 1r2) — ning]
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Proposicdo 4 [Biggs (1993)] Se (ay asz ... ay) éaprimeira linha da matriz de adjacéncia de um
grafo circulante G ent&o seus autovalores so A, = X7_; a; - wVU=Y" jonde0 <r <n-—1 e

o Emi 2 - 21
W=en =Ccos-+1-sen_-.
Fazendo uso dos resultados anteriores, podemos exibir o espectro das seguintes classes de
grafos:

1. O grafo nulo ou vazio G, é aquele com n vértices e sem nenhuma aresta, tem todos 0s n
autovalores iguais a zero. Logo, seu polindmio caracteristico é pg(\) = A™.

2. O grafo completo com n vértices K,,. Da Proposicdo 2, segue que seu polindmio caracteris-
tico é
pr,(AN) = (A —n+ 1A +1)" L (3)
Logo,

n—1 -1
spect(K,) = [ 1 -1 } :

3. Seja G = sK,, o grafo formado pela unido de s copias de K. Entdo, G é 1— regular e
possui 2s vértices. Usando o polindmio caracteristico dado em (3) e a Proposicéo 1, obtemos
psis(A) = (A2 = 1)°, ou seja,

spect(sKy) = [ i _31 ] .

4. O complementar do grafo G = sK, é dado por H, = sK». Tal grafo é regular de grau n — 2
e tem n = 2s vértices. H, é conhecido como cocktail-party graph. Da Proposicdo 2, seu
polindmio caracteristico € pg, (A) = (A — 25 4+ 2).2%(\ + 2)*~. Logo,

2s—2 0 =2
spect(Hs):[ 1 < s—l]'

5. Seja G = Ky, n,, 0 grafo bipartido completo. Este grafo resulta do join de dois grafos
triviais G e Go com ny e ngy Vértices respectivamente, ou seja, K,,n, = G1 V G2. Como
PG, (A) = A" e pa, (A) = X", da Proposicéo 3, temos pr,, .. (A) = (A —ning) X" F7272,

Assim,
spect(Kp n,) = { V12 0 R ] .

o 1 ny+ng —2 1

6. SejaG = C,, ociclo de comprimento n. Da Proposicéo 4, os autovalores de C,, sdo da forma

— 2
A =w" +w™ D =" 4w = w" 4w = 2Re(w") = 2cosﬂ,
n

onde w" é a r-ésima raiz da unidade. Deste modo, temos:
{[2 (2c0s2%)(2) (2608@)(2) —2] ,npar

— n
spect(Cn) 2 (2c0s2)) .. (2c0s 1) ()] , nimpar.

No caso geral, a determinacdo do ndmero cromatico de um grafo trata-se de um problema
enquadrado entre aqueles da classe NP-dificeis, Garey et al. (1979). Apesar disso, ha classes
especiais em que 0s nimeros cromaticos de seus grafos ou desigualdades que Ihes déem bons limites
sdo conhecidos. No que segue, apresentamos resultados desta natureza e que podem ser encontrados
em Cvetkovic et al. (1979), Gross et al. (2006) e Wilson (2002).
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Proposi¢do 5 [Gross et al (2006)] Um grafo G tem x(G) = 1 se e somente se G é o grafo nulo,
ou sgja, n copiasde K.

Proposicdo 6 [Grosset al (2006)] Se G é o grafo completo K, entdo x(K,) = n.

Proposicéo 7 [Gross et al (2006)] Se o grafo G € conexo, ndo completo e ndo é um ciclo impar,
entdo

x(G) < A(G).
Proposicéo 8 [WiIson (2002)] Para todo grafo G,

w(G) < x(G) < A(G) +1,
onde w(G) denota o nimero clique e A(G) o grau méximo de G.
Proposi¢do 9 [Gross et al (2006)] Sgja H um subgrafo de um grafo G. Enté&o x(G) > x(H).

Proposi¢do 10 [Gross et al (2006)] O join dos grafos G e H tem como nimero cromético a soma
dos ndimeros cromaticos de cada grafo do join, ou sgja,

xX(GV H)=x(G)+x(H)

Proposicdo 11 [Gross et al (2006)] Se G € um grafo bipartido e G # K,, (grafo nulo), entdo
x(G) =2.

Observagao 1 Segue da Proposicédo 11 que o caminho P, asérvores T,,, 0s ciclos de comprimento
par Cs,, e o grafo cubo Q,,, tém niimero cromético igual a 2. Ou sgja, paran > 2,

X(Pr) = X(T) = x(Can) = x(@n) = 2.
Proposicdo 12 [Gross et al (2006)] Se G é um ciclo de comprimento impar entéo x(Ca,11) = 3.

E para finalizar esta se¢do, enunciaremos alguns resultados relativos ao maior A\; e ao
menor \,, autovalor de um grafo, que serdo Uteis no decorrer deste trabalho. Lembre-se que o maior
autovalor é também conhecido como indice de G. Tais resultados podem ser encontrados em: Das
et al. (2004), Gross et al. (2003) e Cvetkovié (1979).

1. Proposicdo 13 [Daset al (2004)] O indice de qualquer grafo conexo de ordem n é limitado
inferiormente pelo indice do caminho P,.

M(G) > M(Py) = QCOS(n - 1).

2. Proposicdo 14 [Daset al (2004)] Se G é um grafo conexo uniciclico, entéo

)\I(G) > Al(Cn) =2

3. Proposicdo 15 [Gross et al (2003)] Para todo grafo G, temrse que A\, < —1. Ovalor —1 é
atingido somente para o grafo K,,, n > 2.

Prova: A prova decorre dos Fatos 35 e 36 dados em Gross et al (2003).
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4. Proposicao 16 [Hoffman (1970)] Sgjam A\, e A,, 0 maior e 0 menor autovalor de um grafo
G, ent8o seu ndmero cromético x (G) satisfaz a desigualdade a seguir

A1

n

X(G) > + 1.

3. Resultados de Spread de um Grafo

Um dos primeiros pesquisadores a trabalhar com spread relativo & matriz adjacéncia de
um grafo foi Petrovié (1983). Neste artigo, ele apresenta os grafos cujo spread ndo excede 4,
conforme resultado enunciado a seguir:

Proposicéo 17 [Petrovié¢ (1983)] Sga G um grafo conexo. O spread de G é no maximo 4, ou sgja,
s4(G) < 4 se, e somente se, G tem como subgrafo induzido um dos grafos da Figura 1.

RO

>H %WW

H_8 H_9

ALK

Figura 1: Grafos para os quais os subgrafos induzidos tem 0 s4(G) < 4.

Gregory et al. (2001) apresentaram um limite superior para o spread do grafo G, envol-
vendo seu indice e seu nimero de arestas.

Proposicdo 18 [Gregory et al (2001)] Para umgrafo G com n vértices e m arestas,

SA(G) < )\1—|—\/2m—)\% < 2\/%.

Se G nao tem vertices isolados, entdo asigualdades sdo atigindas se, e somente se, G = K, , para
valoresdea ebtaisquem = abea + b < n.

O problema de determinar quais sdo os grafos com o spread maximo dentre aqueles de
mesma ordem é um problema dificil, Fan et al. (2008). No entanto, este problema continua ainda
sendo interessante se restringirmos esta discussdo para algumas classes especiais de grafos. Neste
sentido, Gregory et al. (2001) apresentaram resultados relativos ao spread maximo e ao spread
minimo. Inicialmente, vamos rever aqui 0 caso de spread maximo para uma classe particular de
grafos. Os autores apresentaram uma classe de grafos para os quais s4(G) > n. Tal classe é
formada pelos grafos G(n,k) = K V K,_j, com 1 < k < n — 1. A Figura 2 ilustra os grafos
paran =4ek = 1,2 e 3 eakFigura 3ilustra os grafos paran =5e k =1,2,3 e 4.
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/I P

K=3
Figura 2: Todos os grafos G(n, k) com n=4.
K=1 K=2 K=3 K=4

Figura 3: Todos os grafos G(n, k) com n=5.

Usando a Proposicéo 3, podemos expressar o polindmio caracteristico de G(n, k) por

Peimp V) = NI+ DF A2 — (k- DA — k(n — k).

Isto implica que

sA(G(n, k) = /(k — 1)2 + 4k(n — k).

E facil ver que s4(G(n,k)) > n, quando ”T“ < k < n — 1. Além disso, prova-se que
s4(G(n, k)) atinge o maximo quando k = | 22 |. Baseando-se neste resultado Gregory et al. (2001)
propuseram a seguinte conjectura:

Conjectura 2 [Gregory et al (2001)] O spread méaximo dentre todos os grafos conexos comn vér-
tices é atingido para o grafo G(n, L%”J ), OU sgja, para o grafo

Kz VE, |

De acordo com a Conjectura 2 o grafo da Figura 4 mostra o grafo que possivelmente
dentre todos os grafos conexos de 6 vértices, tenha o maior spread possivel.

Figura 4: Grafo de spread méximo comn = 6: K4 V Ko.
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No entanto, para o spread minimo, o resultado obtido foi geral. Tal resultado é conse-
quéncia da Proposicdo 13 devido a Collatz et al. (1957). Para o caminho P, o spread é dado
por

sA(Pp) = 2\ (Py) = 4cos( ).

T
n+1
A Proposicdo 19 mostra que este valor é o0 menor valor possivel para o spread dos grafos
€ONexos com n, vertices.

Proposi¢do 19 [Gregory et al (2001)] Se G é um grafo conexo com n Vértices, entdo s4(G)
sa(Py,). Aigualdade vale se, e somente se, G = P,.

Y

A prova do resultado anterior esta fortemente relacionado com o resultado a seguir.

Proposicdo 20 [Gregory et al (2001)] Se H éumsubgrafo bipartido deumgrafo G entdo s 4 (G) >
sa(H).

Liu et al (2009), obtiveram novos limites superiores e inferiores para s4(G). Dentre 0s
resultados apresentados por eles, destacamos a proposi¢do que se segue. Para isso, € necessario
definir o seguinte pardmetro M; = %tr(A‘l) + m — 4f, onde f representa o numero de ciclos de
comprimento 4 em um grafo.

Proposi¢do 21 [Liu et al (2009)] Para um grafo G com n vértices e m arestas com autovalores
)\17)‘27 s 7)\n7

sa(G) < A+ {/2My — 2m +8f — N < /My —m + 4f.

Se G nao tem veértices isolados, entdo asigualdades sdo atigindas se, e somente se, G = K, , para
valoresdea ebtaisquem = abea + b < n.

Vale ressaltar que se G é livre de K4, a desigualdade da Proposicdo 21 é melhor do que a
apresentada na Proposicdo 18.

4, Nossos Resultados

Nesse capitulo, apresentamos 0s primeiros resultados que obtivemos envolvendo o spread
de um grafo e seu nimero cromatico. Tais resultados reforcam a nossa conjectura de que o spread
€ no minimo igual ao valor do nimero cromatico. Tal conjectura foi proposta com o auxilio do
sistema AutoGraphix (AGX), software de grafos introduzido por Hansen et al. (2000). O AGX é
um sistema cuja idéia basica é transformar o problema de encontrar grafos extremais para dados in-
variantes, em um problema de otimizacdo combinatéria. A principal diferenca do AGX em relacao
aos demais programas ja existentes com esta finalidade, como por exemplo o Graffiti, DelaVina
(2005), é o0 uso de uma metaheuristica.

A seguir, listamos uma série de classes conhecidas de grafos onde a conjectura que propo-
mos € verdadedeita. Sdo elas:

1. A classe dos grafos completos. Se G = K, o grafo completo com n vértices, temos:

n—1 -1
X(K,)=n e spect(K,)= [ 1 no1 } .

Logo, sa(Ky) = A1 — A, = (n — 1) — (—1) = n. Portanto, sa(K,,) = x(Ky).
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2. A familia de s copias de K>. Se G = sK>, o grafo formado pela unido de s copias de
Ky, temos :

X(sK2) =2 e spect(sKsy) = { i _51 ] :

Logo, sa(sK2) = A1 — A\, =1 — (—1) = 2. Portanto, s(sK2) = x(sK3).

3. A classe dos grafos bipartidos completos. Se G = K, ., € 0 grafo bipartido completo,

temos:
A/M1N2 0 —y/11n2
X(EKning) =2 & spect(Kny ng) = [ 1 ny+mng —2 1

Logo, sA(Kniny) = A1 — Ay = /ming — (—y/nin2) = 2\/ning > 2, pois n; € ny Sa0
ambos maiores ou iguais a 1. Portanto, s4 (K, »n,) > x(G), e a igualdade ocorre quando
G=K,, =K>.

4. A classe dos ciclos. Se G = (), o ciclo de comprimento n, temos, x(C,,) = 2, se n é par, e
x(Cy) = 3, se néimpar. Como

apect(Cy) = {[2 (2002)® . (2c0sP=2T)2) _9] | npar;

Logo, paranpar, s4(Cp) = A1 — Ay =2 —(=2) =4 > x(C,,) = 2.

2 (2c0s25)@) .. (2c0s1=1T)(2)] , nimpar.
Paranimpar, s4(Cp) =M1 — A =2 — 2cos[@]. Como temos,

n

(n—1)m

cos| | = cos(m —

313

s
) = —cos(-),
e sabemos que, paran > 3, —1 < —cos(X) < %1, segue-se que 3 < s4(Cy,) < 4.
Para nimpar, x(C,,) = 3. Logo, s4(Cy,) > x(Cy).

5. A classe dos grafos de Gregory et al. (2001). Seja G(n, k) = K, VK, 5, 1 <k <n-—1.
Queremos provar gque
sa(G(n, k)) = x(G(n, k)) = 0.

De fato, pela Proposicéo 10, segue que x(G(n, k)) = k + 1. De acordo com Gregory et al.
(2001), podemos expressar 0 s 4(G(n, k)) da seguinte forma:

s4(G(n, k) = /(k —1)2 + 4k(n — k).

s4(G(n,k)) — x(G(n,k)) = /(k—1)2+4k(n—k) — (k+1) > 0para0 < k < n —
1. No entanto, da defini¢do dos grafos G(n, k), segue que k£ > 1. Logo, sa(G(n,k)) >
X(G(n, k).

A seguir apresentamos um resultado que é mais geral que os apresentados anteriormente.
E ldgico que todos eles nos ajudam a reforcar a validade da nossa conjectura.

Proposi¢do 22 Se G € umgrafo conexo bipartido de ordemn, entdo s4(G) > x(G).

Prova: Como G é um grafo conexo bipartido, segue da Proposicéo 11 que x(G) = 2. Além disso,
0 espectro de G é simétrico em relacéo a origem do sistema real, ou seja, s4(G) = 21 (G) Biggs
(1993). Assim, segue da Proposicéo 13 que

SA(G) = 2)\1(G) Z 2)\1(Pn) = 4008( )

n+1
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No entanto, 5 < cos(;25) < 1, para n > 2.Portanto, s4(G) > 2 = x(G). [ |
Observe que na Proposi¢do 22 a igualdade é atendida se G = K.
A partir da Proposi¢do 16, Gregory et al. (2001) observaram a relagdo que expressa um
limite superior para 0 s 4(G) em termos do x(G) e A\,,(G), que reescreveremos a seguir:
s4(G) < x(G)[An]- 4)

Segue da Proposicéo 15 que |A\,| > 1. Se a nossa conjectura for verdadeira, obteremos
um limite inferior para s 4(G), e usando a desigualdade (4) poderemos escrever a seguinte relacéo:

X(G) < 5a(G) < X(G)[Anl. ()

Além disso, como sp(G) = x(G) — 1 para grafos nédo valorados, segue da primeira parte
da desigualdade (5) que

sp(G) < sa(G) — 1.

Este Gltimo resultado é bastante interessante, pois se a Conjectura 1 for verdadeira, con-
seguiremos provar uma importante desigualdade que relaciona o span e o spread de um grafo.

5. Conclusdo

Com o auxilio do sistema AGX propomaos a conjectura que o spread de todo grafo conexo
€ um limite superior para 0 seu nimero cromatico. Provamos que a conjectura é verdadeira para
todos os grafos pertencentes a diversas familias conhecidas, dentre elas para todos os grafos bipar-
tidos. Todos os resultados provados neste artigo e a busca computacional realizada pelo AGX em
uma vasta base de grafos sem encontrar nenhum caso que refutasse nossa conjectura reforcam o fato
de que ela seja verdadeira, 0 que nos permite aqui lancar mais um problema em aberto envolvendo
invariantes classicos de grafos, sobretudo aquele que relaciona o spread de G com o seu span.
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