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RESUMO

Neste artigo apresentamos o método de expansdo para tratar degeneracdo no método
simplex e o adaptamos para o método dual simplex com busca unidimensional que ¢&
especializado em resolver problemas de otimizacdo linear canalizados (restricdes e varidveis
canalizadas, chamado formato geral). Experimentos computacionais mostram que € necessario
utilizar algum procedimento anti-degeneracdo para resolver problemas degenerados, em especial,
para alguns problemas da Netlib.

PALAVRAS CHAVE. Otimizacao linear. Método dual simplex. Degeneracao.

ABSTRACT

In this paper we presented expand method to treat degeneracy in the simplex method and
we adapted it for the dual simplex method with one-dimensional search that is specialized in
solving linear optimization problems lower and upper constrained (i.e., there are lower and upper
bounds on constraints and variables, called general format). Computational experiments shows
that it is necessary to use some procedure anti-degeneracy to solve degenerate problems,
especially, for some problems of Netlib.
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1. Introducao
O problema primal de otimizacdo linear com restri¢cdes canalizadas (ou, formato geral, conforme
Vanderbei (1997) € definido por:

Minimizar f{x) =¢'x

Sujeito a:d < Ax <e. (1.1)
emque Ac R™" d,ec R"comd;<e¢; i=I,...m;c,x € R".

A classe de problemas de otimizacdo linear com restricdes canalizadas é de grande
interesse pratico, pois representa varios problemas reais, tais como problemas de mistura,
planejamento, etc., cujas restrigdes, ou parte delas, sdo definidas por limitantes tanto superiores
como inferiores, decorrentes de tolerancias de especificagdes técnicas, demanda, etc.

O problema dual de (1.1) desenvolvido em Sousa (2005) € dado por:

Maximizar h(A) = ()
Zl'hl & (1.2)

Sujeitoa: Ali=c.

e se ;<0
diﬂ’i N ﬂ‘i >0.

Observe que o problema dual é um problema de otimizacao linear onde a fung¢io objetivo
€ concava linear por partes. Entéo, o método dual simplex (Lemke, 1954) foi especializado para o
problema canalizado chamado dual simplex com busca unidimensional (DSBU) cujo
desenvolvimento estd em Sousa (2005).

Segundo Maros (2003), o método dual simplex tem atraido considerdvel interesse, devido
a importante aplicacdo nos métodos de otimizacdo linear inteiro misto, os quais resolvem uma
sequéncia de problemas de otimizagdo linear, com caracteristica de que uma solugdo basica dual
factivel de boa qualidade é sempre disponivel para o problema seguinte da sequéncia. Segundo
Bixby (2001), testes computacionais mostram que o desempenho do método dual simplex pode
ser superior ao método primal simplex.

E importante observar que a evolucdo das implementacdes computacionais dos
resolvedores lineares teve um papel fundamental no progresso da Otimizacdo Linear (Sousa,
2005 e Silva et al.,(2007)). Um exemplo disto é o pacote CPLEX, que vem sendo melhorado
desde sua primeira versdo lancada em 1988.

Experimentos computacionais revelam a importancia da busca unidimensional, podendo
reduzir o esfor¢o computacional a 25% do critério usual de troca de bases do algoritmo dual
simplex. A simplicidade da busca unidimensional faz também com que n@o implique num custo
adicional relevante ao método simplex.

Em problemas altamente degenerados, isto é, muitas solucdes basicas com varidveis em
seus limitantes, tendem a provocar no método tipo simplex o fendmeno de estagnacdo, que é a
mudanca de base sem melhorar o valor da funcdo objetivo.

Podemos observar tal fendmeno quando, usamos o método dual simplex com busca
unidimensional em alguns problemas da Netlib. A principio, pensivamos que a busca
unidimensional fosse capaz de evitar ou, pelo menos, reduzir a estagnacdo, mas observamos que
a estagnagdo persistiu nesses problemas. Isto nos motivou a rever a literatura sobre estagnacio e
adapté-la ao método dual simplex com busca unidimensional.

Sabemos que o maior esforco computacional realizado pelo método dual simplex com
busca unidimensional, consiste na resolugcdo de trés sistemas lineares em cada iteracdo, em que
métodos iterativos podem ser usados para resolver com sucesso tais sistemas, como foi observado
por Sousa (2005) e Sousa et al., (2006).

Mas, neste trabalho estamos preocupados em resolver os problemas que sdo altamente
degenerados como muitos problemas da Netlib que sdo usados para avaliar o desempenho de
novos algoritmos do tipo simplex.

em que /;(4;) ={
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De acordo com (Zornig, 2008) problemas que envolvem degeneragdo e ciclagem no
método simplex tém atraido interesse nos ultimos anos como podemos citar os trabalhos de
Zornig (2006 e 2008), Pan (1998), Raymond et al., (2010) e Elhallaoui et al., (2008).

Portanto, este trabalho tem como objetivo principal apresentar o método de expansio
(Gill et al., 1989) para tratar degeneracéo e os experimentos computacionais para o método dual
simplex com busca unidimensional com este procedimento anti-degeneracio adaptado.

2. Degeneracao e Ciclagem

Os métodos do tipo simplex percorrem solugdes basicas, digamos, BO, Bl, Bz, ..,B ... (B":
base na iteragdo ¢), de modo que: f(xo) > f(xl) > f(xz) .. 2 fix") > ..em que x' é a solucdo bésica
associada a base B’ (no caso dual: h(#)< h(Z)<... h(Z)<... em que h é a fungio objetivo dual e 7
¢ a solucdo bdsica dual associada a base B'). Se as solugdes basicas sio nido-degeneradas entdo:
fx% > fix") ... > fix') >... de modo que as solugdes bdsicas sdo distintas e, portanto, nunca uma
base ¢é repetida. Entretanto, se solu¢es degeneradas ocorrem (as quais podem ser representadas
por particdes bdsicas distintas), pode-se ter um seqii€ncia de solucdes bdsicas associadas as
particdes basicas distintas tal que:...fix)< fix*)= fix")= ... = )< fx™ ).

Dizemos que ha uma “estagnacdo” do método (stalling) em k iteracdes (um mesmo
vértice € representado por distintas particdes bdsicas, que ocorre somente se a solucdo for
degenerada), quando ap6s k-mudancgas de base o valor da func¢do objetivo permanece o mesmo.

Entretanto, poder-se-ia ocorrer que fix")= ... = f(x”k) e as particdes basicas associadas a
x"*' e x"** serem as mesmas, de modo que o ciclo se repetiria infinitamente. Este fenomeno é
chamado ciclagem.

Embora degeneracio abra a possibilidade de ocorrer ciclagem ela dificilmente ocorre na
pratica (Maros, 2003). Este problema foi reconhecido e demonstrado por Beale (1955). Varias
ferramentas foram desenvolvidas para evitar ciclagem, as duas mais conhecidas sdo o método
simplex lexicogréfico (Charnes, 1952) que € equivalente) a técnica de perturbagdo de Dantzig et
al. (1955) segundo Terlaky (2000) e o método mais popular para evitar ciclagem € conhecido
pela regra de Bland (1977) que foi discutida em Sousa (2000).

Para a escolha da varidvel que entra na base a regra de Bland seleciona o menor indice
entre as varidveis ndo basicas com custo reduzido negativo. Se ndo existe tal varidvel a solugdo
atual € 6tima. Para a escolha da varidvel que sai, o menor indice é escolhido tal que apds a
mudanga, a base permaneca factivel e o indice desta variavel seja o menor entre todos aqueles
com tal possibilidade.

Bland demonstrou que o método simplex € finito com esta regra. Entretanto, o
desempenho computacional do método simplex, sob esta regra, decai (Avis e Chvatal, 1978).

O trabalho de Gass e Vinjamuri (2004) apresenta uma cole¢do de problemas que
produzem ciclagem quando resolvidos manualmente pelo método simplex com os dados
fracionarios e, por curiosidade, aplicamos o método dual simplex com busca unidimensional para
estes problemas, cujos os resultados serdo apresentados na secao 4.

Segundo Gass e Vinjamuri, existem algumas condi¢Ges necessdrias para se construir um
exemplo capaz de produzir o fendmeno de ciclagem no método simplex.

Assim, considere um problema de otimizagdo linear na forma padrdo com m restri¢des e
n varidveis, com empate na escolha da varidvel que entra ou sai da base (pela regra usual de
Dantzig) em que a escolha se faz pelo menor indice das candidatas. Com essa regra, para
ciclagem ocorrer deve-se ter m = 2, n 2 m+3, e n 2 6. E para ciclagem ocorrer em um vértice
que ndo seja a solugdo Otima, deve-se term =23,n =2 m+3e n = 7.

Assim, um exemplo com somente duas varidveis ndo pode ciclar; um exemplo de
ciclagem deve ter pelo menos 6 varidveis, o0 minimo de duas restri¢cdes de igualdade e pelo menos
trés varidveis ndo bdsicas. Uma solucdo bdsica factivel com degeneracdo simples (somente uma
variavel basica é zero) ndo pode ciclar (Gass, 1993) e, o ‘comprimento’ minimo de um ciclo € de
6 iteracdes (Yudin e Golshtein, 1965). Todos os exemplares podem ser consultados em Sousa
(2005).
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O primeiro exemplo de um problema em que o método simplex cicla foi construido por
Hoffman (1953) que tem sido estudado na literatura. Zornig (2008) apresenta condigdes
necessdrias e suficientes, em uma estrutura de permutagdo, para que ocorra ciclagem em alguns
exemplares tendo como base esse exemplo de Hoffman.

Apesar da ciclagem ser um problema importante no método simplex, ela dificilmente
ocorre na pratica, diferentemente da degeneracdo que precisa ser tratada em algoritmos do tipo
simplex. Logo, apresentamos na préoxima se¢do o método de expansio para evitar o fendmeno de
estagnacdo para o qual se bons resultados praticos (Maros, 2003).

3.Método de Expansao

Nesta secdo apresentamos uma técnica desenvolvida por Gill et al. (1989) para tratar a
estagnacdo no método simplex. Os autores realizaram experimentos computacionais com 53
problemas da Netlib e obtiveram uma melhora significativa no niimero de iteragdes do método
simplex. Para o desenvolvimento do método de expansdo, considere o método primal simplex.

Considere uma “tolerincia de trabalho” £, na iteragio ¢ do método do método simplex.
Esta tolerancia é ligeiramente incrementada antes de cada passo do método de simplex.
Escolhida a varidvel para entrar na base, digamos x 4 © calculada as coordenadas basicas
da direcdo primal simplex o, = -Bla » (sendo B a matriz base factivel), o método de expansdo
q
inicia atualizando a tolerncia de trabalho por: & =¢, ; +7(com 1=4.9x10"", sugerido por

Maros, 2003). Com esta nova tolerancia calcula-se a seguinte razao:

. Xp. +gt .
0" =min{————, i€ B, tal que G, <—E€_ ¢, (3.1)

%iq

em que £ € a tolerncia para verificar se a i-€sima componente da dire¢do primal simplex €

menor do que zero. Note que 0" >0. Calcule também os valores que anulam as varidveis
basicas,

A

R X
0, = -5 ie B, tal que O, <—€_ ¢ . (3.2)
a.

1

Defina S o conjunto dos indices das razdes em (3.2) menores do que O, isto
¢.5={ieB:5<5}.

Escolha um indice p € S (que define o indice da varidvel que sai da base) tal que
‘apq‘ Z‘Q'iq‘ Vie §S. Esta escolha opta pelo maior pivd (apq) quando ha empate na escolha da
variavel que sai da base (isto tende a melhorar a estabilidade numérica do método simplex).

Seja 8= maX{SP,O}. Observe que sp € 0 passo necessdrio para zerar Xp - Até este

ponto, o procedimento é conhecido como o Teste das Razées de Harris (1972), desenvolvido
para que o pivo seja melhor escolhido, quando houver possibilidade.

O procedimento de expansdo assegura que o tamanho do passo (menor passo aceitavel)
seja sempre diferente de zero e a funcdo objetivo decresce, evitando a estagnagdo (mesmo que
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. . T ‘ .
teoricamente). Para isso, faca €, =——>0 e o tamanho do passo 8¢ determinado por:

an

GE = ma‘x{e’ amin} °
A seguir, o resumo do procedimento descrito anteriormente.

Algoritmo - Método de Expansdo (inicio da iteragdo t)
Passo 0: INCREMENTO DA TOLERANCIA
Faca € =¢, ,+7;
Passo 1: PASSO EXPANDIDO
) Xp &
Calcule §* = min|————,i€ B, tal que &, <—¢_ ;
@,
Passo 2: PASSO PIVO
p<0; 0., <0;
Para i =1 ate m faca
Se @, <—¢€_ entdo

o Xp
i =T
%y
£
Se 9,<0 e ‘(Xiq‘ >a, .. entdo
pP=t;
0=0,;
amax :‘a,iq‘ ’
fim do Se
fim do se

fim do para

Passo 3: PASSO NAO NULO

Faga 6, = - e determine @ = maX{B, 0., } (tamanho do passo)
pq

Observe que se 0 passo usual para o maior elemento pivd € suficientemente maior do que
zero, este € escolhido, sendo um pequeno passo positivo € forcado.

Como em qualquer iteracio do método, a varidvel ndo bésica é aumentada por uma
quantidade positiva na dire¢cdo que melhora a fungdo objetivo logo o valor da fungdo objetivo
nunca retorna a um valor anterior.

No método dual simplex com busca unidimensional (DSBU) as razdes anulam uma
variavel bésica dual e podem ser ultrapassadas, promovendo uma troca no sinal da varidvel basica
e conseqiientemente mudanca na taxa de variagdo na funcd@o objetivo dual (veja Sousa, 2005).
Implementamos um procedimento simples, para o qual obtivemos os melhores resultados.

No desenvolvimento original do DSBU, caso ocorra violagdo primal no limitante

in

. ~ B; . ~ A
superior, as razdes —- (veja Sousa, 2005) sdo calculadas se A, e 7, tém sinais opostos. Para
1
niq
o caso de ocorrer a violagdo primal no limitante inferior, as razdes sio calculadas se 4, e Ty
1

tém mesmo sinal.
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A tnica mudanga que realizamos no desenvolvimento original de DSBU foi calcular
essas razdes utilizando-se a tolerancia de trabalho £, (incrementado por le-7) a cada iteragdo do

método e a busca unidimensional faz a escolha de qual varidvel deixa base (Sousa, 2005).

Tentamos outras variacdes neste procedimento para que tivéssemos um método de
expansdo como o original, como por exemplo, ao realizar a busca unidimensional, fosse levado
em conta o tamanho do elemento pivo, mas nido obtivemos bons resultados. Na proxima sec¢ao
relatamos os experimentos computacionais.

4. Experimentos Computacionais
4.1. Introducao
Apresentamos agora, os resultados obtidos usando como problemas testes os quais foram
relatados por Gass e Vinjamuri (2004) citado na secdo 2.

Na Tabela 4.1 sao apresentados os resultados computacionais obtidos com o CPLEX e
método dual simplex com busca unidimensional

Tabela 4.1 — Experimentos computacionais de problemas com ciclagem

iteracoes
problema nome CPLEX" DSBU" FO"
1 Hoffman 2 2 0.00
2 Beale” 3 3 -0.05
3 Yudin 3 3 0.50
4 Yudin2 6 4 -1.00
5 Kuhn 4 5 -2.00
6 Marshall 0 0 0.00
7 Marshall2 4 4 -2.00
8 Solow 3 2 0.00
9 Sierksma 2 2 ilimitado
10 Chvdtal 4 3 1.00
11 Nering” 4 3 ilimitado

D problemas com os dados fracionarios;

@ CPLEX 7.5 com 0 método dual simplex;

® DSBU: Método dual simplex com busca unidimensional;
@ FO: Valor da funcio objetivo.

Observamos que, apesar do método dual simplex com busca unidimensional, neste caso,
ndo se utilizar de nenhum procedimento anti-degeneracdo, a solucdo de cada problema foi
encontrada em nimero menor de iteragdes do que o CPLEX (exceto exemplar 5). Os autores
também ja haviam relatado que os principais pacotes de otimizag@o resolvem todos os exemplos
construidos sem ciclagem, o que de fato foi observado para alguns problemas apresentados por
Zornig (2006).

Daremos a seguir os resultados computacionais obtidos com o método DSBU utilizando
o procedimento de expansdo adaptado para tratar degeneracdo em alguns problemas da Netlib e
gerados aleatoriamente.

4.2. Método DSBU com o Método Expansao Adpatado
Apresentamos a seguir os resultados para o método dual simplex com busca unidimensional para
resolver alguns problemas degenerados da Netlib e outros gerados aleatoriamente na forma
canalizada. Os testes foram realizados em um computador de 2.80 GHz com 2.0 GBytes de RAM
com o tempo de processamento medido em segundos.

Os problemas da Netlib que trabalhamos sdo problemas pequenos mas sdo problemas
dificeis de serem resolvidos, no sentido que sdo muitos sensiveis a qualquer perturbacio.
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A Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos para os problemas pequenos da Netlib para
o método DSBU usual (sem nenhum procedimento anti-degeneracdo) e com os aplicativos
computacionais CPLEX 7.5 e XPRESS , utilizando-se a regra de Dantzig (ou regra usual). O
simbolo % representa a porcentagem de elementos ndo-nulos na matriz de restricdes que definida
por m’restri¢des e n varidveis. Para o pacote CPLEX 7.5, o pré-processador ndo foi utilizado,
para que a comparagdo seja ‘mais justa’. Vale observar que o pré-processamento € uma
ferramenta poderosa para eliminar redundéancias (por conseguinte, degeneragio), fixar variaveis,
apertar limitantes de modo que o problema resultante € mais facil de ser resolvido, que sera

explorado em trabalhos futuros.

Tabela 4.2 — Problemas da Netlib

problemas DSBU (usual) XPRESS CPLEX
nome %0 m’xn | iteracdo | tempo | iteracdo | tempo | iteracdo | tempo
afiro 830 | 25%x39 18 0.00 15 0.01 11 0.00
adlitlle 2.49 | 53x196 109 0.10 32 0.02 125 0.00
kb2 12.79 | 43%52 227 0.01 20 0.01 28 0.00
sc50a 5.52 | 49%x48 52 0.00 59 0.01 45 0.00
sc50b 512 | 48x48 50 0.00 56 0.02 53 0.00

Podemos observar que o método DSBU (usual) teve o pior desempenho, sendo que o
pacote CPLEX foi na média ligeiramente o melhor, no entanto o aplicativo XPRESS realizou
apenas 32 iteracdes para o problema adlittle, um ganho muito significante.

Na Tabela 4.3 reportamos o nimero de iteragdes para o método DSBU usual, DSBU
com o método expansdo adaptado para tratar degeneracdo (Sousa, 2005) e para o CPLEX.

Tabela 4.3 — Problemas da Netlib (niimero de itera¢des)

DSBU DSBU CPLEX
nome usual expansd@o
afiro 18 15 11
adlitlle 109 108 125
kb2 227 31 28
sc50a 52 51 45
sc50b 50 50 53

A Tabela 4.3 mostra que o método de expansdo fez reduzir o nimero de iteragdes nos
problemas afiro, adliitle, sc50a e principalmente para o problema kb2, se aproximando do
CPLEX que deve ter técnicas sofisticadas para tratar degeneracao.

Ressalta-se que o tempo para DSBU com o método de expansdo, foi praticamente o
mesmo que DSBU usual, ja que ndo utiliza nenhum procedimento computacionalmente caro.

A seguir, apresentamos os resultados com o método DSBU em problemas gerados
aleatoriamente, para verificar seu desempenho com o procedimento de expansdo, mas antes,
exibimos a estrutura da matriz de restrigdes.

Para cada tamanho do problema, que define um exemplar com m’ restrigdes e n varidveis
(veja Figura 1), os dados foram gerados aleatoriamente.
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restricies

- m=m’+n
A=

B n varidveis

NS - — —

Figura I - Representacdo da matriz na forma geral (problema 1.1)

Os resultados obtidos foram para uma classe esparsa de problemas, para os quais a matriz
de restricao € da forma escada, veja Figura 2.

| 0

o L]

Figura 2 - Representacdo da matriz NV ndo-basica na forma escada

Os coeficientes ndo-nulos da matriz A estdo confinados nos blocos e foram gerados
aleatoriamente. Considere nas tabelas que nb representa o ndmero de blocos, ml e nl
representam os numeros de linhas e colunas, respectivamente em cada bloco e cc o nimero de
colunas em comum a cada dois blocos consecutivos.

Para o gerador utilizado, 80% dos elementos do vetor custo foram iguais a zero, de tal
forma que vdrias solugdes bdsicas duais sejam degeneradas (Sousa, 2005). O numero de
iteracdes, reportados a seguir, sdo as médias dos resultados da resolugdo dos 20 exemplares para
cada tamanho (dimensao) do problema.

A Tabelas 4.4 apresenta os resultados com DSBU wusual e DSBU expansio,
respectivamente, para os problemas degenerados, que foram gerados aleatoriamente, para que
possamos comparar melhor se 0 método de expansdo diminui a estagnacdo no nimero de
iteracdes.

Tabela 4.4 — Problemas degenerados resolvidos pelo DSBU-usual e DSBU-expansio

problemas iteracoes tempo
nb ml nl cc % m’xn usual | expansdo usual expansdo
20 1 20 0 5.00 | 20x400 19.8 19.8 0.11 0.11
100 2 5 3 2.46 | 200x203 | 199.6 189.8 0.78 0.71
25 8 16 4 526 | 200304 | 36.3 31.8 0.40 0.36
50 4 12 3 2.64 | 200x453 | 12.8 12.4 0.33 0.32
200 2 6 4 1.48 | 400x404 | 532.2 486.0 24.6 18.63

Os resultados mostram que o método de expansdo faz reduzir o nimero de iteracdes para
estes problemas degenerados, como conseqiiéncia, obviamente o tempo de resolug¢do foi menor,
j& que o procedimento de expansdo na acarreta em custo computacional.

Esta reducio fica mais evidente nos problemas (400x404), neste caso o mais esparso, em
que o ndmero de iteragdes foi 10% e 15% menor (em relacdo DSBU usual).

Diante destes resultados, utilizamos o pacote CPLEX para resolver esta mesma classe de
problemas, cujos resultados estdo na Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 — Problemas degenerados resolvidos pelo CPLEX

problemas CPLEX
nb | ml nl cc Y% m’xn iteragdo tempo
20 1 20 0 5.00 20x400 73.5 0.00
100 | 2 5 3 2.46 200%x203 257.2 0.00
25 8 16 4 5.26 200x304 50.1 0.00
50 4 12 3 2.64 200x453 17.8 0.00
200 2 6 4 1.48 400x404 603.4 0.04

Comparando os resultados das Tabelas 4.4 e 4.5, fica clara a superioridade do método
DSBU frente ao CPLEX, principalmente quando se faz o uso do método de expansdo, embora o
tempo ndo seja favordvel. Por exemplo, para os problemas 20x400, o pacote CPLEX realizou
aproximadamente 3 vezes mais iteragdes do que o método DSBU, logo é importante observar que
nestes problemas tendo apenas 20 restri¢des, 80% dos custos sdo iguais a zero, caracterizando-se,
assim, problemas muitos degenerados como os problemas 400x404, mas que para estes
problemas nio h4 uma diferenca (de 3 vezes mais iteracdes) por se tratar de exemplares bem mais
restrito, ou seja, a degeneracdo € um problema que deve ser tratado com métodos eficientes.

Segundo informagdes do manual do CPLEX , problemas degenerados sdo tratados com
perturbac@o, mas notamos que o método de expansdo desenvolvido para o DSBU apresentou
resultados melhores para os problemas degenerados que foram gerados aleatoriamente.

Portanto, fica evidente a necessidade de se utilizar algum procedimento anti-degeneracio
no método simplex para resolver problemas degenerados.

5. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Os experimentos computacionais revelam uma pequena vantagem do método DSBU frente ao
CPLEX do ponto de vista de iteragcdes em problemas degenerados, mas inferior no tempo
computacional.

A degeneracdo e ciclagem no método simplex estdo intimamente relacionados, mas
quando se resolve computacionalmente problemas com estas caracteristicas, a ciclagem nao € um
problema relevante. Por outro lado, observamos que pelos primeiros testes computacionais que a
degeneracdo € um fendmeno que provoca a estagnagdo do método simplex. Dai, a necessidade de
resolver mais problemas da Netlib e outros de maior tamanho gerados aleatoriamente, que serdo
alvos de trabalhos futuros.
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