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onjunto de vérti
es de um grafo P4-tidy pode ser parti
ionado em k 
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liques. Apresentamos um algoritmo linear de re
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1. IntroduçãoMuitos problemas em grafos, tais 
omo o problema de 
oloração e o problema de 
obertura,podem ser vistos 
omo problemas de partição. Em geral, os problemas de partição de grafosobjetivam parti
ionar o 
onjunto dos vérti
es de um grafo em sub
onjuntos V1, V2, . . . , Vk,onde V1 ∪ V2 ∪ . . . Vk = V e Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j, 1 ≤ i ≤ k e 1 ≤ j ≤ k, exigindo-se,porém, algumas propriedades sobre estes sub
onjuntos de vérti
es. Estas propriedades po-dem ser internas, 
omo por exemplo exigir que os vérti
es de 
ada sub
onjunto Vi sejam
ompletamente adja
entes (isto é, uma 
lique) ou 
ompletamente não-adja
entes (isto é, um
onjunto independente), ou externas, onde as exigên
ias são feitas sobre os pares (Vi, Vj),
omo por exemplo exigir que Vi e Vj sejam 
ompletamente adja
entes ou não-adja
entesentre si. Um dos problemas mais famosos que se insere neste 
ontexto é o problema da
k-
oloração, onde parti
iona-se o 
onjunto de vérti
es de um grafo em k 
onjuntos indepen-dentes V1, . . . , Vk (sem restrições externas). Sabe-se que esse problema é polinomial para
k ≤ 2 e NP-Completo para k ≥ 3.Outro problema bastante 
onhe
ido de parti
ionamento de grafos é veri�
ar se um dadografo G é split, ou, equivalentemente, veri�
ar se o 
onjunto dos vérti
es de G pode serparti
ionado em dois sub
onjuntos, onde um deles é independente e o outro é uma 
lique.Golumbi
 (1980) provou que o re
onhe
imento de grafos split pode ser realizado em tempolinear. Re
entemente, uma generalização de grafos split foi proposta por Brandstädt, quede�niu uma nova 
lasse de grafos, a 
lasse dos grafos-(k, ℓ), a qual também 
hamamosde grafos split generalizados, 
omo sendo aquela formada pelos grafos 
ujos 
onjuntos devérti
es podem ser parti
ionado em k 
onjuntos independentes e ℓ 
liques. Brandstädt
(1996, 1998) 
onsiderou em parti
ular as 
lasses de grafos-(2, 1), grafos-(1, 2) e grafos-(2, 2),apresentando algoritmos polinomiais para re
onhe
ê-las. Feder et al. (1999) também apre-sentaram algoritmos polinomiais para o re
onhe
imento destas 
lasses que surgiram 
omosub-produto de algoritmos de partição em subgrafos densos e esparsos. Por outro lado,sabe-se que re
onhe
er grafos-(k, ℓ) para k ≥ 3 ou ℓ ≥ 3 é NP -Completo, 
omo mostradopor Brandstädt (1996).Desde então, tem-se estudado 
lasses espe
iais de grafos-(k, ℓ), tais 
omo grafos 
ordais-(k, ℓ)e 
ografos-(k, ℓ), 
ujo re
onhe
imento é polinomial. Hell et al. (2004) apresentaram uma
ara
terização para os grafos 
ordais-(k, ℓ) e um algoritmo de re
onhe
imento em tempopolinomial para essa família. Bravo et al. (2005) 
ara
terizaram os 
ografos-(k, ℓ), e De-mange et al. (2005) apresentaram um algoritmo de re
onhe
imento para esta 
lasse. Bravoet al. (2009) também 
ara
terizaram e re
onhe
eram em tempo linear a 
lasse dos grafos
P4-esparsos-(k, ℓ). Os grafos perfeitos que são grafos-(k, ℓ) foram estudados por Feder et al.
(2005).Neste trabalho 
onsideramos a 
lasse dos grafos P4-tidy, 
lasse esta 
onhe
ida por 
onterpou
os P4's. Mais pre
isamente, um grafo G é P4-tidy se, para qualquer P4 induzido H de
G, existe no máximo um vérti
e fora de H que juntamente 
om três vérti
es de H induzemum P4. Essa 
lasse 
ontém estritamente a 
lasse dos grafos P4-esparsos e, por 
onseguinte,a dos 
ografos. Além disso, essa 
lasse não está 
ontida na 
lasse dos grafos perfeitos, o quea torna uma 
lasse interessante para estudo. Os grafos P4-tidy que podem ser parti
ionadosem k 
onjuntos indepedendentes e ℓ 
liques são denominados grafos P4-tidy-(k, ℓ).1.1. PreliminaresOs grafos 
onsiderados neste trabalho são simples, isto é, sem laços e sem arestas paralelas.A seguir, apresentamos as de�nições ne
essárias para o entendimento do nosso trabalho.
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Denotamos por G o 
omplemento de G, isto é, o grafo que possui o mesmo 
onjunto devérti
es de G e tal que dois vérti
es são adja
entes em G se e somente se não são adja
entesem G. Para V ′ ⊆ V , G[V ′] denota o subgrafo de G induzido por V ′. Uma 
lique (
onjuntoindependente) é um sub
onjunto de vérti
es induzindo um subgrafo 
ompleto (sem arestas),não ne
essariamente maximal. G é um grafo-(k, ℓ) se V pode ser partiti
ionado em k
onjuntos independentes e ℓ 
liques. Para um grafo-(k, ℓ) G es
revemos V = S1 ∪ . . .∪Sk ∪
C1∪ . . .∪Cl, onde 
ada Sj é um 
onjunto independente e 
ada Ci é uma 
lique. Vale a penamen
ionar que alguns 
onjuntos podem ser vazios. Tal partição é 
hamada de partição-(k, ℓ)de G. O grafo 
ompleto (respe
tivamente, sem arestas) 
om r vérti
es é denotado por Kr(respe
tivamente, Ir). Dados dois grafos G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2), o grafo G1 ∪ G2(
hamado de união de G1 e G2) é um grafo 
om 
onjunto de vérti
es V1 ∪ V2 e 
onjunto dearestas E1 ∪ E2, e o grafo G1 + G2 (
hamado de �join� de G1 e G2) é o grafo 
om 
onjuntode vérti
es V1 ∪ V2 e 
onjunto de arestas E1 ∪ E2 ∪ {xy | x ∈ V1, y ∈ V2}.Denotamos por Pk um 
aminho sem 
ordas 
om k vérti
es e k − 1 arestas. O 
omprimentode um 
aminho Pk é k − 1. Denotamos por Ck um 
i
lo sem 
ordas 
om k vérti
es e karestas. O grafo P4 
om vérti
es u, v,w, x e arestas uv, vw,wx é denotado por uvwx. Osvérti
es v e w são os pontos interiores e os vérti
es u e x são os pontos extremos.A 
lasse dos 
ografos pode ser de�nida 
omo a 
lasse de grafos que não 
ontêm P4 
omosubgrafo induzido.Ler
hs (1971) mostrou 
omo asso
iar um 
ografo G a uma úni
a árvore de de
omposição
T (G) 
hamada de 
o-árvore de G, de�nida 
omo segue:- Se G é um grafo não trivial então todo nó interno de T (G) possui pelo menos dois �lhos.- Nós internos são rotulados por 0 (nós tipo-0) ou 1 (nós tipo-1) de tal forma que nós tipo-0e nós tipo-1 alternam em todo 
aminho em T (G) 
omeçando pela raiz.- Folhas de T (G) são pre
isamente os vérti
es de G, tais que vérti
es x e y são adja
entesem G se e somente se o menor an
estral 
omum de x e y em T (G) é um nó tipo-1.Um grafo G é P4-tidy se, para qualquer P4 induzido H de G, existe no máximo um vérti
efora de H que juntamente 
om três vérti
es de H induzem um P4.Assim 
omo os 
ografos, os grafos P4-tidy também podem ser representados através deuma árvore de de
omposição, 
hamada árvore primeval. Antes de apresentarmos tal árvore,introduzimos os grafos p-
onexos e p-
onexos separáveis.Dizemos que um grafo G é p-
onexo se para toda partição de V em dois 
onjuntos disjuntosnão-vazios V1 e V2, existe um P4 induzido 
ruzando os 
onjuntos V1 e V2, isto é, um P4induzido 
ontendo vérti
es tanto de V1 quanto de V2. Os 
omponentes p-
onexos de umgrafo são os subgrafos induzidos maximais que são p-
onexos. Observe que um 
omponentep-
onexo 
onsiste de um úni
o vérti
e ou de pelo menos quatro vérti
es.Um grafo p-
onexo é dito separável se o 
onjunto de vérti
es V pode ser parti
ionado emdois 
onjuntos disjuntos não-vazios V1 e V2 de tal forma que todo P4 
ruzando V1 e V2,possui seus pontos interiores em V1 e seus pontos extremos em V2. Neste 
aso, dizemos que
(V1, V2) é uma separação de G.Teorema 1. [Teorema estrutural - Jamison e Olariu (1995)℄ Para um grafo arbitrário G,exatamente uma das seguintes 
ondições é satisfeita:1. G é des
onexo;2. G é des
onexo;3. Existe um úni
o 
omponente p-
onexo separável H de G 
om uma partição (H1,H2)tal que todo vérti
e fora de H é adja
ente a todos os vérti
es de H1 e a nenhum vérti
e
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de H2;4. G é p-
onexo.Como observado por Jamison et al. (1995), esse teorema impli
a, de forma natural, em umesquema de de
omposição para grafos, 
hamado de de
omposição primeval. Para sermosmais espe
í�
os, vamos de�nir algumas operações.Sejam G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) grafos disjuntos. A união e o �join� de G1 e G2 sãografos que resultam, respe
tivamente, das operações:
• G1©0 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)

• G1©1 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ {xy|x ∈ V1, y ∈ V2}).Claramente, as operações ©0 e ©1 estão rela
ionadas aos dois primeiros 
asos do Teorema1. Podemos observar que as operações ©0 e ©1 também equivalem, respe
tivamente, aosnós tipo-0 e tipo-1 da 
o-árvore.Sejam G1 = (V1, E1) um grafo p-
onexo separável 
om separação (V 1
1 , V 2

1 ) e G2 = (V2, E2)um grafo arbitrário disjunto de G1. O ter
eiro 
aso do teorema estrutural é 
apturado pelaseguinte operação:
• G1©2 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ {xy|x ∈ V 1

1 , y ∈ V2})Como mostrado por Jamison et al. (1995), todo grafo G ou é um grafo p-
onexo ou pode serobtido uni
amente de seus 
omponentes p-
onexos (p-
omponente) e de seus vérti
es fra
os(i.e, aqueles que não estão em nenhuma p-
omponente de G) através de uma sequên
ia �nitade operações©0 , ©1 e©2 . Além disso, o Teorema 1 nos sugere uma árvore úni
a (a menosde isomor�smo) de representação, TG, para grafos arbitrários, 
hamada de árvore primevalde G. Os nós internos de TG são rotulados por inteiros i ∈ {0, 1, 2}, onde um nó i indi
aque o grafo asso
iado à sub-árvore enraizada neste nó é obtido pelos grafos 
orrespondentesaos seus �lhos por uma operação i. As folhas da árvore são 
omponentes p-
onexos de G.A Figura 1 ilustra um grafo G e sua árvore primeval TG.PSfrag repla
ements
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Figura 1: Um grafo G e sua árvore primeval TG.Um grafo G = (V,E) é uma aranha se V pode ser parti
ionado em três 
onjuntos S, K e
R, onde S é um 
onjunto independente, K é uma 
lique, |S| = |K| ≥ 2 e existe uma bijeção
f : S → K tal que ou NG(v) = {f(v)}, para v ∈ S (aranha magra) ou NG(v) = K\{f(v)},para v ∈ S (aranha gorda). Além disso, todo vérti
e de R é adja
ente a todos os vérti
es de
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PSfrag repla
ements
G GFigura 2: G é uma aranha magra e G é uma aranha gorda.

K e não-adja
ente a todos os vérti
es de S. R é dito 
abeça da aranha. A Figura 2 ilustrauma aranha magra e uma aranha gorda.Uma quase-aranha é um grafo isomorfo a uma aranha S = (S,K,R) 
om apenas um vérti
e
v ∈ S∪K substituído por um K2 ou por um I2, onde os vérti
es deste K2 ou I2 têm a mesmavizinhança de v ∈ S ∪K. Uma quase-aranha é dita magra se o vérti
e substituído perten
eao 
onjunto de vérti
es de uma aranha magra. Caso 
ontrário, a quase-aranha é dita gorda.A Figura 3 nos mostra dois exemplos de quase-aranha: uma quase-aranha magra 
om umvérti
e do 
onjunto S substituído por um K2 e uma quase-aranha gorda 
om um vérti
e do
onjunto K substituído por um I2.

PSfrag repla
ements
G GFigura 3: G é uma quase-aranha magra e G é uma quase-aranha gorda.O seguinte teorema des
reve os 
omponentes p-
onexos dos grafos P4-tidy.Teorema 2 (Giakoumakis et al. (1997)). Um 
omponente p-
onexo de um grafo P4-tidy éisomorfo ou uma aranha sem 
abeça (R) ou a uma quase-aranha sem 
abeça (R), ou a umdos grafos C5, P5, P5.As seguintes observações são de fá
il veri�
ação.Observação 1. Um grafo G é P4-tidy-(k, ℓ) se e somente se G é um grafo P4-tidy-(ℓ, k).Observação 2. Sejam G um grafo, S um 
onjunto independente e K uma 
lique. Se G é

(k, ℓ) então G ∪ S é (k + 1, ℓ) e G ∪ K é (k, ℓ + 1).2. Resultado Prin
ipalNesta seção apresentamos um algoritmo de re
onhe
imento dos grafos P4-tidy-(k, ℓ). Nossaestratégia 
onsiste na 
onstrução de um 
ografo auxiliar G∗ de tal forma que um grafo
P4-tidy G é (k, ℓ) se e somente se G∗ é (k, ℓ).2.1. Construção do 
ografo auxiliar G∗Regra 1: Para 
ada P5 de G, substitua-o pelo grafo G1 abaixo:
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PSfrag repla
ements G1Figura 4: O grafo G1 é denotado por P2 ∪ P3.Regra 2: Para 
ada P5 de G, substitua-o pelo grafo G2 abaixo:PSfrag repla
ements G2

Figura 5: O grafo G2 é denotado por C3 ∪ P2.Regra 3: Para 
ada C5 de G, substitua-o pelo grafo G3 abaixo:
PSfrag repla
ements G3

Figura 6: O grafo G3 é denotado por C3 ∪ P3.Regra 4: Para 
ada aranha S = (S,K,R) de G:(1.a) se S é uma aranha magra então remova todas as arestas existentes entre os
onjuntos S e K;(1.b) se S é uma aranha gorda então adi
ione todas as arestas que faltam entre os
onjuntos S e K.Regra 5: Para 
ada quase-aranha S = (S,K,R) de G:(2.a) se S é uma quase-aranha magra então remova todas as arestas existentes entreos 
onjuntos S e K;(2.b) se S é uma quase-aranha gorda então adi
ione todas as arestas que faltam entreos 
onjuntos S e K.Podemos observar que a 
onstrução a
ima está bem-de�nida, já que para quaisquer duasaranhas S 1 = (S1,K1,R1) e S 2 = (S2,K2,R2) de um grafo P4-tidy G, (S1 ∪R1) ∩ (S2 ∪
K2) = ∅. As mesmas observações valem para as quase-aranhas, os P5's, os P5's e os C5's.Lema 1. O grafo auxiliar G∗ é um 
ografo.Prova: O resultado segue do seguinte fato: todo P4 induzido em G está em uma aranha,em uma quase-aranha, em um C5, em um P5 ou em um P5.É fá
il ver que as Regras 1, 2 e 3 substituem os grafos que 
ontém P4's por 
ografos.
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Resta mostrar que ao apli
armos as Regras 4 e 5 destruimos os demais P4's, o que de
orredo fato de que os P4's não podem estar inteiramente 
ontidos em S ou em K.O re
onhe
imento dos grafos P4-tidy-(k, ℓ), para k = 0 (respe
tivamente, ℓ = 0) 
orrespondeao problema da ℓ-
oloração em G (respe
tivamente, o problema da k-
oloração em G), quepode ser resolvido em tempo linear, de a
ordo 
om Giakoumakis et al. (1997). Bransdstädt(1996) apresentou um algoritmo de tempo linear para re
onhe
er os grafos-(1, 1), e de tempopolinomial para re
onhe
er tanto os grafos-(1, 2) quanto os grafos-(2, 1). Neste trabalho,
onsideramos que k, ℓ ≥ 2.Vamos pre
isar dos seguintes lemas.Lema 2. [Bravo et al. (2009)℄ Sejam G = (S,K,R) uma aranha e k, ℓ ≥ 2 inteiros.Então G é um grafo-(k, ℓ) se e somente se G[R] é um grafo-(k, ℓ).Prova: (⇒) A ne
essidade segue imediatamente do fato de G[R] ser um subgrafo induzidode G.
(⇐) Suponhamos que G[R] é um grafo-(k, ℓ). Então R = S1 ∪S2 ∪ . . .∪ Sk ∪C1 ∪ . . . ∪Cℓ.Como S é um 
onjunto independente e todo vérti
e de S é não-adja
ente a todo vérti
e de
R, S1 ∪S é um 
onjunto independente. Analogamente, 
omo K é uma 
lique e todo vérti
ede K é adja
ente a todo vérti
e de R, K ∪ C1 é uma 
lique. Portanto, G é um grafo-(k, ℓ).Lema 3. [Bravo et al. (2009)℄ Sejam G = (S,K,R) uma aranha e k, ℓ ≥ 2 inteiros.Então G∗ é um grafo-(k, ℓ) se e somente se G∗[R] é um grafo-(k, ℓ).Prova: A prova é análoga à do Lema 2.Lema 4. Sejam G′ = (S ′,K′,R) uma quase-aranha e k, ℓ ≥ 2 inteiros. Então G é umgrafo-(k, ℓ) se e somente se G[R] é um grafo-(k, ℓ).Prova: Sejam G = (S,K,R) uma aranha e G′ = (S ′,K′,R) uma quase-aranha, onde
S ′ = S e K′ = (K\{v}) ∪ {v1, v2}, 
om G[v1, v2] sendo isomorfo a um I2 ou K2, ou S ′ =
(S\{s}) ∪ {s1, s2} e K′ = K, 
om G[s1, s2] sendo isomorfo a um I2 ou K2.
(⇒) Suponhamos que G′ é um grafo-(k, ℓ). Como G[R] é um subgrafo induzido de G,
onsequentemente G[R] é um grafo-(k, ℓ).
(⇐) Seja G[R] um grafo-(k, ℓ), logo R = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sk ∪ C1 ∪ . . . ∪ Cl.Como G′ = (S ′,K′,R) é uma quase-aranha, analisaremos os quatro 
asos abaixo:(i) substituição de um vérti
e s ∈ S por dois vérti
es s1, s2 que induzem um I2.Observe que a substituição feita ainda permite que o 
onjunto S ′∪I2 seja um 
onjuntoindependente. Logo, a análise é análoga à do Lema 2.(ii) substituição de um vérti
e s ∈ S por dois vérti
es s1, s2 que induzem um K2.Como ℓ ≥ 2, temos então no mínimo dois 
onjuntos independentes. Podemos então
olo
ar o 
onjunto S ′\{s2} em um 
onjunto independente, S1, já que S ′\{s2} é 
om-pletamente não-adja
ente a R, e o vérti
e s2 em outro 
onjunto independente, S2, de

R.(iii) substituição de um vérti
e v ∈ K por dois vérti
es v1, v2 que induzem um I2.
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Como k ≥ 2, temos no mínimo duas 
liques. Podemos, então 
olo
ar o 
onjunto
K′\{v2} em uma 
lique, C1, já que K′\{v2} é 
ompletamente adja
ente a R, e ovérti
e v2 em outra 
lique, C2, de R.(iv) substituição de um vérti
e v ∈ K por dois vérti
es v1, v2 que induzem um K2.Como K′ é uma 
lique e é 
ompletamente adja
ente ao 
onjunto R, podemos entãoanalisar este 
aso de forma análoga à do Lema 2.Podemos 
on
luir que G é um grafo-(k, ℓ).Lema 5. Sejam G = (S,K,R) uma quase-aranha e k, ℓ ≥ 2 inteiros. Então G∗ é umgrafo-(k, ℓ) se e somente se G∗[R] é um grafo-(k, ℓ).Prova: A prova é análoga à do Lema 4.Lema 6. Seja G isomorfo a P5, e suponha k + ℓ = 3. Então G é um grafo-(k, ℓ) se esomente se G∗ é um grafo-(k, ℓ).Prova:

(⇒) Suponhamos que G é um grafo-(k, ℓ).Temos que G∗ é isomorfo a P2 ∪ P3, 
omo mostra a Figura 7.PSfrag repla
ements
a b c

d eFigura 7: G∗ é isomorfo a P2 ∪ P3.Como k + ℓ = 3, temos que analisar quatro 
asos:(i) Para k = 0 e ℓ = 3, temos G∗ 
om uma partição C1 = {a, b}, C2 = {c}, C3 = {d, e}.(ii) Para k = 1 e ℓ = 2, temos G∗ 
om uma partição C1 = {a, b}, C2 = {d, e}, S1 = {c}.(iii) Para k = 2 e ℓ = 1, temos G∗ 
om uma partição C1 = {a, b}, S1 = {c, d}, S2 = {e}.(iv) Para k = 3 e ℓ = 0, temos G∗ 
om uma partição S1 = {a, c}, S2 = {b, d}, S3 = {e}.Logo, G∗ é uma grafo-(k, ℓ).
(⇐) Suponha G 
omo mostra a Figura 8.PSfrag repla
ements

a b c d eFigura 8: G é isomorfo a P5.Novamente, 
omo k + ℓ = 3, analisaremos quatro 
asos:
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(i) Para k = 0 e ℓ = 3, temos G 
om uma partição C1 = {a, b}, C2 = {c, d}, C3 = {e}.(ii) Para k = 1 e ℓ = 2, temos G 
om uma partição S1 = {a, c, e}, C1 = {b}, C2 = {d}.(iii) Para k = 2 e ℓ = 1, temos G 
om uma partição S1 = {a, c, e}, S2 = {b, d}, C1 = ∅.(iv) Para k = 3 e ℓ = 0, temos G 
om uma partição S1 = {a, c, e}, S2 = {b, d}, S3 = ∅.Portanto, G é um grafo-(k, ℓ).Lema 7. Seja G isomorfo a P5, e suponha k + ℓ = 3. Então G é um grafo-(k, ℓ) se esomente se G∗ é um grafo-(k, ℓ).Prova: A prova é análoga à do Lema 6.Lema 8. Seja G isomorfo a C5, e suponha k + ℓ = 3. Então G é um grafo-(k, ℓ) se esomente se G∗ é um grafo-(k, ℓ).Prova: A prova é análoga à do Lema 6.Teorema 3. Sejam G um grafo P4-tidy e k, ℓ ≥ 2 inteiros. Então G é um grafo-(k, ℓ) se esomente se G∗ é um grafo-(k, ℓ).Prova:
(⇒) Suponhamos que G é um grafo-(k, ℓ).A prova será dada por indução em n, número de vérti
es de G.Para grafos 
om n = 1, a prova segue trivialmente.Agora, seja G um grafo-(k, ℓ), 
om n > 1 vérti
es. Vamos analisar 
in
o 
asos:(1) G é um grafo des
onexo 
om p 
omponentes 
onexos, isto é, G = G1 ∪ G2 ∪ . . . ∪ Gp.Observe que |V (Gi)| < n, para i = 1, 2, . . . , p. Como G é um grafo-(k, ℓ), Gi éum grafo-(k, ℓi), i = 1, . . . , p, 
om ∑p

i=1
ℓi = ℓ. Pela hipótese indutiva, (Gi)

∗ é umgrafo-(k, ℓi). Portanto, G∗ é um grafo-(k, ℓ).(2) G é um grafo des
onexo. A análise é análoga ao item (1).(3) G é isomorfo a uma aranha S = (S,K,R). Pelo Lema 2, G[R] é um grafo-(k, ℓ).Como |V (G[R])| < n, temos pela hipótese indutiva que (G[R])∗ = G∗[R] é um grafo-
(k, ℓ). E, pelo Lema 3, G∗ é um grafo-(k, ℓ).(4) G é isomorfo a uma quase-aranha S = (S,K,R). Pelo Lema 4, G[R] é um grafo-
(k, ℓ), já que k, ℓ ≥ 2. Temos adi
ionalmente que |V (G[R])| < n. Logo, pela hipóteseindutiva, (G[R])∗ = G∗[R] é um grafo-(k, ℓ). Pelo Lema 5, temos que G∗ é um grafo-
(k, ℓ).(5) G é isomorfo a P5 ou P5 ou C5. Pelos Lemas 6, 7 e 8, respe
tivamente, temos que G∗é um grafo-(k, ℓ).
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(⇐) Suponha que G∗ é um grafo-(k, ℓ).A prova também será dada por indução em n.Se n = 1 então segue trivialmente que G é um grafo-(k, ℓ).Suponha agora que G seja um grafo P4-tidy 
om n > 1 vérti
es. Novamente, analisaremos
in
o 
asos:(1) G é um grafo des
onexo, isto é, G = G1 ∪ G2 ∪ . . . ∪ Gp e |V (Gi)| < n, i = 1, 2 . . . , p.Observe que 
ada Gi satisfaz a propriedade de que Gi é des
onexo ou é isomorfo auma aranha, ou quase-aranha, ou P5, ou P5, ou C5.� Se Gi é des
onexo então (Gi)
∗ também é des
onexo, e 
omo G∗ é um grafo-(k, ℓ),

(Gi)
∗ é um grafo-(k, ℓi). Pela hipótese indutiva, Gi é um grafo-(k, ℓi).� Se Gi é isomorfo a uma aranha S = (S,K,R), 
onsideremos 2 sub
asos:(a) Se Gi é uma aranha magra, (Gi)

∗ é um grafo des
onexo e (Gi)
∗ = S∪(K+R).Como G∗ é um grafo-(k, ℓ), K + R é um grafo-(k, ℓi), e portanto (Gi)

∗ =
S ∪ (K + R) é também um grafo-(k, ℓi). Pela hipótese indutiva, Gi é umgrafo-(k, ℓi).(b) Se Gi é uma aranha gorda, (Gi)

∗ é um grafo 
onexo e (Gi)
∗ = S + (K ∪R).Novamente, temos que (Gi)

∗ é um grafo-(k, ℓi), e pela hipótese indutiva Gié um grafo-(k, ℓi)Em ambos os 
asos, Gi é um grafo-(k, ℓi), para i = 1, 2, . . . , p.� Se Gi é isomorfo a uma quase-aranha S = (S,K,R), a análise é análoga àanterior.� Se Gi é isomorfo a P5, temos que (Gi)
∗ é um grafo-(k, ℓi). Pelo Lema 6, Gi é umgrafo-(k, ℓi).� Se Gi é isomorfo a P5, a análise é análoga à anterior. Pelo Lema 7, Gi é umgrafo-(k, ℓi).� Se Gi é isomorfo a C5, novamente fazemos a mesma análise a
ima. Pelo Lema 8,

Gi é um grafo-(k, ℓi).Como Gi é um grafo-(k, ℓi), para i = 1, 2, . . . , p, temos que G é um grafo-(k, ℓ).(2) G é des
onexo. A análise é análoga ao item (1).(3) G é isomorfo a uma aranha. Como G∗ é um grafo-(k, ℓ), pelo Lema 3, (G[R])∗ é umgrafo-(k, ℓ). Como |G[R]| < n, podemos 
on
luir, pela hipótese indutiva, que G[R] éum grafo-(k, ℓ). E, pelo Lema 2, G é um grafo-(k, ℓ).(4) G é isomorfo a uma quase-aranha. Temos que G∗ é um grafo-(k, ℓ), pelo Lema 5,
(G[R])∗ é um grafo-(k, ℓ). Já que |G[R]| < n, temos, pela hipótese indutiva, que G[R]é um grafo-(k, ℓ). Pelo Lema 4, podemos 
on
luir que G é um grafo-(k, ℓ).(5) G é isomorfo a P5 ou P5 ou C5. Então, pelos Lemas 6, 7 e 8, respe
tivamente, podemos
on
luir que G é um grafo-(k, ℓ).Após analisarmos os 
in
o 
asos, podemos 
on
luir que G é um grafo-(k, ℓ).
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3. Re
onhe
imento dos grafos P4-tidy-(k, ℓ)O 
ografo auxiliar G∗ é uma ferramenta fundamental para o algoritmo linear de re
onhe-
imento dos grafos P4-tidy-(k, ℓ).Considere k e ℓ inteiros �xos, k, ℓ ≥ 2. O algoritmo está des
rito abaixo.Seja G um grafo P4-tidy.Algoritmo de re
onhe
imento de grafos P4-tidy-(k, ℓ)Entrada: Grafo P4-tidy G = (V,E)1 Transforme G em G∗;2 G1 := G∗;3 para i = 1 até k faça4 En
ontre Si;5 G∗

i+1 := G∗

i \Si;6 |V
′

| := |V | − |Si|;7 para j = k + 1 até k + ℓ faça8 En
ontre Cj;9 G∗

j+1
:= G∗

j\Cj ;10 |V
′

| := |V | − |Cj|;11 se |V
′

| = 0 então12 G∗ é um grafo-(k, ℓ) e G é um grafo-(k, ℓ);13 senão G∗ não é um grafo-(k, ℓ) e G não é um grafo-(k, ℓ);Teorema 4. Sejam G um grafo P4-tidy e k, ℓ ≥ 2 inteiros. Então podemos de
idir se G éum grafo-(k, ℓ) em tempo linear.Prova: Para transformar o grafo G no 
ografo G∗, utilizamos a árvore primeval de G,que pode ser obtida em tempo linear, 
onforme Jamison et al. (1995). Examinamos 
ada
omponente p-
onexo, e substituímos em tempo linear pelos seus respe
tivos grafos dadospelas Regras de 1 a 5. Veri�
ar se um 
ografo é um grafo-(k, ℓ) também pode ser feito emtempo linear, 
omo apresentado por Bravo et al. (2005) e Demange et al. (2005).4. Con
lusãoNeste trabalho, usamos fortemente a estrutura dos grafos P4-tidy e a árvore de de
omposiçãoprimeval para desenvolver um algoritmo de re
onhe
imento de grafos P4-tidy-(k, ℓ).Referên
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