XLIISBPO LA 1

REDES EIXO-RAIO APLICADA AO TRANSPORTE
PUBLICO

Elisangela Martins de Sa
elisangeladep @ufmg.br

Ricardo Saraiva de Camargo
rcamargo @dep.ufmg.br

Gilberto de Miranda Junior
miranda@dep.ufmg.br

Departamento de Engenharia de Producao
Universidade Federal de Minas Gerais
Belo Horizonte — MG — Brasil

RESUMO

Um dos maiores problemas que os grandes centros urbanos enfrentam atualmente é o congestio-
namento no transito. Uma alternativa para solucionar esse problema seria uma maior utilizacdo de
meios de transporte publico como trens, metrd, fura-fila e etc. No entanto, devido ao alto custo
para instalar conexdes diretas entre todos os pares de pontos origem-destino, modelamos a rede de
transporte urbano como uma rede do tipo eixo-raio. Neste trabalho usamos um modelo baseado
na formulacdo proposta por Contreras et al. (2009) e apresentamos dois algoritmos baseados no
método de decomposicdo de Benders para resolver o problema. Os dois algoritmos se mostram
bastante competitivos frente ao software comercial CPLEX.

PALAVRAS CHAVE. Redes eixo-raio. Decomposi¢do de Benders. Otimizagao.

ABSTRACT

One of the largest problems that large cities face nowadays is traffic congestion. An alternative
to solve this problem would be to increase use of public transport like trains, subways, stick-row
and so on. However, due to the high cost to install direct connections between all pairs of origin-
destination points, we have modeled the urban transport network as a hub-and-spoke network. In
this paper we have used a model based on the formulation proposed by Contreras et al. (2009) and
we present two algorithms based on Benders decomposition method to solve the problem. Both
algorithms have proved to be very effective when compared to the optimization software CPLEX.
KEYWORDS. Hub-spoke network. Benders’s decomposition. Otimization.
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1. Introducao

Um dos maiores problemas que os grandes centros urbanos enfrentam atualmente é o con-
gestionamento no transito provocado tanto por veiculos de transporte publico (dnibus e taxis) quanto
por veiculos de transporte privado (carros e motos). Uma alternativa para solucionar este problema
seria uma maior utilizacdo de meios de transporte ptblico como trens, metrd, fura-fila e etc. No
entanto, se torna inviavel instalar conexdes diretas entre todos os pares de pontos de origem e de
destino devido ao alto custo de instalacao dos terminais de acesso e dos corredores de deslocamento.
Logo uma alternativa seria modelar a rede de transporte publico como um rede do tipo eixo-raio,
do inglés hub-and-spoke network.

Em redes do tipo eixo-raio a demanda entre os pares de origem e destino nio € trans-
portada diretamente. O fluxo de diferentes origens, mas enderecado ao mesmo destino, pode ser
consolidado em pontos de transbordo, conhecidos como concentradores, antes de ser enviado, pos-
sivelmente através de outros concentradores, em direcdo aos seus destinos. Concentradores sdo
entdo responsdveis pela agregacdo, roteamento e redistribui¢ao do fluxo. A aglomeracdo do fluxo
nos concentradores aumenta o trafego nas conexdes entre concentradores, permitindo assim o uso
de meios de transporte de maior volume e mais eficientes, resultando em custos unitdrios de trans-
porte menores (O’ Kelly, 1998). Dessa forma economias de escala podem ser alcancadas. As redes
do tipo eixo-raio reduzem entdo significativamente o custo de instalacdo e gerenciamento da rede,
além de permitir o usofruto da economia de escala ao consolidar os fluxos nos concentradores (Kara
e Tansel, 2003).

A figura 1 ilustra a diferenca entre os dois tipos de rede: a figura (a) mostra uma rede em
que todos os pares de pontos de origem e de destino estdo conectados, enquanto figura (b) apresenta
uma rede do tipo eixo-raio, onde os quadrados representam os concentradores e os circulos, os
pontos de origem e de destino.

Figura 1: (a) Conexao entre pares origem/destino (b) Rede eixo-raio

Em uma rede de transporte publico do tipo eixo-raio, meios de transporte de maior capaci-
dade sdo usados nas conexdes entre concentradores, enquanto linhas locais sao usadas nas conexdes
entre os pontos de origem e concentradores e entre concentradores e pontos de destino.

Neste trabalho utilizamos duas variantes do método de decomposicao de Benders para re-
solver o problema de localizacdo de concentradores aplicada ao transporte piblico com alocagéo
simples, ou seja cada ponto serd alocado a um udnico concentrador, usando a formulagdo proposta
por Contreras et al. (2009).

Este artigo € organizado da seguinte forma: na proxima secdo serd feita uma revisdo de
literatura. J4 na sec@o 3 se encontra a notacdo usada e uma formulagdo para o problema. Na se¢ao
4, dois algoritmos baseados no método de demposicdo de Benders sdo aplicados para resolver o
problema. Na secdo 5 estd uma andlise dos resultados computacionais com algumas consideragdes.
Finalmente, na se¢do 6 € apresentada uma conclusio deste trabalho
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2. Exame da literatura

Nickel et al. (2000) s@o os primeiros a enderecarem o problema de transporte publico
usando o paradigma dos sistemas eixo-raixo. Eles propdem duas formulacdes: Public Transport
(PT) e Generalized Public Transport (GPT). Em ambos os modelos, hd um custo fixo ndo apenas
para instalar os concentradores como também para instalar as conexdes entre os concentradores.
Além disso, ndo € obrigatério que a rede formada pelos concentradores seja completamente conec-
tada.

Em Gelareh (2008), varias formulacdes para o problema de localizacdo de concentrado-
res aplicada ao transporte publico com alocacdo multipla sdo apresentadas. Para tornar o modelo
mais realistico, ele relaxa algumas suposicdes cldssicas da literatura de sistemas eixo-raio, como
por exemplo permitindo que haja conexdes diretas entre os pontos de origem e de destino e acei-
tando que a rede formada pelas conexdes entre concentradores ndo seja um grafo completo. Trés
algoritmos baseados no método de decomposi¢do de Benders (Benders, 1962) e no procedimento
heuristico guloso com busca em vizinhanga sdo usados para resolver instdncias de médio porte (até
45 nés) com um esforco computacional aceitavel.

Contreras et al. (2009, 2010) apresentam duas formula¢des uma com trés e outra com quatro
indices para o problema de Tree of Hub Location ou Localizagio de Concentradores em Arvore.
Neste tipo de problema, muito comum em redes de telecomunicacdes e de transporte publico, onde
o custo de instalacdo das conexdes é muito alto, sendo invidvel uma estrutura de concetradores
completamente conectada. Desta forma, a rede formada pelos concentradores é necessariamente
uma arvore. A formulagdo com quatro indices apresenta uma relaxacao linear bastante justa e um
algoritmo baseado em relaxac¢do Lagrangeana é usado para resolver instincias de grande porte (até
100 nés) com um gap de otimalidade relativamente alto, 2, 45%.

Neste trabalho, um modelo baseado na formulacido de Contreras et al. (2009) € usado para
modelar o problema de localizag¢do de concentradores aplicada ao transporte publico. As diferencas
entre o modelo que usaremos e o de Contreras et al. (2009) € o uso de custo fixo para instalacdo dos
concentradores e a adi¢do de algumas restricdes que tornam o modelo ainda mais justo.

A principal motivagdo para o uso desse modelo para modelar uma rede de transporte pu-
blico € o fato de que geralmente em redes de transporte publico, o custo de instalacdo das conexdes
entre os concentradores é muito alto, sendo conveniente projetar uma rede com o menor nimero de
conexdes possiveis entre os concentradores, ou seja, uma drvore. Contreras et al. (2010) apresentam
um exemplo concreto da aplicacio de localizacdo de concentradores em drvore no desenho da rede
de trens de alta velocidade na espanha. Esta rede que deverd estar pronta por volta de 2020 tem o
formato de arvore e foi projetada para que toda cidade com mais de 10.000 habitantes esteja a um
raio de 50 km de uma estacdo( concentradores).

3. Definicoes e formulacoes

A formulacio de Contreras et al. (2009) requer as seguintes defini¢cdes: sejam o conjunto
N de pontos de demanda e o conjunto K de candidatos a serem instalados os concentradores, onde
K C N. Normalmente K = N. Para cada ponto k£ € K estd associado um custo fj para se
instalar um concentrado em k. Para quaisquer pares de pontos %, j (i, j € N : i # j) temos w;;
unidades de fluxo a serem roteadas da origem 7 até o destino j. Para simplificar a notagdo definimos
ainda O; = > jWij e D, =5 ; Wji COMO a quantidade de trafego que tem o ponto ¢ como origem
e destino, respectivamente.

O custo unitério de transporte para cada par origem-destino ¢ e j € a soma (i) do custo uni-
tario c;;, de se enviar uma unidade de fluxo de ¢ para o primeiro concentrador k£ no caminho de ¢ para
J, caso ¢ ndo seja um concentrador; (ii) dos custos acy,, para cada conexdo entre concentradores
no caminho de 7 para j, usufruindo de um fator de desconto a, tal que 0 < o < 1; e (iii) do custo
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¢mj de se enviar uma unidade de fluxo do tltimo concentrador m para o ponto de destino j, caso j
ndo seja um concentrador.

A varidvel ;jx,, > 0 representa a fragdo de fluxo com origem em i e destino j passando
pelos concentradores k—m. A varidvel y,, € {0,1} éigual a 1 se a conexdo entre os concetradores
k e m for instalada e 0, caso contrério. Ja a variavel z;;, € {0,1} éigual a 1 se o ponto ¢ for alocado
ao concentrador k e 0, caso contrario. No caso i = k, zx; € igual a 1 se o concentrador k for
instalado e 0, caso contrério.

Para simplificar a apresentacdo da formulacdo, os indices 7 e j, e k e m pertencem ao
conjunto NV e K respectivamene, sendo omitidos no restante do trabalho. O Problema de localiza¢io
de concentradores com alocag¢do simples aplicado ao transporte publico pode ser formulado da
seguinte forma:

min Z apzik + Z Z(O’ + Dj)cikzik + Z Z (CkmOW;j 4 CkQW;i) Tijkm (D)
k

i ki i<j k#m
S.a: Zip < Zkk Vi#£k 2)
>z =1 Vi 3)
k
Ykem < Zkk Vk<m 4)
Ykm < Zmm Vk<m %)
Z Tijkm + Zim = Z ZTijmr + Zjm Vi<jg,m (6)
kiﬂm r>rm
Zijkm T Tijmk < Ykm Vi<jk<m 7
Z Tijkm < Zkk Vi<ijk (8)
m@k
Z injkm < Zkk Vi<ijk )
mTZk !
Z Zkk =P (10)
k
Tijkm 2 0 Vi<ijk#m (11)
Yrm € 10,1} Vk<m; (12)
zip € {0,1} Vi k (13)

No modelo acima a funcéo objetivo (1) minimiza o custo de instalagdo dos concentradores
e o custo de transporte. As restricdes (2) garantem que um ponto s6 poderd ser alocado a con-
centradores instalados. As restricdes (3) asseguram que todo ponto ¢ deve ser alocado a um tnico
concentrador k. As restricdes (4) e (5) garantem que s6 haverd instalagdo de uma conexdo entre
concentradores se os mesmo estiverem instalados. As restri¢des (6) representam a conservacao do
fluxo. As restrigdes (7) permitem que haja fluxo de ¢ para j passando pelos concentradores k e m se
a conexdo k — m estiver instalada. As restri¢des (8) e (9) asseguram que sé haverd fluxo de ¢ para
J passando pelos concentradores k£ e m, se k e m estiverem instalados. Estas restricdes sdo redun-
dantes, mas fortalecem a relaxagao linear da formulag@o. A restricdo (10) garante que exatamente
p concentradores serdo instalados.
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Devido ao fato de usarmos uma formulagao linear inteira mista com uma estrutura decom-
ponivel, ou seja, fixadas as varidveis inteira o problema pode ser decomposto em vdrios subproble-
mas menores, entdo o método de decomposicdo de Benders parece adequado para resolver nosso
problema. Na préxima se¢do € apresentada um breve introdugdo ao método de decomposi¢do de
Benders.

4. Método de Decomposicao de Benders

O método de decomposi¢do de Benders foi proposto por Benders (1962) para resolver
problemas de programacao linear inteira mista. A idéia basica do algoritmo é decompor o problema
original em dois problemas mais simples: um problema inteiro misto, conhecido com problema
mestre (PM), e um problema linear, conhecido como subproblema (SP).

O PM ¢ uma versio relaxada do problema original com o conjunto de varidveis inteiras e
suas restricdes associadas, e a adi¢do de uma varidvel continua 7; enquanto SP € o problema original
com os valores das varidveis inteiras temporariamente fixado pela solu¢do do PM. O algoritmo
resolve cada um dos dois problemas mais simples iterativamente, um de cada vez. Em cada iteracdo,
uma nova restricdo, conhecida como corte de Benders, é adicionado ao PM. Esta nova restrig¢ao é
originada pela soluc¢do do problema dual do SP. O algoritmo para quando o valor da varidvel 7 da
solugdo 6tima do PM € igual ao valor da funcgéo objetivo do SP.

O trabalho pioneiro de Geoffrion e Graves (1974) comprovou a eficiéncia computacional
do método de decomposicdo de Benders na resolugdo de algumas classes de problemas. Varios
autores, entre eles Camargo et al. (2008); Gelareh (2008); Camargo et al. (2009), utilizam com
sucesso 0 método de decomposi¢do de Benders para resolu¢do de problemas de localizacdo de
concentradores.

Fixando as varidveis inteiras z = z" e y = yh que sdo solugdes vidveis do modelo (1)-(13),
tem-se o seguinte modelo linear:

min > Y (ChmOwij + CmpQW)i) Tijhm + 5" (14)
i<j k#m
s.a: Z Tijkm — Z Tijmr = z;‘m — 2 Vm,1<j (15)
Km rem
Tijkm + Tijmk < Yim Vi<jk<m (16)
> Tijkm < 2% Vk,i<j (17)
m
m>k
SN wijmr < 24y Vk,i<j (18)
mo
m<k
Tijkm = 0 Vi<j,k#m (19)

Onde s” é custo de instalagio dos concentradores e de transporte entre os concentradores e
0s pontos que nio sio concentradores da solucio referente a 2" e .

Associando as varidveis Uijm, €;jkm, Sijk € tijk as restrigdes (15), (16), (17) e (18) respec-
tivamente, temos o seguinte problema dual para cada par de origem-destino z — j (¢ < 7).
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max Z ) Wijm — Z Yperm Cijkm — Z 23 (8ijk + tijn) (20)
k<m
Ujjm — Wijk — €ijkm — Sijk — tijm < (Oz + Di)ckma Vk <m 21
Uijm — Wijk — Cijmk — Sijk — tijm < (Ol + Di)ckmOé Vk > m 22)
Uijm € R VYm (23)
Sijm > 0 Ym (24)
tijm > 0 VYm (25)
€ijkm = 0 Vk <m (26)

Este problema é conhecido como subproblema de Benders. A partir da funcio objetivo (20) pode-
mos montar dois tipos de restricdes para o problema mestre, conhecidas como cortes de benders.
Caso o problema dual (20)-(26) possua uma soluc@o 6tima limitada, com o auxilio da varidvel 7;; €
gerada a seguinte restricdo conhecida como corte de otimalidade:

> Z Zjm — sz zym Z ykmez]km Z zkk zgk + tljk) (27)
k<m
h - . ., . . . ~
Onde uwm, iikm sij,C e tijk sao o§ valores 6timos das varidveis duais em uma dada iteragao
h e n;; € uma varidvel continua que subestima o custo de transporte.
Caso o problema dual (20)-(26) possua uma solucao ilimitada é gerada a seguinte restricao
conhecida como corte de viabilidade:

02> Z Zjm — sz zym Z ykmez]km Z Zkk z]k + tzgk) (28)
k<m
Onde ul m Z s S k e t Uk ¢ o raio extremo de (21)-(26) em uma dada iteragao h.

Logo temos o segulnte problema mestre:

min Z agzpk + Z Z (O;i + Dy)cipzir + Z Mij (29)

k;ﬁz 1<j
S.a: zip < Zik Vi#£k 30)
Z Zip = 1 Vi 31
k
Ykm < Zkk Vk<m (32)
Ykm < Zmm Vk<m 33)
nij > Z Zim = Zim) W — > Ykm ik — szk she+the) Vi<j heH (34)
k<m
0> Z(zjm — sz)u?]m — Z ykme?jkm — szk(sijk + tijk) Vi<j, heG (35
m k<m k
Z Rkk =D (36)
k
Yem € {0,1} VEk<m (37)
zik € {0, 1} Vi, k (38)
nij =0 Vi<j (39)
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Onde H e G sdo os conjuntos de pontos extremos e de raios extremos de (21)-(26), respec-
tivamente.

Utilizando o SP (20)-(26) e o problema mestre (29)-(39), temos o seguinte algoritmo de
decomposi¢do de Benders cléssico:

Algoritmo de Benders Classico

PASSO1 FacaUB =00, LB = —c.

PASSO2 Se UB = LB, entao PARE. Foi obtida a soluciao 6tima do problema
(1)-(13).

PASSO 3 Resolva o PM (29)-(39). Obtendo S5, e o valor 6timo das varidveis
Zik © Ykm-

PASSO 4 Faca LB = S5, e atualize 2, € Yk, no problema dual (20)-(26).

PASSO 5 Para cada par ¢ — j: Resolva o problema dual (20)-(26).

PASSO 6 Se o problema dual for ilimitado adicione ao PM (29)-(39) um corte de
otimalidade usando (27). Caso contrario, adicione ao PM o corte de
viabilidade usando (28)

PASSO7 FacaUB =min{UB, Spp+ > ) akzke + 2 ; Zki(oz + D;)cirzik}-

7

Volte ao PASSO 2.

Onde Sy e Sh;p s@o os valores 6timos das fungdes objetivo (20) e (29), respectivamente.

Apesar de alguns autores terem obtido sucesso na aplicagdo do método de decomposi¢ao
de Benders, geralmente, o método cldssico de decomposi¢do de Benders possue uma convergén-
cia muito lenta na pratica, por isso podemos encontrar na literatura varias técnicas propostas para
melhorar a convergéncia do método. McDaniel e Devine (1977) sugerem usar a relaxacao linear
do problema mestre nas primeiras iteracdes do método de decomposicio de Benders. Dessa forma
sdo gerados vdrios cortes para o problema mestre, sem a necessidade de se resolver um problema
de programacdo linear inteira mista. Esta modificacdo no método de decomposicdo de Benders é
conhecida como hot start.

Uma outra técnica para melhorar o desempenho do método de decomposi¢do de Benders foi
proposta por Magnanti e Wong (1981). A idéia basica de Magnanti e Wong € adicionar ao problema
mestre, a cada iterag@o, cortes pareto-6timo. Segue abaixo uma defini¢do de corte pareto-6timo:

Definicdo 1 Um corte ¢é dito ser pareto-otimo se ele domina todos os outros cortes. Seja U =
{(u, s,t,e) : satisfazendo as restri¢des (21)-(26)}, o conjunto de valores vidveis para as varid-
veis duais. Entdo o corte de benders associado as varidveis (ul, st tl, 1)1) € U domina o corte
associado a (u?, s%,12,v?) € U, se:

g (ng Zim u”m E ykmezjkm § Zkk Sljk+tljk § Z]m Zim uz]m E ykmez]km E Zkk 511k+tz]k)
m

m k<m k<m
(40

Para construir o problema de geracdo de cortes pareto-6timo utilizamos o conceito de core
point. Segue abaixo uma definicio de core point.

Definicio 2 Um ponto é um core point se ele pertence ao interior do conjunto convexo (30)-(38).

O algoritmo original de Magnanti e Wong (1981) resolve dois subproblemas a cada itera-
¢do do método de decomposicdo de Benders: Um subproblema associado a solucio corrente do
problema mestre, SP (20)-(26) e outro subproblema associado a um dado core-point (2°,y°). Seja
f¥(u, s,t, €), o valor da funcio objetivo do SP (20)-(26), associado a solugdo (2", 3) do problema
mestre. Segue abaixo o subproblema de Magnanti e Wong:

2421



XLIISBPO e 1

maxz ) Wijm — Z ykmemkm Z 2 (8igk + tijn) 41
k<m

S. a: Z Uzym - Z YemCijkm — szk Sijk +tl]k) f (u s, t, 6) (42)
k<m

restricoes (21) — (26) (43)

O problema acima gera cortes pareto-6timo que aceleram a convergéncia do método de
decomposicao de Benders.

Papadakos (2008) propde a utiliza¢do de um problema alternativo mais simples que o pro-
posto por Magnanti e Wong (1981) para gerar cortes pareto-6timo. Este problema, nomeado pro-
blema independente Magnanti-Wong, demanda menos esforco computacional para gerar os cortes.
O subproblema independente de Magnanti-Wong é:

maxz ) Wijm — Z ykmemkm Z 2 (Sigk + tijn) (44)

k<m

s. a: restrigdes (21) — (26) (45)

Devido ao fato de que, geralmente, encontrar os core points € uma tarefa muito dificil,
Papadakos (2008) apresenta uma forma mais facil de atualizar os core points a cada iteracdo. Ele
mostra que a combinacdo convexa entre um core point € o ponto inteiro referente a solugdo do
problema mestre também € um core point. Ou seja o core point na iteracdo k pode ser atualizado
da seguinte forma:

Zp =M+ (1= Nz (46)

Onde z ¢ a solugdo 6tima do problema mestre na iteragcdo k.

Logo, dado um core point inicial as atualizacdes dos core points a cada iteragdo pode ser
feita de uma forma bastante simples. J4 para os casos em que encontrar o core point inicial ainda é
uma tarefa dificil, Papadakos (2008) sugere a utilizagdo da solu¢do do problema mestre como core
point inicial. Neste trabalho utilizamos o seguinte core point inicial

(0.5n — 1)

NCr (47)

0.5
20, = 05,2 = ﬁparai Fkey) =2
n —
e A = 0.5 para a atualizag@o dos core point a cada iteragao.
Utilizando o SP (20)-(26), o problema mestre (29)-(39) e o problema independente de
Magnanti-Wong (44)-(45), temos o algoritmo de decomposicdo de Benders com cortes pareto-
otimo:
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Algoritmo de Benders Acelerado

PASSO1 FacaUB = o0, LB = —o00.

PASSO2 Se UB = LB, entdo PARE. Foi obtida a solucdo 6tima do problema
(1)-(13).

PASSO 3  Resolva o problema independente de Magnanti-Wong (44)-(45).

PASSO 4  Se o problema independente de Magnanti-Wong for ilimitado adicione
ao PM (29)-(39) um corte de otimalidade usando (27). Caso contrario,
adicione ao PM o corte de viabilidade usando (28)

PASSO 5  Resolva o PM (29)-(39). Obtendo Sp,, e o valor 6timo das varidveis
Zik © Ykm -

PASSO 6  Faca LB = Sp,, e atualize z;j, € Yk, no problema dual (20)-(26).

PASSO 7  Para cada par ¢ — j: Resolva o problema dual (20)-(26).

PASSO 8  Se o problema dual for ilimitado adicione ao PM (29)-(39) um corte de
otimalidade usando (27). Caso contrario, adicione ao PM o corte de
viabilidade usando (28)

PASSO 9 FacaUB =min{UB , S;’D + Zk 2Lk + Zl Zk];é(OZ + D,)clkzlk}

1

PASSO 10  Atualize os pontos de Magnanti-Wong: faga z5), = \23 + (1 — \)zl e
Yom = Ayb + (1= A)yp . onde 0 < X < 1. Volte a0 PASSO 2.

5. Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram feitos usando o conjunto de dados AP do servigco postal
australiano , introduzido por Ernst e Krishnamoorthy (1996). Cada instancia é denotada por apn.a,
onde n é o ndmero dos nds e « é o desconto usado que pode assumir o valor 2 para 20%, 4 para
40%, 6 para 60% e 8 para 80% de desconto. Para cada instincia apn.a foram feitos testes para
valores de p = 3,5 e 8.

Todos os testes foram feitos usando um computador Core 2 Duo com 2.5 GHz e com 8 GB
de memoria usando o sistema operacional Linux. As duas variantes do método de decomposicao de
Benders foram implementadas em C++ usando o CPLEX 9.1 para resolver os problemas lineares e
linear inteiro misto. Devido ao fato de usarmos uma formula¢do com uma relaxagdo linear bastante
justa os dois métodos foram implementados usando hot start, ou seja as restricoes de integralidade
das varidveis inteiras s@o relaxadas nas primeiras iteragdes do método.
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Figura 2: Esfor¢o computacional

Os resultados dos testes computacionais estdo na tabela 1. Onde 7{s) € o tempo em segun-
dos para encontrar a solugdo 6tima, # iter € o nimero de itera¢cdes do método de decomposicio sem
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hot start e # iter HS é o niimero de iteragdes de método de decomposi¢do com hot start. A figura 2

mostra uma comparagdo do tempo computacional de cada algoritmo para encontrar a solugdo 6timo.

Pode-se observar que para instancias pequenas (n = 10) os trés métodos apresenta um resultado

muito préximo. Mas para instdncias maiores a variante do método de decomposi¢do de Benders
com cortes pareto-6timo se mostra muito mais eficiente, se comparada com os outros dois métodos.
J4 a variante de Benders cldssico se mostra bastante competitiva com o CPLEX comprovando a
aplicacdo do método de decomposi¢do de Benders para resolver este problema.

Na figura 3 pode-se observar a vantagem da variante de Benders com cortes pareto-6timo,
em relacdo ao nimero de ciclos para encontrar a solucdo 6tima comparando com a variante de
Benders classico. A variante do método de decomposi¢do de Benders com cortes pareto-6timo

converge muito mais rdpido para 6timo que a variante classica. Comprovando a eficdcia dos cortes
pareto-6timo para acelerar a convergéncia do método.
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Figura 3: Quantidade de ciclos
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Tabela 1: Desempenho Computacional dos algoritmos

Instancia  p Cplex Benders Classico Benders Pareto-6timo
T(s) #iter. HS  f#iter. T(s) #iter. HS  #iter. T(s)
apl10.2 3 0.06 11 1 0.19 5 1 0.15
5 0.25 14 1 0.37 8 1 0.32
8 0.72 18 2 0.96 7 6 1.67
apl0.4 3 0.07 15 1 0.37 4 1 0.09
5 0.28 15 1 0.39 6 3 0.76
8 0.88 16 5 2.42 7 6 2.30
apl0.6 3 0.05 15 1 0.36 4 1 0.11
5 0.06 16 1 0.39 8 1 0.23
8 1.28 16 5 2.51 9 5 2.58
apl10.8 3 0.08 16 1 0.45 5 1 0.14
5 0.06 16 1 0.36 7 1 0.20
8 1.79 18 4 2.74 8 6 2.76
ap20.2 3 24.57 27 1 26.55 8 1 4.14
5 30.03 24 1 23.73 11 1 8.06
8 130.21 31 1 67.74 11 2 52.59
ap20.4 3 31.23 36 1 74.59 6 1 2.58
5 29.13 28 1 34.21 10 2 18.42
8 189.71 34 1 106.53 13 3 153.24
ap20.6 3 18.97 32 1 49.96 6 1 2.90
5 16.30 29 1 39.41 8 1 4.43
8 45.56 33 1 44.21 12 1 11.40
ap20.8 3 18.51 36 1 69.11 6 1 2.86
5 18.79 33 1 53.92 6 1 2.63
8 21.85 28 1 37.69 8 1 8.63
ap30.2 3 1212.22 27 1 204.03 10 1 29.32
5 1579.30 37 1 544.35 10 1 42.29
8  1546.09 30 1 307.65 13 1 147.76
ap30.4 3 409.06 35 1 507.63 5 1 11.21
5 1173.98 51 1 1190.26 7 1 26.44
8  636.14 32 1 334.10 10 1 51.11
ap30.6 3 652.29 41 1 744.43 5 1 10.24
5 770.25 36 3 2069.51 10 1 37.99
8  972.59 37 1 501.37 11 1 66.15
ap30.8 3 392.37 33 1 552.53 5 1 10.27
5 832.21 36 1 562.51 9 1 32.98
8  1909.74 37 1 509.54 10 1 44.87

6. Conclusoes e consideracoes finais

30/08 A 03/09

BENTO GONCALVES = RS

Neste artigo apresentamos duas variantes do método de decomposicdo de Benders para
resolver o problema tree of hub location. Uma variante baseada no método de decomposicio de
Benders classico e a outra variante baseada no método de decomposi¢do de Benders com cortes
pareto-6timo. A variante de Benders com cortes pareto-6timo se mostrou mais eficiente quando
comparada com a variante de Benders cldssico e com o software comercial CPLEX. No entanto as
duas implementacdes se mostraram bastante competitivas frente ao software CPLEX, confirmando
a aplicabilidade do método de decomposicdo de Benders para resolver o problema tree of hub

location.
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