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RESUMO

O presente trabalho traz uma proposta para a gEgbldo problema de estratificacdo
multivariada, mediante a aplicacdo de dois algastrde otimizacdo. O problema em quest&o
consiste em dividir uma populacdo composta porunidades (objetos) em um conjunto de
subpopulagbes, chamadas de estratos (agrupameeatmk),em conta um conjunto pl@ariaveis
da pesquisa. De forma a produzir estratos mais génsws, os algoritmos visam a minimizacao
de uma expressao de variancia. Resultados compngésiobtidos a partir de um conjunto de
dados reais sdo apresentados e discutidos.

PALAVRAS CHAVE. Estratificacdo, Metaheuristicas, Amostragem. MH.

ABSTRACT

This work intends to solve the multivariate stia@tion problem by using two
optimization algorithms. The problem in questiomsists in divide a population composedNby
objects intoL sub-populations, called strata, taking in acca@usét ofp study variables. In order
to produce homogeneous strata, the algorithms @nminimize a variance expression.
Computational results obtained from real data apgiged and discussed.
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1. Introducao

O presente trabalho concentra-se, em particulagshalo e resolucdo do problema de
estratificacdo multivariada (Jarque, 1981 e JewmmdtJudkins, 1988). Tal problema consiste em
dividir uma populacéo composta pbunidades (objetos) em um conjunto ldesubpopulagdes,
chamadas de estratos. A construcdo destes es&atbstuada utilizando um conjunto gde
variaveis da pesquisa, cujas observacdes sao d¢dabgrara todas as unidades da populagéo.

Para cada uma dgsvariaveis € calculada uma variancia (Cochran, 1956hdo a
soma destas variancias correspondente a uma Jariatal. Com a finalidade de produzir boas
estimativas (Bolfarine e Bussab, 2005) a partiah@stras selecionadas nos estratos e reduzir os
erros associados com tais estimativas, busca-$eimiracdo da variancia total, o que resulta na
construcdo de estratos mais homogéneos.

O problema de estratificagdo multivariada corredpoa um problema classico de
agrupamento (Kaufman e Roussee@®89) com uma funcao objetivo ndo linear. Assim @om
em outros problemas de agrupamento, a obtencamditiono global, mediante a aplicacédo de
algum método de enumeracgéo, torna-se computacienténmviavel & medida que o nimero de
objetos a serem agrupados aumenta (Johnson A.Rehelfy, 2002). Como alternativa, poder-se-
ia utilizar um método classico de agrupamento ckm®ans (Spath, 1980), que produz solucbes
viaveis em um tempo computacional razoavelment&obai que trabalha com uma funcéo
objetivo similar a utilizada no problema de esfigdzdo multivariada. Nao obstante, tal método
tende a produzir solucdes viaveis de qualidademitn boa, afastadas do 6timo global.

Dessa forma, objetivando produzir solucbes de heaidpde, e simultaneamente
trabalhar com a fung&@o objetivo (variancias) dobfama de estratificacdo, propde-se neste
trabalho dois algoritmos, desenvolvidos a partiedtudo das metaheuristicas GRASP (Resende
e Sousa, 2004) e Algoritmos Genéticos (Holland 51@bldberg, 1989 e Linden, 2008).

Este trabalho esté dividido da seguinte forma: &#s seguinte, séo apresentados de
forma concisa os principais conceitos sobre amgetna Na se¢éo 3, apresenta-se o problema de
estratificacdo multivariada. A secdo 4 traz umacide®o dos procedimentos GRASP e
Algoritmos Genéticos e apresenta detalhadamenti®issalgoritmos propostos. A Ultima secao
traz um conjunto de resultados computacionais obtedpartir da aplicagéo dos dois algoritmos,
considerando um conjunto de dados do Censo Denomdd 2000.

2. Conceitos sobre Amostragem

A amostragem faz parte ndo apenas de procediméétmécos, mas é realizada
também, com freqiiéncia, em eventos comuns da véde.dPor exemplo, para avaliar o estado
clinico de um paciente, um médico pode solicitarexame de sangue (amostra). Por outro lado,
para verificar o tempero de um alimento em pre@aragodemos provar (observar) apenas uma
porcdo. Neste caso, estaremos também realizandamogtragem.

A partir da utilizacdo da amostragem é possivedrabhformacdes sobre uma populacao
investigando apenas uma parte dessa populacdongleta amostra. A populacdo é definida
como um conjunto de elementos que possuem pelosmenatributo (pardmetro) em comum na
populacdo. Os resultados observados na amostrétaens estimativas (valores aproximados)
para os parametros de interesse.

Segundo Barbetta (2008), a utilizacdo do levantameyor amostragem torna-se
interessante pelos seguintes motivos:

* Economia: Em geral, € bem mais econémico a inwesig de apenas uma
parte da populagéo.

« Tempo: Em uma pesquisa eleitoral, a trés dias dealeicdo presidencial, ndo
haveria tempo suficiente para pesquisar toda alpggo de eleitores do pais,
mesmo que houvesse recursos financeiros em abuadanc
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» Confiabilidade dos dados: Quando se pesquisa umemimeduzido de
elementos, pode-se dar mais atencéo aos casoglualdy evitando erros nas
respostas.

« Operacionalidade: E mais facil realizar operac@petjuena escala. Um dos
problemas tipicos nos grandes censos (pesquisa®ddea populacdo) é
justamente o controle dos entrevistadores.

Considerando as informagdes que se pretende cdterappopulagdo, as restricdes de
custo da pesquisa e o nivel de precisdo com osgupietende trabalhar, pode-se optar por um
dos seguintes esquemas classicos de amostrageis,s@imn: amostragem aleatoria simples,
amostragem de conglomerados, amostragem sisteraait@stragem estratificada.

Neste trabalho, em particular, serd feita uma dgserda amostragem estratificada,
tendo em vista que tal esquema esta associadoblemia em estudo.

2.1 Amostragem Estratificada

Entende-se por amostragem estratificada (Bolfagir@ussab, 2005), o processo de
dividir uma populacadJ formada porN unidades (ou elementos) eln grupos mutuamente
exclusivos, denominados estratos. Tal divisdo ¢afeegundo alguma(s) caracteristica(s)
(varidveis) conhecida(s) na populagdo. A estraiifio € usada principalmente para resolver
problemas como: melhoria da precisédo das estinsa{imanor erro padrao associado); producao
de estimativas para a populacdo e para subpopstgodiequestdes administrativas, etc.

SendoN,, N,,...,,N,,...,N, o total de elementos (ou unidades) da populd¢c@ados
a cada um dos estratos, tem-se naturalmente axge=gguacao:

N, +N, +..+ N, +...+ N =N : (2)

Para que sejam obtidos todos os proveitos daiéstiedio, os valores\N, devem ser

conhecidos. Definidos os estratos, a partir do eoinfiento de uma ou mais caracteristicas da
populacdo, seleciona-se uma amostra em cada urs, deledo as selecbes feitas de maneira
independente em cada um dos estratos, consideratglon esquema de amostragem
(amostragem aleatGria simples, amostragem sistesmétic).

Os tamanhos das amostras dentro dos estratos sétadies respectivamente por

n,n,,...,n,,...,Nn_, sendo a soma desses valores correspondente athiatotaln da amostra.

Apresenta-se a seguir a notacao basica, estrdtifigtlizada neste trabalho, associada
a amostragem estratificada.

N : NUmero total de unidades da populacao.
N, : Numero total de unidades da populacéo em cstdateh, considerando ok estratos.
n : Numero total de unidades na amostra.
X,;  Valor associado a uma variave{ , para a-ésimaunidade dd-ésimoestrato, na
populacao.

_ Nh
X, = Z XN, . Valor médio deX na populagéo dd-ésimoestrato (2)

i=1

> (X = Xn)?

S = IﬂT : Medida da variancia dX na populacao die-ésimoestrato 3)
-

L 2
V, = z NZ. S _(1_%) . Variancia do total populacional associada coma variavel X 4)
h=L n, h

CV, =\/\TX/X . Coeficiente de Variacdo de uma variavel X (5)
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3. O Problema de Estratificacéo

Em tal problema (Cochran, 1977), definida uma araacd tamanha e um conjunto
L de estratok ,E,,...,E , deve-se alocar cada uma dis observagdes (elementos) de uma
populacdo (unidades) definida pbt aosL estratos considerando as seguintes restricdes:

L

JE, =U (6)
h=1

E,201<hs<lL (7)
EnE =01<i,j<Li#] 8

Além disso, em cada um dok estratos construidos em fung¢do da alocagdo, os
elementos populacionais devem ser homogéneosalmiente, considerando-se apenas uma
variavel de interess& , ou seja, um problema de estratificacao univariealaula-se a variancia
em cada um dos estratos através da equacao (@pestoa variancia total dos estratos através da
equacdo (4). Quanto menor for o valor de (4), tamogéneos serdo considerados os estratos.

Todavia, muitas das pesquisas realizadas por agestrtrabalham com um conjunto
de variaveis, ou seja, o planejamento da pesquis@ donsiderar a escolha de algumas
potenciais variaveis de interesse. Enquanto cadavea separadamente pode ser Gtil para um
certo propdsito, muitas pesquisas tém propdsitodtipius. Conseqlientemente, deve-se
considerar algum esquema de estratificacdo mubidargque contemple tais propositos.

Ademais, espera-se que, aplicando a estratificagdiivariada, haja a possibilidade de
se produzir estimativas mais precisas (com memorassociado) para o conjunto de variaveis.

Dessa forma, na estratificacdo multivariada, @stratos serdo construidos levando em
conta um conjunto dep variaveis denotadas pox,, X,,...,.X,. De forma analoga ao caso

univariado, avalia-se a homogeneidade dos estrebosiderando a soma das variancias
(equagéo 4) dap variaveis:
L 2 L 2 L 2
Vp SV +Vy F otV :ZNﬁ.i.a—iMZNj.s’& .(1—i)+...+ZN§.%.(l—i) (9)
= h Ny W= h Nj, =1 n, Nj,
Observa-se que os valores d¢, e S,fxi séo definidos em fungdo da distribui¢éo das

unidades populacionais pelos estratos, enquanto oguamanhon da amostra é fixado
previamente. Todavia, o valor obtido para no calda variancia (equacéo 9) depende, também,

do critério adotado para definir o tamanho de araodt, que sera alocado a cada um dos

estratos, dado o valor de. Para a determinacéo dg, necessario para o célculo da variancia,

pode-se utilizar a equacao abaixo:
n.N
n, =—-1
N
A equacédo (10) esta associada a aloc&gaporcional Nesse tipo de alocagédo, uma

amostra de tamanho (autoponderada) € distribuida proporcionalment@a@aanho dos estratos.
Quando h& necessidade de se fazer varias estismyaavamostra poupa tempo.

Em particular, substituindo-se os valores de¢ na equacgéo (9) pela equagéo (10),

(10)

para cada uma dag variaveis, tém-se, respectivamente, a variaoté ¢V ) (equacdo 11), a
variancia por estratd‘/(Th ) (equacao 12) e o coeficiente de variacao totaldedo 13):

N -n L L L
» N,.S7, +2Nh.SﬁX2 +...+2Nh.sﬁxp) (11)
h=1 h=1 h=1

n

V, =
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N -n
Vi, = n (Nh'Sn2x1+Nh'Sr?x2+"'+Nh'Sn2xp) (12)
N-n, ¢ N-n, ¢ N-n, ¢
Mgy Mrews) (MO
Cvr - h=1 + h=1 +..+ h=1 (13)
X, X, X,

A partir dessa descricdo, pode-se observar que ablgmna de estratificacdo
multivariada corresponde a um problema de agrupsmmsem restricdbes e que agrega uma
particular funcao obijetivo.

E fato conhecido, na literatura Géuster Analysig¢Johnson A.R. e Wichern, 2002), que
a resolucdo exata de tal problema, ou seja, a ¢itetio 6timo global, torna-se impraticavel a
medida que se aumenta o nimero de grupos e o naimeltgjetos a serem agrupados.

Na verdade, caso fosse aplicado algum processalsien lexaustiva para garantir a
obtencdo da solugdo global, seria necessario eaureglas as solucdes, ou seja, todas as
possibilidades de combinacdo & elementos emL estratos. O niumero de possibilidades,
neste caso, esta associado ao numero de Stirlisggimdo tipo (ver Johnson e Wichern, 2002),

K (kK
dado por%Z(—l)L_’( _jj” . Caso se tenha, por exemplbs= 16 elementos a serem alocados
*j=0 J

em 2 estratos, o0 numero de solugbes a serem coackidee de 32.767. Para o caso de 3 estratos,
este numero cresce para 7.141.686 solucdes passDarisiderando-se um numekb maior de
elementos, estes valores crescem exponencialmente.

Alternativamente, poder-se-ia utilizar um métod@sslco de agrupamento nao
hierarquico como ok-médias (Spath, 1980), que produz solugdes viaveis em empo
computacional razoavelmente baixo e que trabalhauwmna funcéo objetivo similar & utilizada
no problema de estratificacéo.

Existem também trabalhos na literatura que resolespecificamente esse problema,
considerando a aplicacéo de técnicas de andligéevaridda.

Hagoodet al (1945) faz o uso de andlise de componentes péitcipara definir
estratos mais homogéneos em um problema de @strgdib multivariada. Jarque (1981) resolve
0 problema de estratificacdo multivariada combimanth método de estratificacdo univariada
proposto por Dalenius (1957) com o métodoldasédias Ainda considerando a aplicacdo desse
método, Jewett e Judkins (1988) também resolveramrablema de estratificagdo multivariada
com restrigdes. Skinner et al. (1994) propuseranmétodo de estratificagdo considerando duas
ou trés variaveis de interesse.

N&o obstante, tais métodos podem produzir solugéesis de baixa qualidade, isto é,
afastadas do 6timo global. Sendo assim, de forrnanéornar a complexidade intrinseca ao
problema de estratificacdo multivariada, poss#nilito a obtencdo de solu¢cdes de boa qualidade
em um tempo computacional viavel, prop6e-se nogptegrabalho dois algoritmos baseados nas
metaheuristicas GRASP (Resende e Sousa, 2004) aritAlgs Genéticos (Linden, 2008,
Goldberg, 1989 e Holland, 1975).

4.Metodologia Proposta

A presente sec¢do traz uma descricdo concisa dahewetsticas GRASP e Algoritmos
Genéticos e, em seguida, os detalhes da implendentixs dois algoritmos ao problema tratado
neste artigo.

4.1 GRASP

A metaheuristica GRASP (Resende e Sousa, 2004) graredimentanultistart no
qual cada iteracdo consiste de duas fases: coaistricousca local. Na fase de construcao,
produz-se uma solucao viawgl Na segunda fase, de busca local, investiga-sevizndanca de
X, até que seja encontrada uma solucao viavel dedgdal superior &,. O resultado do GRASP
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€ dado pela melhor solugéo produzida apdés um numeredeterminado de iteracbes nas quais
séo aplicados os procedimentos de construcéo esde bocal.

Na fase de construcdo, uma solucdo é iterativameatestruida, elemento por
elemento. Em cada iteracdo dessa fase, define-adistende candidato&C) formada por todos
os elementos que podem ser incorporados na sopagé@lx, sem provocar a inviabilidade do
problema. Definida &C, deve-se avaliar todos os seus elementos atravésid funcéo gulosa
g(.), que representa o custo de se adicionar um newvoeeeltot //LC emX,.

Para conferir maior variabilidade as solucfes alstida fase de construgéo, define-se
uma lista de candidatos restritaCR). A LCR é formada pelos melhores elementos avaliados na
LC através da funcag(.), quais sejam, aqueles que, quando incorporada®lngédox, em
construcdo, produzem um acréscimo minimo (casoidienimacédo). Esse processo representa o
aspecto guloso do GRASP, pois tém-se sempre oraslielementos para serem incorporados
na solucdo. Em Resende e Feo (1995) sdo prommtoesquemas para a construcab@r (i)
um inteirok é fixado e ok melhores candidatos, ordenadosL.@asegundo algum critério, sdo
selecionados para comporl&£R e (i) em cada iteracdo da fase de construcao, taleseo

respectivamente pog,,, € J,..« © Mmenor e o maior acréscimos provocados pelagésate um

elementot /LC na solugéo, segundo a funcdy.). A partir da utilizacdo dessa funcdo e dos
valores minimo e maximo dgi), aLCR é construida considerando a seguinte expressao:

LCR={tDLC|g(V) < Grin + A(Grmax = Grin )@ U[OL]} (14)

Na fase de busca local, ha uma tentativa de seoraelh solugdoproduzida na fase
de construcdo, tendo em vista que esta ainda néecéssariamente uma solucdo de boa
qualidade para o problema. A busca local consiatsubstituicdo da solucaq gela melhor
solugcdo x* encontrada na vizinhanca deA solucéo obtida a partir do GRASP ser& a melhor
das solucdes obtidas em todas as iteracdes.

Atualmente, de forma a melhorar a qualidade dacéek produzidas pelo GRASP,
tem-se incorporado a fase de busca local um pnoesdd denominadgath-relinking O
path-relinkingé um procedimento que surgiu como uma estratégimtdnsificacdo de busca
para melhorar a qualidade das solugBes obtidastia @i utilizacdo de outras metaheuristicas,
sendo inicialmente proposto por Glover al (2000). Tal método € uma generalizacdo da
estratégia denominadacatter SearchA idéia principal por tras dpath-relinkingé: dado um
conjunto de solu¢des de melhor qualidade, denoragadlucbes elite (construido durante a
aplicacdo da busca local), deve-se construir “chash entre duas delas de forma que seja
possivel avaliar as solugdes intermediarias pestérs a tais caminhos, pois espera-se que
algumas dessas solugfes intermediarias possamedfeores que as solugdes armazenadas no
conjunto elite. Com isso, path-relinkingprocura funcionar como uma fase de intensificacéo
sobre as solucdes obtidas na fase de busca loglalprando a qualidade dessas solugdes.

4.2 Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos (AG) (Linden, 2008) sdo wamo dos algoritmos
evolucionarios, e como tal, podem ser definidos@oama técnica de busca baseada na teoria
biologica de evolucdo natural. Os algoritmos gewnéti criados por Holland em 1975, séo
técnicas heuristicas de uso geral para otimizalp®alg diferenciando-se de métodos tradicionais
de busca local, como o gradiente, que utiliza-sinfitamacao derivada da funcéo de forma a
atingir o maximo. Tais métodos ficam facilmentadets em pontos de maximo (ou minimo)
local que muitas vezes sédo de qualidade ruim.

Um algoritmo genético utiliza uma populacéo inicdalcromossomos (solucdes viaveis
para o problema) gerados aleatoriamente, faz dagéial de cada um, seleciona os melhores e
promove manipula¢des genéticas, como cruzamentatacio, com a finalidade de criar uma
nova populacdo. Este processo pode ser usadogsataar qualquer problema de otimizagéo.

Primeiramente, deve-se determinar como 0s cromasseerao representados, o que
comumente é feito através dsrings ou vetores. A populacdo inicial pode ser gerada
aleatoriamente ou utilizando alguma heuristica desttucdo, produzindg configuracdes
(C1, G, ..., GQ), ondeq é o tamanho da populagéo, que representa um pegqubnonjunto do
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espaco total de configuracdes, ou seja, de solugdesis do problema. Para cada cromossomo
na populagdo, deve-se obi f, = f(C),Ui =1,...,q, que é a avaliagdo da funcéo objetivo.
Finalmente, operadores genéticos devem ser apticagopulacdo na seguinte ordem:

(1) Reproducdo dos melhores cromossonsate€dd. Com base nos valore fi, as melhores
sequéncias sdo selecionadas e duplicadas em wsighstitas piores. Neste passo, pode-se
considerar, por exemplo, o chamado método da reietada ou do torneio, que consiste em
fazer com que os cromossomos com melhor aptiddor(da funcéo objetivo) sejam copiados
um numero maior de vezes do que aqueles que n&ogmsuma possibilidade de selecéo tao
alta. Com isso, 0s cromossomos com baixa probabdiidie selecdo tendem a ser eliminados,
pois € pouco provavel que alguma cépia destes @sonws seja realizada, visto ser o numero
total de cépias igual ao tamanho da populagéo.

(2) Recombinacéo das estruturas genéticas da poputagdeja, o cruzamentorfssove). Esta
operacdo possibilita a diversificacdo no espacesdhgdes. O operadorossover(tradicional)
escolhe aleatoriamente dois cromossomos e trotespi#o seu padrao genético.

(3) Perturbacao de uma configuracémufacag, isto €, a modificacéo de partes (genes) de algun
cromossomos. Este procedimento permite a regememgdalgum gene que possa ter sido
eliminado da populagéo, de forma inesperada, enmegtapa do processo.

Apos a execucdo de todos esses procedimentos, -gbtéima nova populacdo. Sobre
esta, deve-se repetir a avaliacdo da funcéo objgd@ra cada cromossomo e a aplicacdo dos
operadores genéticos, e assim sucessivamente, epracesso iterativo de geracdo de novas
populacdes. Normalmente, sdo considerados os seguirtérios de parada nesse algoritmo:
(1) Namero maximo geracdes - Repetir os passe, (@) por um numero de vezes preé-
determinado; (2) Tempo maximo de processamentaN{B)ero maximo itera¢cdes em que nao
h& melhoria no valor da fungéo objetivo.

A saida é representada pela ultima populacéo gettadgual o melhor elemento, isto €, o
cromossomo que tem associado o menor (maior) wddofuncdo objetivo no problema de
minimizag¢do (maximizacao) € usualmente escolhiagnoca solugcdo do problema.

4.3 Algoritmos Propostos
Neste trabalho, ambos os algoritmos GRASP e A&artdm como fungéo objetivo a
equacdao (13). Além disso, cada um desses algoripnoakiz como solucdo estratos, formados
por conjuntos de setores censitarios. Em linhagigjens procedimentos implementados nesses
dois algoritmos efetuam varios movimentos de taeaetores entre os estratos, objetivando uma
reducéo da fungéo objetivo e a consequliente obtetgéstratos mais homogéneos.
4.3.1 Algoritmo Grasp
Procedimento de Construgéo:
(1) Selecionar aleatoriameritesetores dentre d¢ setores disponiveis.
(2) Alocar cada um do& setores aos estraths, E,..., G,,...,.E..
(3) Definir a lista de candidatasC a partir dogN-L) setores restantes.
Enquanto (LGt [0) Faca
(4) Selecionar aleatoriamente um dosstratos, definido pdg;,.
(5) Calcular o aumento da variancia (equacao @®f,, considerando a inclusdo de cada
um dos setores que compderhiGano estrato selecionado (correspondera a fug@go
(6) Determinargmin € Gmax.
(7) Inserir nd_.CR todos os setores daLC tais queg(i)<gmin+0.5 (Gnax-Omin) -
(8) Selecionar aleatoriamente um setobl. @R e inclui-lo no estrat&;,.
(9) Atualizar aL.C excluindo o setor que foi adicionado no est&fo

Eim-Enguanto
Os passos de (4) a (9) séo repetidos até que tzdsstores censitarios tenham sido

alocados a um dok estratosk;, E,,..., B,...,.E. Ainda considerando o procedimento de
construcéo, introduziu-se um procedimento de fil@a seja, em vez de se construir apenas uma
solucao inicial, sdo construidpsolugdes iniciais, selecionando-se a de melhoidpge para a
aplicacdo da busca local. A aplicagdo sisteméteaall procedimento tende a eliminar de
solucgdes iniciais de baixa qualidade.
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Procedimento de Busca Local:
Buscas=0 e Shest (melhor solu¢éo na construgao)
Enquanto (Buscas < Tot Buscas) Faca

(1) Selecione aleatoriamente dentré asstratos um estratf e um estraté; .
(2) VhestVTit V1 (equagéo 12), Melhorias=0 {Ve Vy; estdo associadas com Sbest) , t=0
Enguanto (Melhorias < Tot Melhorias) E (t<Tentativas)Faca
(3) Selecionar aleatoriamente He um setoss, (k=1,...,[E;|) eselecionar aleatoriamente Be um setor
s (r=1,....Ei])-
(4) Atribuir o setors; ao estratds; e atribuir o setors, ao estratdg;

(5) Recalcular a variagncia utilizando a equac@) phra os estratos B E, obtendo V+ Vy
(6) Se (Vrit V1j < Vies) Entéo
(7) Guarda Nova_Solucéo e Retorna a Solucéo Anterio
(8) Viest= Vri+ Vyj , Melhorias=Melhorias + 1
Fim-se
(9) Atribuir o setors, ao estratd;
(10) Recalcular a variancia para o estigimbtendo ¥
(11)Se (Vri+ Vyj < Vies) Entéo
(12) Guarda Nova_Solugdo e Retorna a Solucéo Anteri
(13) Vhest= Vri*+ Vqj, Melhorias=Melhorias + 1
Fim-se
(14) Atribuir o setors, ao estratdg;
(15) Recalcular a variancia para o estitmbtendo V;
(16)Se (Vri+ Vi < Vhes) Entéo
(17) Guarda Nova_Solucdo e Retorna a SolAgéerior
(18) Mest= V4it+ Vqj , Melhorias=Melhorias + 1
Fim-se
(29) t=t+1
Fim-Enquanto

(20) Atualizar,gtcom a Nova_Solucdo

Fim-Enguanto
Em cada iterac&o dacop” mais interno (passos de (3) a (19)), séo aplicddsstipos

de movimentos de troca. A idéia é considerar o mento que produz a maior reducao possivel
no valor da funcdo objetivo. Apés um certo numezntdtivas ou melhorias ser atingido,
atualiza-se (passo (20)) a solu¢@e8om a Nova_Solucéo obtida apés as trocas.
Procedimento de Path-Relinking:

A aplicacdo desse procedimento considera a conmdmnde cada soluc&® de um
conjunto elite (atualizado apos a aplicacdo da@lesmal) com a melhor solu¢&g.s;obtida até o
momento. Em cada movimento desse procedimentatitsiHse cada um dos setores dos estratos
definidos emS,.s; pelos setores dos estratos definidos &m. Por conseguinte, a cada
substituicdo, produz-se uma solucéo intermedB&atreS; i € Syest A0 final das substituicdes,
toma-se a melhor solugéo intermedi&jabtida, caso ela seja melhor do que a solucad. atua
Inicialmente, define-se a solucao intermediariai@hiS como a propria soluc&es;.

Ao substituir-se um setog, pertencente a um estraiq da solucady por um setos,
pertencente a um estrdiy de solu¢cd®.e, verifica-se, previamente, sgj& néo faz parte do
estratoE;, deS. Casos, ndo pertenca ao estrdig de S, ou sejas, esta em outro estrak de
S, efetua-se a substituicdo sleor s..

Todavia, efetuando-se apenas essa substituic&bpissficaria automaticamente fora
da solugdo (ndo associado a nenhum estrato), pnodumma solucdo ndo viavel. Entdo, de
forma a garantir que a cada movimentopah-relinkinga solucéo continue viavel, busca-se o
setor s, emE, , substituindo esse setor pelo pelo sgtor
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Considerando o exemplo abaixo, cdm2 e N=9, e aplicando o procedimento de
path-relinkingno T estrato i=1) ocorrem as seguintes substitui¢ées:

Estrato : Estrato .
Saiite 5 6 1 2 4 7 3 8 9
Si (inicial) =Shew 4 9 2 7 1 5 3 8 6
Si (1) 5 9 2 7 1 4 3 8 6
Si (2 5 6 2 7 1 4 3 8 9
Si(3) 5 6 1 7 2 4 3 8 9
Si=Saiite 5 6 7 4 3 8 9

1 2

Tabela 1- Aplicacéo do Path Relinking

« O setor 5 %) de S,.e Substitui o setor 4s{) de § no T estrato E,). Em seguida,
substitui-se 5g) no 2 estrato E) de S por 4 &), produzindo a primeira solucédo
intermediaria .

« Osetor 6%) deS.i substitui o setor &{) deS no I estrato. Em seguida, substitui-se o
setor 6 &) no 2 estrato de&§ pelo setor 9g,), produzindo a segunda solugéo intermediaria.

« Osetorlg) deS.e substitui o setor 2s{) de S no T estrato. Em seguida, substitui-se 1
(s,) no 2 estrato de&S por 2 &), produzindo a terceira e Ultima solucéo interragdital
quesS # S -

Tal procedimento sera aplicado em cada um dog@stiaom a expectativa de produzir
solucdes intermediarias melhores do que a solug@b a
4.3.2 Algoritmo Genético
Procedimento de Geracéo:

E construida uma populacéo formada geetores (solucdes viaveis) cdwposicdes
cada, correspondentes aos setores censitariosegiie alocados ads estratos. Em seguida,
atribui-se a cada uma das posi¢des desses vetorealor aleatério entre 1le Tal valor define
a qual estrato o setor sera inicialmente alocagdsAa geracédo da populacdo, calcula-se o valor
da funcéo objetivof,,i =1,...,q utilizando-se a equacéo (11).

Procedimento de Cruzamento:

Inicialmente, seleciona-se um valor real aleatéointervalo (0,1) para cada par de
cromossomosC; e G (i=2k-1j =2k,k=1,...,N/2) da populagédo. Caso esse valor seja
inferior ao valor de uma probabilidade,(,;) de cruzamento definida previamente, aplica-se o
cruzamento erg; e G, considerando dois pontos de corte. Ou sejasel&oionados dois valores
aleatorios entre 1 B, verificando-se 0 minimo e 0 maximo entre essésres Tais valores
corresponderdo aos pontos inicig) € final (y) de corte. Dessa forma, trocar um conjunto de
valores entr&€; e C; em um intervalo entrggf e () implica em mudar os setores de estratos. A
figura abaixo ilustra a aplicacdo desse procedimennsideranda=3, N=10,p=4 ep;=7.
Ci(antes) [1|3(3(2]1]2|2|3|1|1]C (depais) 1/3(3(2(3|1|1(3|1|1
Ci(antes) [2(1(3(2(3|1|1|2|2|3|Cj(depois) |2]1|3|2|1|2(2|2|2]|3

Tabela 2— Aplicacéo do Cruzamento de Dois Pontos

Procedimento de Mutacéo

Definida uma probabilidade de mutacdm,.), serdo selecionados=(N*Jg* pmuy),
valores entre 1 B*q , ou seja, as posi¢cdes dpsetores que terdo seus valores substituidos por
um valor entre 1 d (excluindo o proprio valor original). Isso corresge a colocar os
cromossomos em fila e selecioaralores aleatoriamente. Considere, por exemple teham
sido geradog=10 cromossomos, com 10 posi¢des cada (10 setoreggmossomo). Para um
percentual de mutacéo de 3p4.,=0.05), devem ser selecionadzsb posicdes (gens) entre 1 e
100. Supondo que os valores tenham sido 8, 214292 temos que 0 primeiro cromossomo
terd o valor da sua oitava posicdo alterado, ceitercromossomo tera os valores dael9
posicOes alterados e assim sucessivamente.

Espera-se, naturalmente, que nas primeiras geragdatoritmo genético haja uma
necessidade de realizar muitos cruzamentos e pougagdes na populacédo, tendo em vista a
grande diversidade genética e a necessidade daa&xplespaco de solugbes o0 maximo possivel.

Dessa forma, foram consideradas, no presente li@haiobabilidades de cruzamento e
de mutacéo variaveis. De acordo com Linden (20@&)cisa-se, entdo, que a probabilidade do
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operador de cruzamento decaia progressivamentepa®so que, concomitantemente, a
probabilidade do operador de mutacdo aumente.t®at@ pode-se interpolar as probabilidades
dos dois operadores de forma a produzir tal efeitn.exemplo seria definir a probabilidade de
cruzamento inicial como 80% e fazé-la decair noodec das geracdes até atingir o valor de
20%. Simultaneamente, poder-se-ia iniciar com uroégbilidade de mutagéo da ordem 1% e
aumenté-la durante as geracdes até atingir o gdaléf%o.

Procedimento de Reproducdo:

Para reproducéo da populacao, optou-se pela afticdg método do torneio (Linden,
2008). Isto &, séo selecionados aleatoriameatemossomos da populacded), e em seguida,
seleciona-se o cromossomo com o menor valor daaéunbjetivo (equacédo 11). Considerando
que em cada selecdo é escolhido um cromossomo qun@or a nova populacao, tal
procedimento foi aplicadg vezes.

Além disso, de forma a garantir que a melhor sacéomossomo) da populacdo nédo
seja perdida a partir da aplicacdo do método deetor adotou-se uma estratégia de elitismo,
qgual seja, apOs construcdo da nova populagdo,ceesé se a melhor solucdo faz parte da
populacdo. Caso tal solucdo ndo esteja na popuylag@leciona-se aleatoriamente um
cromossomo entre 0 primeiro e N»ésimo cromossomo e efetua-se a sua substituici®o pe
melhor cromossomo.

5. Resultados Computacionais

A presente secdo contém os resultados de alguesimemtos computacionais obtidos
a partir da aplicacdo dos algoritmos propostos.sMepecificamente, de forma a avaliar a
eficiéncia desses algoritmos, no que concerne adgeneidade dos estratos construidos, foram
selecionados 20 municipios do Brasil (instancieshsiderando os dados da amostra do censo
demogréfico de 2000. Em seguida, para um dos setoeesitarios pertencentes a esses
municipios, foram disponibilizadas os valores dagugites variaveis: média dos anos de estudo
dos responsaveis pelos domicilios, média do remdon@ominal dos responsaveis pelos
domicilios e nimero médio de banheiros. Tais varg&¥oram utilizadas para o calculo das
variancias (equacdo 11) no problema de estratficagultivariada.

Acrescenta-se, ainda, que todos os experiment@nfoealizados em computador
DELL, dotado de dois processadores de 3.33 GHz e coBrd&vimemoéria de RAM. Os dois
algoritmos foram implementados utilizando a lingerad>ELPHI.

5.1 Resultados

Para a execucdo deRASR isto é, a aplicacdo dos procedimentos de corigiragde
busca local, o total de iteracdes foi fixado em.ZDGumero solugdes iniciais geradas na fase de
construcéo foi igual a oito (niUmero de filtros)tddal de buscastot_Buscas foi fixado em 200,

o numero de melhoria§ ¢t_Melhoriag foi fixado em 8 e o niumero de tentativa=iitativag
foi fixado em 100. O procedimento dath Relinkingfoi aplicado a cada 15 iteragbes do
GRASR, com o total de soluc¢des do conjunto elite igueda

Em relac&o ao algoritmo genético, definiu-se o tamala populagdo como sendo igual
a 100, o numero de gerag0es igual a 300 e o tetaerhgbes sem melhoria igual a 100. Caso o
algoritmo alcance 100 iterac6es sem produzir urh&do melhor que a melhor solucédo atual, o
algoritmo termina. As probabilidades iniciais dezamento e de mutacao foram respectivamente
de 0.85 e 0.01, e as probabilidades finais forar.686 e 0.05. Todos esses parametros foram
ajustados a partir de experimentos previamenteags em um subconjunto de municipios

A seguir, apresenta-se uma tabela com os resul@utados para os 20 municipios,
mediante a aplicacdo dos algoritmos. Nesse expetamne ndimero de estrat@s) variou entre
trés e cinco, o que implicou, por sua vez, empessiveis estratificagfes (trés@RASPe trés
do AG) para cada um dos municipios.

As colunas 1 e 2 apresentam, para cada municigspgectivamente, 0 seu nome € 0
nuamero de setores censitarios (nUmero de objetesean agrupados). Em seguida, na terceira
coluna, tem-se o tamanho de amostra consideradcapaalizacdo da alocacdo proporcional. As
colunas de 4 a 6 (trés estratos), 7 a 9 (quatrates) e 10 a 11 (cinco estratos) contém a o valor
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da melhor solu¢ao produzida p&&RASP, o valor da melhor solucdo produzida pai® e ogap
entre a solugcdo dGRASP e doAG. As melhores solugbes encontradas para cada dmestan
considerando L=3,...,5 estdo assinaladas em umxa ciaza.

Seguindo o padrao dos trabalhos que tratam sopreldematica de estratificacdo, a
medida da homogeneidade (valor da fungéo objetio3 estratos é apresentada em fungéo do
coeficiente de variacdo (equacgédo 13), que € umadmele precisdo admensional mais facil de
ser compreendida.

A partir de uma analise inicial da tabela, podeisgervar que em 77% dos casos (46
dos 60 resultados) BRASPproduziu solu¢cdes melhores do que as\@o Além disso, 0s gaps
médio e mediano dBGRASPem relacdo adG (46 instancias ondeRASPfoi superior) foram
de respectivamente: 22,64% e 32,75% (3 estrat8%)p% e 30,75% (4 estratos) e 21,12% e
29,90% (5 estratos). Observa-se, ainda, que ogoteme processamento dos dois algoritmos
foram bem similares, variando de 10 segundos (in&& menores) até 2 horas (instancias
maiores). Tais resultados indicam que a utilizag&o metaheuristicas pode ser uma boa
alternativa para a resolugao do problema de dsteggfio multivariada.

Tabela 1- Resultados dGraspe doAG

Instancia Setores | n N° Estratos
(Municipio) (N) 3 4 5
Grasp _AG Gap |Grasp AG Gap {rasp AG  Gap
Barra Mansa 258 100 | 723 858 1867 | 6,46 7,28 1255 | 562 553 1,72
Bauru 457 150 | 6,50 7,97 2248 | 587 7,28 24,14 | 500 504 076
Belo Horizonte 2551 400 | 5,02 7,04 40,13 | 424 689 6243 | 377 668 77,09
Campinas 1266 200 | 6,63 8,26 2466 | 592 763 2885 | 550 6,97 26,73
Cariacica 291 120 | 3,08 7,83 154,34 | 2,80 6,54 13399 2,832 4,26 8398
Contagem 589 200 | 8,20 3,78 18,19 | 294 347 17,85 | 2,80 3,34 19,06
Duque Caxias 1041 300 | 2,92 352 2058 | 274 317 1560 | 259 320 2343
Florian6polis 423 150 | 549 6,74 2280 | 496 537 8,23 474 515 859
Magé 221 100 | 393 436 10,73 | 8,72 3,89 4,62 349 3,77 8,06
Niterdi 696 200 | 3,69 | 3,61 2,41 3,34 | 3,10 7,71 3,03 | 2,79 834
Ponta Grossa 325 100 | 7,29 889 21,89 | 687 756 10,14 | 6,08 641 533
Porto Alegre 2079 400 | 367 541 4741 | 331 468 4126 | 306 502 6427
Rio Claro 197 50 732 | 633 1563 | 6,00 | 522 1495 | 590 | 514 1475
Santo André 683 200 | 493 6,23 2634 | 448 552 2318 | 420 4,87 1599
Santos 594 200 | 3,76 | 3,64 3,35 329 337 2,46 302 333 999
Sao Carlos 243 80 730 818 12,08 | 6,52 | 557 17,09 | 572 | 473 21,12
Séao Gongalo 1214 300 | 246 337 36,79 | 226 323 4295 | 213 3,10 45,08
S&o José Cam. 731 200 | 6,74 860 2751 | 6,28 838 3444 | 576 801 39,02
Vitoria 268 100 | 6,87 | 6,30 8,93 593 | 5,50 7,81 544 | 500 8,90
Volta Redonda 414 100 | 7,89 943 1948 | 6,52 844 2935 | 577 | 519 11,10

A analise do grafico 1bpx plo) reforca a observacdo de queGRASP produziu
estratos mais homogéneos do que o algoritmo genédlém disso, os maiores ganhos de
precisao (maior reducao da funcéo objetivo) foréidos com nimero de estratos igual a cinco.
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Grafico 1 — Cv9d@RASP e do AG
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Uma possivel explicacdo para a diferenca de pediocen dOGRASP em relacdo ao
AG, no que concerne a qualidade das solugbes pradjzigkside na combinacdo do
procedimento de busca local conpath relinkingno GRASP, 0 que contrasta com a utilizacdo
apenas de procedimentos ortodoxos de cruzamentonauthcdo nA\G. Isso sugere que, para
tornar o AG mais competitivo, uma possibilidadeea sonsiderada é a implementacdo de
procedimentos de cruzamento e mutacdo mais sefilstsc

Em trabalhos futuros, pretende-se avaliar a eftié@mos algoritmos GRASP e
Genético considerando novas variaveis de estudotresoesquemas de alocac®teymane
Poténcia), além da alocacdo proporcional, 0 qudidard, por sua vez, em minimizar outras
expressbes de variancia. Pretende-se, também, nmaptar procedimentos de busca local
(GRASP) e de cruzamento e mutacdo (AG) mais scdidtis, objetivando ganhos de precisao
(reducéo da fungéo objetivo) ainda maiores quebtisilas nesse estudo. Pretende-se, também,
comparar os estratos produzidos por esses algaritom 0s estratos produzidos pelo algoritmo
dask-médias
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