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Resumo

Neste trabalho utilizaremos uma versao precondicionada do método dos gradientes con-
jugados para resolver um sistema linear de equagoes normais. A solugdo deste sistema
determina uma das dire¢oes de um método de pontos interiores para resolugao de prob-
lemas de programacao linear. A versao utilizada leva em consideracao o fato do sistema
linear estar naturalmente na forma de equagoes normais. Experimentos computacionais
comparam esta abordagem com a versao padrao do método dos gradientes conjugados.

Palavras chave. Programacgao Linear. Meétodos de Pontos Interiores.
Gradientes Conjugados. Area: Programacao Matematica.

Abstract

In this work we use a preconditioned version of conjugate gradient method for solving
a normal equations linear system. The solution of this system determines one of the
directions of an interior point method for solving linear programming problems. The
version used exploits the fact that the linear system is naturally in the normal equations
form. Computational experiments compare this approach against the standard version
of the conjugate gradient method.

Keywords. Linear Programming. Interior Point Method. Conjugate
Gradient. Area: Mathematical Programming.
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1 Introducao

Um método frequentemente utilizado para a solucao de problemas de programacao linear
é o método de pontos interiores. O ponto critico deste método consiste na solucao dos
sistemas lineares normalmente na forma de equagoes normais a cada iteracao. Métodos
iterativos sao utilizados para resolver estes sistemas quando temos um problema de grande
porte e a decomposicao de Cholesky possui muitos elementos nao nulos. Neste trabalho
propomos a utilizacao de uma versao do método de gradientes conjugados precondicionado
que considera a estrutura de equacgoes normais do sistema. Esta versao serd comparada com
a versao padrao do método que nao considera a estrutura de equagoes normais do sistema.

2 Problema de Programacao Linear

Um problema de programacao linear é definido como a minimizacao de uma funcao objetivo
dentro de uma determinada regiao, denominada regiao factivel. Assim um problema de
programacao linear na forma padrao tem a seguinte forma (Luenberger 1984):

minimizar c'x

sujeito a Arx =b, x>0,

onde A é uma matriz m X n de posto completo e ¢, b e x sdo vetores coluna de dimensoes
apropriadas. Associado a este problema temos o problema dual:

maximizar by
sujeito a Aly+2=1¢,2>0,

onde y é um vetor de dimensao m x 1 de varidveis livres e z é um vetor n x 1 de variaveis
de folga duais.

As condigoes de otimalidade para os problemas primal e dual podem ser escritas em um
sistema nao-linear de equagoes com algumas varidveis nao-negativas:

Ax —b
Ayt z—c| =0,(,2) >0, (1)
XZe

onde X é a matriz diagonal com as entradas do vetor z, Z é a matriz diagonal com as
entradas do vetor z e e é o vetor de uns de dimensao apropriada.

2.1 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

Neste método calculamos uma dire¢ao para cada variavel (z,vy, z). Estas diregdes sao con-
struidas aplicando o método de Newton nas condic¢oes de otimalidade. Definindo

rp=b—Azx, rg=c—Aly—2 e r,=—-XZe,

desejamos que estes residuos (rp, 74, 74) sejam nulos obtendo assim uma solugao Gtima.

Aplicando o método de Newton a temos que dado um ponto inicial 2% o préximo

ponto serd x' = 2% — J(2°)71 f(2°) onde,

A 0 0 Az —b
J=10 A I | ef(z%9% %) =[Ay+20—c|=—r"y"20.
Z 0 X X070
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Desta forma podemos definir a direcio de descida d como d = J~!r, obtendo (x!,y!, 2!) =
(29,40, 2°) + a(dz, dy, dz), onde o é o tamanho do passo. Calculamos « de tal forma que
cada novo ponto seja interior a partir do ponto interior anterior. Temos um tamanho de
passo primal (a;) e um tamanho de passo dual (ag) que calculamos da seguinte forma:

T

} NVdr; <0, ag=1min {—;Z

Xg Zi

ap = TMAN {— } NVdz; <0

onde, na pratica, 7 = 0.99995 e os tamanhos de passo «,;, e a4 tém valor maximo igual a 1.
Quando fazemos o produto do Jacobiano J pela diregao d = (dz,dy,dz) obtemos os

residuos (rp, 74, 7q), isto é, Jd = r.

A 0 O dx Tp
0 A I dy | = | rq
Z 0 X dz Ta

Resolvendo esse sistema encontramos as direcgoes:

dy = (ADAY) Y (r, + A(Drq — Z71r,))
dr = D Y Aldy — rqg + X '1y)
dz = X" Y(r, — Zdx).

Com estas diregoes temos o método primal-dual afim escala (Monteiro, Adler & Resende
1990). Este método nao converge ou converge muito lentamente para diversos problemas
pois os produtos x;z; se aproximam de zero com taxas muito diferentes entre si.

Uma solucao para este problema consiste em perturbar o lado direito das restrigoes

n
Ti%;
XZe = 0. O valor médio dos pares x;z; é E LA 1. Este seria o valor ideal para cada
n n

i=1
par x;z;.

Portanto, a perturbagdo pode ser em funcao deste valor. Simultaneamente, reduzimos
o valor médio de z;z; multiplicando I por o € (0,1). Desta forma temos a perturbagao

o gkl o b i luga 1 iginal
pr=oc"--e { u } — 0 e obtemos assim a solugao do problema original.

Esta classe de métodos é chamada de método seguidor de caminho.

Se usarmos o = 0 obtemos o método afim escala. Com o = 1 obtemos a direcao de
centragem. Combinacdes de o* e 7 diferentes levam a propriedades tais como: convergéncia
superlinear, complexidade polinomial ou ambos.

2.2 Método Preditor-Corretor

Para obter o método preditor-corretor vamos calcular o residuo da complementaridade na
iteracao seguinte quando oy, = ag = 1:

ol = ok 4 de, 2 = 2R 4 dz.
No método primal-dual afim escala temos
Xkt zktle — (X 4 Dz)(Z + Dz)e = X Ze + XDze + DxZe + DxDze =

= —r44 Xdz + Zdx +DxDze = DxDze = —rF1,
—_——
Ta
Utilizando este resultado o método preditor-corretor calcula duas diregoes, a diregao

afim escala e a direcdo de correcao, onde esta é composta pela correcao nao linear e a
perturbagao (centragem).
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A perturbacao é calculada na segunda direcao pois podemos verificar a qualidade da
primeira diregao e calcular a perturbagao de acordo com ela.
A primeira diregao é a diregao afim escala (dm dy, dz)

Adz = Tp
Atélvy +dz = rq
Xdz + Zdz = Tq-

A segunda direcao (afa: dy, cZz) ¢ calculada assumindo o, = ag = 1 e com perturbagao
p mas utilizando a mesma matriz do sistema anterior, ou seja, usamos X e Z no lugar de
X + Dz e Z + Dz. Assim:

Adz =0
Aldy 4+ dz =0
Xdz + Zdx = we — DxDze.

A perturbagdo pode ser melhor calculada de acordo com a diregdo afim escala. Se esta
for uma boa direcao a perturbagao deve ser pequena. Caso contrario a perturbagao pode
ser maior. Baseado nisto Mehrotra (Mehrotra 1992b) desenvolveu a seguinte heuristica:

a segunda diregao @x dy,dz) é calculada com a perturbacao u = (3/7)3(y/n), onde 7 =
(x + apdx) (z + agqdz).
Desta forma, a direcao final é dada pela soma das duas direcoes:

(dx,dy,dz) = (c?:n, dy, Jz) + (dz, dy, dz).

Isto é, a diregéo final pode ser obtida resolvendo diretamente o sistema que construimos
somando os dois dltimos sistemas apresentados.

Este método tem convergéncia quadratica desde que o calculo das diregoes seja consid-
erado como uma unica iteragao e ele poderia ser chamado de método de Newton perturbado
(1), modificado (x, z) > 0, de ordem 1 (corregao nao-linear).

O critério de convergéncia que utilizaremos serd baseado nas condicoes de otimalidade:

b — Az| Je — Ay — 2|| |z — by|

Tl <, 7 Tlce o6 =71 <¢ onde e=10"5.
bl +1 — el +1 — |ctaf bty + 1~

3 Métodos Iterativos

Existem diversas formas de encontrar a solucao de um sistema linear do tipo Az = b, muitas
delas, através de métodos iterativos. KEstes métodos geram uma sequéncia de solugoes
aproximadas {z;}. Dizemos que o método converge quando esta sequéncia converge para
a solugao do sistema linear.

3.1 Meétodo dos Gradientes Conjugados

Quando a matriz de um sistema linear é simétrica definida positiva , podemos utlizar o
método de gradientes conjugados (Saad 2003) para resolver esse sistema.

Em poucas palavras, podemos dizer que o método realiza uma projegao ortogonal no
subespaco de Krylov K, (ro, A) = span{rg, Arg, A%rg, ..., A" 1rg} (Saad 2003), onde 7 é
o residuo inicial.
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3.2 Meétodo dos Gradientes Conjugados e Equacoes Normais

Uma das formas de converter um sistema linear nao simétrico em um sistema simétrico
consiste em resolver o sistema equivalente A’Ax = A'b, chamado de sistema de equacoes
normais onde este é simétrico definido positivo.

3.2.1 Gradientes Conjugados para Equagoes Normais - Versao NE
Obtemos a versao NE (N de “Normal” e E de “Error” (Saad 2003)) quando aplicamos o

método de gradientes conjugados no sistema AA'u = b onde z = A'u. Denotando por ¢; as
direcoes conjugadas, uma iteracao do método de gradientes conjugados na varidvel u pode
ser escrita da seguinte forma:

o (i — i) o (rjrg)
J T (AAtq,q5) T (Afgy,Atg)?

Uj+1 = Uj + Q;qy,
— t
® i1 =T5 — O[jAA qj,

B = (Tj+1,7541)
J (rj.r5)

® gj+1 =Tj+1 + Bigj-

Podemos, portanto, escrever o método dos gradientes conjugados (versao NE) para a
varidvel u.

Algoritmo 3.1 Gradientes Conjugados para Equagoes Normais na varidvel u
Calcule 1o = b — AA'u, qo = 1o.
Para j =0,1,... até convergir, faca:

L \TgTy
¥ = (g5.95)
Uj+1 = Uj + @;q;
ris1 =1 — a;jAg;
B = (rj+1,m5+1)
I (ryry)
qj+1 = Tj1 + Biqj

Fim

O valor da varidavel x pode ser calculado, ao final deste método, fazendo o produto
x = Alu.

Outra opgao poder ser obtida escrevendo cada iteracao na varidvel original x; = xg +
A'(uj — up). Para tanto basta introduzir o vetor p; = A’g; no célculo inicial das varidveis.
Assim os vetores residuo de x; e u; sao os mesmos. Os vetores ¢; j4 nao sao necessirios
pois os vetores p; podem ser obtidos como pj11 = A'rji1 + B;pj. O método que resulta
destes passos é também conhecido como método de Craig (Saad 2003).

3.3 Meétodo dos Gradientes Conjugados Precondicionado

Uma forma de melhorar a eficiéncia e a robustez dos métodos iterativos consiste em utilizar
precondicionadores. Um precondicionador M vélido para o método de gradientes conju-
gados deve ser simétrico definido positivo. Atendida esta condi¢do podemos escrever uma
versao precondicionada para método de gradientes conjugados (Saad 2003).
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Algoritmo 3.2 GCP - Gradientes Conjugados Precondicionado
Calcule ro = b — Axg, 20 = M 'rg e pg = 0.
Para j =0,1,..., até convergir, faca:
Ti,245
aj = (e
Tjt1 = Zj + a;pj
Tj+1 = T‘j — OéjApj
Zip1=M"lrj
B; = (rj+1,2j+1)
(rj,%)

Pir1 = Zj11 + Bjp;

Fim

3.4 GCP para Equagoes Normais

Existem diferentes versdes do GCP para equacoes normais (Saad 2003). Vamos destacar
apenas a que utiliza o precondicionador a esquerda para o GCNE. Denominaremos esta
versao de PGCNE.

O PGCNE é facilmente derivado do algoritmo Basta precondicionarmos a esquerda
o sistema AA'u = b, com x = Alu, e aplicar o método GCP. Observe que a atualizacao da
variavel u estd associada a variavel x logo os residuos tém a seguinte forma:

o (rz) (1))
J T (AAfpsp;) T (Afp;,Atp;)’

® (v
— — t
® Uit =Uj + Qipj & Tjpl = X5+ Osz Djs
t
® Tit1 =T5— ajAA Dy,
-1
® Zit1 = M Tj+1-

Usando como vetor auxiliar w = A'p;, segue a versao precondicionada & esquerda do
GCNE na varidvel auxiliar u, isto é, o PGCNE - variavel u.

Algoritmo 3.3 PGCNE - varidvel u
Calcule ro = b — AAMug, 29 = M~ 'rg, po = 2o
Para 7 =0,1,..., até convergir, faca:

L — Aty
wj = A'p;
_ (zry)
(wj,w;)
Uj1 = Uj + Q;pj
i1 =7 — ajAw;

@j

_ -1
Zjipr =M™
B = (Zj+1,75+1)
J (z5,75)
Pj+1 = Zj+1 + Bip;
Fim

Podemos, usando este 1iltimo método, recuperar a varidvel x fazendo o produto z = A'u
ou escrever o método diretamente na variavel original x.

Neste trabalho, estamos interessados em resolver problemas de programacao linear uti-
lizando os métodos de pontos interiores. Uma etapa destes métodos consiste em obter a
solucao de um sistema de equagoes normais. Assim resolveremos iterativamente este sistema

utilizando o algoritmo

2450



XLIISBPO e 1

4 Precondicionadores para o Sistema de Equacoes Normais

A operacdo mais cara do método de pontos interiores preditor corretor consiste em en-
contrar as diregoes de busca resolvendo dois sistemas lineares conforme visto na sesao
Estes sistemas podem ser escritos na forma de equacbes normais e entdao resolvidos por
métodos diretos como, por exemplo, a fatoragdo de Cholesky (Czyzyk, Mehrotra, Wagner
& Wright 1999, Gondzio 1995, Lustig, Marsten & Shanno 1992) uma vez que sao simétricos
definidos positivos. Algumas vezes o uso de métodos diretos pode levar a problemas de
armazenamento ou tempo de processamento. Nestas situacoes o uso de métodos iterativos
pode ser a Unica alternativa de solucgao.

O sucesso da implementagao, usando métodos iterativos, depende de uma boa escolha
do precondicionador. Diversos precondicionadores tem sido usados para resolver sistemas
de equagoes normais originados do método de pontos interiores (Adler, Karmarkar, Resende
& Veiga 1989, Mehrotra 1992a, Portugal, Resende, Veiga & Judice 2000, Wang & O’Leary
2000). Alguns destes precondicionadores sao baseados na fatoragao incompleta de Cholesky.
Esta classe de precondicionadores é mais eficiente nas iteracoes iniciais do método de pontos
interiores e perde eficiéncia quando o método se aproxima de uma solugao. Por outro lado,
préximo da convergéncia, o precondicionador proposto em (Oliveira & Sorensen 2005),
baseado na fatoracéao LU, tem comportamento oposto comparado a fatoracao incompleta de
Cholesky, isto é, sua eficiéncia é melhor proximo a uma solucao do problema de programacao
linear, quando as matrizes sao muito mal-condicionadas.

Nas iteragoes iniciais usaremos uma classe de precondicionadores chamada de fatoragao
controlada de Cholesky, proposta em Campos (Campos & Birkett 1998.) e, nas iteragoes
finais, quando as matrizes se tornam muito mal-condicionadas, usaremos o precondicionador
separador proposto em Oliveira (Oliveira & Sorensen 2005). Uma heuristica ird determinar
a regra para mudanca de um precondicionador para outro.

4.1 Precondicionador Hibrido

Nas iteracdes de pontos interiores a matriz Z~'X se altera muito rapidamente e, nas it-
eracoes finais, se torna muito mal-condicionada. Assim é dificil encontrar um precondi-
cionador que obtenha bom desempenho para todas as iteragoes.

Trabalharemos com um precondicionador hibrido M, utilizando o método dos gradientes
conjugados, para resolver o sistema de equagoes normais:

M AZT'XAYM g = MY (AZ7 X (rg — X 'ra) + 1)

onde § = M'dy. Desta forma teremos duas fases no método de pontos interiores. Usare-
mos a fatoracao controlada de Cholesky na primeira fase para construir a matriz M e o
precondicionador separador para construir a matriz M na segunda fase.

4.2 Fatoracgao Controlada de Cholesky

Consideremos a fatoragao de Cholesky AZ “1XA' = LI' = LL'+ R onde L é o fator obtido
quando a fatoragao é completa, L quando é incompleta e R ¢ a matriz residuo. Definindo
E =L — L temos:

LY AZ'XAYL = (L' LD = (I + L7 'E)I + L'E).

Podemos ver que quando a matriz L se aproxima da matriz L, a matriz E se aproxima
da matriz nula e entdo L~ (AZ'XANL™* ~ I. A fatoracdo controlada de Cholesky
(Campos & Birkett 1998.) é baseada na minimizagdo da norma de Frobenius da matriz E.
Consideremos o seguinte problema:
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m m _
minimizar HEH%7 = ch com ¢j = Z i — lij .
j=1 i=1

Agora podemos dividir ¢; em dois somatdrios:

ti+n m
7 2 2
;= iy —ligP+ D il
k=1 k=t;+n+1

onde t; representa o nimero de entradas nao nulas abaixo da diagonal da j-ésima coluna
da matriz AZ 1 X A? e n representa o niimero de entradas extras permitidas por coluna.
O primeiro somatério contém todas as t; + 1 entradas nao nulas da j-ésima coluna de L.
O segundo somatodrio contém apenas as entradas restantes do fator completo L que nao
tém entradas correspondentes em L. Considerando que l~,~j ~ lj; quando n — m e l;; nao
é calculado, ||E||r ¢ minimizado baseado em uma heuristica que consiste em modificar o
primeiro somatorio.

Aumentando 7, isto é, permitindo uma maior preenchimento, ¢; ird diminuir pois o
primeiro somatério contém um nimero maior de termos e o segundo um nimero menor.
Além disso, || E||r é minimizado escolhendo t; + 7 que contém as maiores entradas em valor
absoluto de L eliminando as maiores entradas correspondentes em L e, deixando apenas os
menores valores de /;; no segundo somatoério.

O precondicionador M é construido por colunas, portanto, necessitamos apenas da j-
ésima, coluna de AZ~1X A? a cada passo.

4.3 Precondicionador Separador

O precondicionador separador foi proposto para sistemas aumentados originados do método
de pontos interiores (Oliveira 1997) para problemas de programacao linear. Esse precondi-
cionador é uma generalizagao do proposto por Resende e Veiga (Resende & Veiga 1993) em
um contexto de problemas de fluxo de custo minimo em rede. A principal caracteristica
deste precondicionador é que ele trabalha bem préximo a uma solucao do problema de pro-
gramagao linear onde este ja estd muito mal-condicionado e encontrar uma solucao através
de métodos iterativos se torna um problema muito dificil. O precondicionador separador
evita ainda o armazenamento das equacoes normais. Seu uso é eficiente para as iteracoes
finais do método de pontos interiores. Entretanto, quando usado nas iteracOes iniciais, o
método nao converge para diversos problemas de programacao linear.

Usaremos a versao do precondicionador separador para o sistema de equagoes normais
(Oliveira & Sorensen 2005) conforme descrito a seguir.
Seja A = [BN]P onde P é uma matriz de permutacao tal que B é nao singular. Fazendo
D = Z71X temos:

ADA' = BDgA' + NDyN*'.

_1
Multiplicando por D? B! e pés-multiplicando pela transposta chegamos a

1 _1 1 1
T=Dg*B Y ADA"YB'Dy* =TI+ WW' onde W = D3> B"'NDj},.

Observe que a matriz precondicionada é definida positiva e tem autovalores maiores ou
iguais a um, isto é, nao tem autovalores proximos de zero.

Préximo a uma solugao do problema de programacao linear pelo menos n —m entradas
da matriz D sdo pequenas. Assim, com uma escolha adequada das colunas de B, a diagonal
das matrizes Dgl e Dy s@o muito pequenas préximas a solucao. Nesta situacdo a matriz
W se aproxima da matriz nula e, entao, a matriz T se aproxima da matriz identidade.
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4.4 Mudanca de Fase

A mudanga de fase é um aspecto muito importante para o bom desempenho desta abor-
dagem. Usaremos a heuristica para a mudanca de fase desenvolvida em (Velazco, Oliveira
& Campos 2010) que é uma melhora em relacao a heuristica de (Bocanegra, Campos &
Oliveira 2007). Isto é, se o nimero de iteragoes necessarias para a convergéncia do método
de gradientes conjugados é maior que m/6, o parametro n na fatoragdo controlada de
Cholesky é incrementado em n = 1+ 10. A mudanga de precondicionador acontece quando
7 ultrapassa um valor maximo pré fixado.

4.5 Métodos de Pontos Interiores e Métodos Iterativos

O passo mais caro de uma iteragdo de pontos interiores é a solucao do sistema linear:
(ADAYdy = r, + A(Drq — Z 'ry). (2)

Para resolver o sistema vamos compara-lo com o seguinte sistema de equacoes nor-
mais apresentado na sesao

GG'u=b com z= Glu.

Vamos comparar o sistema com o sistema de equagoes normais na varidvel u, isto
é, GG'u = b. Isto se justifica pois como queremos obter o valor do vetor dy no sistema
, este serd dado pelo vetor u no sistema GG'u = b. Notemos também que a matriz G é
exatamente a matriz AD? no sistema e o vetor b é o vetor 1, + A(Drq — Z 7 r,).

Portanto podemos aplicar o algoritmo para resolver o sistema , utilizando o
precondicionador hibrido proposto na segao

5 Experimentos Numéricos

Os experimentos numéricos foram realizados utilizando o PCx (Czyzyk et al. 1999). Origi-
nalmente o cédigo PCx resolve problemas de pontos interiores utilizando um método direto
para a resolucao dos sistemas lineares. Utilizamos uma versao modificada do PCx. Neste
versao, o método direto utilizado para a solucdo dos sistemas lineares foi substituido por
um método iterativo, o método dos gradientes conjugados precondicionado.

Os testes realizados foram comparados aos resultados desta versao modificada do PCx.
Para isto, o algoritmo implementado em C, foi integrado ao cédigo PCx sustituindo
o algoritmo 3.2l Todos os testes foram realizados em um processador Intel Core 2 Duo
2.2GHz com 2Gb de memoria, em ambiente Linux usando os compiladores gecc e gfortran.

Utilizamos nos testes o precondicinador hibrido descrito na sesdo[d] O nimero méximo
de iteragoes para os métodos de gradientes conjugados foi dado pela dimensao do sitema

(2)-

5.1 Problemas Teste

Os problemas utilizados sao de dominio ptblico extraidos de diversas bibliotecas: NETLIB,
QAP e PDS. A tabela[I] indica o ntimero de linhas e de colunas dos problemas testados.

5.2 Resultados Computacionais

Para avaliar a eficiéncia do método sugerido comparamos o total de iteragdoes do método
de pontos interiores, o total de iteracdes do método de gradientes conjugados e o tempo
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Problema | Linhas | Colunas || Problema | Linhas | Colunas
stocfor3 16675 23541 || nuglh 6330 22275
els19 4350 13186 || pds-10 15648 48780
chr22b 5587 10417 || pds-20 32276 | 106180
scrlb 2234 6210 || pds-30 49944 | 158489
scr20 5079 15980 || pds-40 64265 | 214385
rou20 7359 37640 || pds-50 80339 | 272513
ste36a 27683 | 131076 || pds-60 96503 | 332862
ste36b 27683 | 131076 || pds-70 114944 | 390005
qapl2 2794 8856 || pds-80 126109 | 430800
qaplhb 5698 22275 || pds-90 142823 | 475448
nugl?2 3192 8856 || pds-100 156243 | 514577

Tabela 1: Dados dos Problemas Teste

total para resolver os problemas. O método foi comparado ao método Na tabela
indicamos o total de iteracoes do método de gradientes conjugados e o tempo total, das duas
versoes. Ainda na tabela 2] junto ao total de iteragdes do método de gradientes conjugados,
serd indicado, entre parénteses, o total de iteracoes do método de pontos interiores.

Observamos que os métodos comparados se comportam de forma muito parecida em
parte dos problemas testados. Apesar disso ocorrem diferencas consideraveis entre os
métodos. Variagoes no tempo e no total de iteragoes de gradientes conjugados ocorreram
em todos os problemas e, em alguns casos, até mesmo no total de iteracoes de pontos in-
teriores. Destacamos os problemas ste36b e nugl5. O primeiro atingiu a solugao étima
apenas quando foi usado o método de gradientes conjugados precondicionado que considera
a estrutura de equagoes normais, isto €, o PGCNE. Entretanto, o segundo problema atingiu
a solucao 6tima apenas quando o método de gradientes conjugados precondicionado nao
considera a estrutura de equagoes normais do sistema, isto é, o PGC.

Adicionalmente, outros problemas foram testados. Os resultados obtidos foram omitidos
neste trabalho pois estes problemas se comportaram de forma semelhante para os métodos
testados ou porque eram pequenos e, neste caso, o uso de métodos iterativos nao é o mais
adequado.

6 Conclusoes

Observamos que, na maior parte dos problemas, o numero de iteragoes do método de
gradientes conjugados da versao testada foi menor em relacdo ao da versao padrao do
método de gradientes conjugados. Apesar disso, o tempo total de solucdo dos problemas,
em maior parte, ainda é um pouco menor para a versao padrao do método de gradientes
conjugados.

Portanto, nao podemos afirmar qual versao é mais eficiente. Em um trabalho futuro
testaremos uma terceira versao do método de gradientes conjugados, isto é, a versao NR
(“Normal Residual”) (Saad 2003) onde, talvez, possamos concluir sobre a superioridade de
um versao sobre as outras.
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Problema | Iteragoes do PGC | Iteragoes do PGCNE | Tempo - PGC | Tempo - PGCNE
stocfor3 69507 (32) 69828 (32) 341,19 350,93
els19 26294 (31) 26315 (31) 170,00 172,48
chr22b 25580 (29) 25688 (29) 71,94 73,40
scrlb 15973 (24) 15886 (24) 29,19 29,46
scr20 36360 (21) 35789 (21) 226,69 254,20
rou20 54326 (24) 54606 (24) 3191,79 3229,24
ste36a 312988 (38) 305066 (38) 32764,84 32256,71
ste36b - 375810 (37) - 41786,72
qapl2 29962 (20) 30519 (20) 286,69 305,59
qaplh 113695 (24) 92876 (23) 4843,93 4160,35
nugl?2 23677 (20) 24111 (20) 245,68 249,23
nuglh 91134 (23) - 4444,72 -
pds-10 6872 (47) 6765 (47) 63,36 64,51
pds-20 52372 (60) 53759 (60) 743,68 801,26
pds-30 31769 (74) 31324 (74) 798,23 823,44
pds-40 43516 (79) 43797 (79) 1475,86 1564,04
pds-50 71481 (79) 69471 (79) 2948.93 3004,82
pds-60 83095 (85) 82774 (85) 4235,08 4462,97
pds-70 83050 (84) 77579 (85) 5059,39 5013,30
pds-80 80742 (83) 75626 (83) 5765,75 5721,24
pds-90 97909 (82) 82992 (81) 7490,74 6944,29
pds-100 122237 (86) 126769 (87) 9837,35 10613,82
(-) significa que o método falhou.

Tabela 2: Total de Iteracoes de Gradientes Conjugados e Pontos Interiores - Tempo
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