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Resumo

Uma b-coloragao de um grafo G é uma coloracao prépria na qual toda classe de cor pos-
sui um vértice que é adjacente a pelo menos um vértice em cada uma das outras classes de
cor. O nidmero b-cromético x5(G) de G é o maior inteiro ¢ tal que G possui uma b-coloracao
com t cores. [Irving e Manlove, 1999] provaram que determinar o nimero b-cromético de
um grafo qualquer G é um problema NP-Dificil. Em 2009, [Bonomo et al., 2009] prova-
ram que determinar o nimero b-cromatico é polinomial para cografos e grafos P,-esparsos.
Neste artigo, nds generalizamos esse resultado para a classe dos (g, g — 4)-grafos, para todo
inteiro ¢ fixo, que sao grafos tais que nenhum conjunto de no méximo ¢ vértices induz mais
do que q — 4 diferentes Py’s.

PALAVRAS-CHAVE: b-coloracao, (q,q — 4)-grafos, decomposicao primeval.
AREA: Teoria e Algoritmos em Grafos (TAG).

Abstract

A b-coloring of a graph is a coloring such that every color class contains a vertex adja-
cent to at least one vertex in each other color class. The b-chromatic number x;(G) of
a graph G is the maximum number ¢ such that there exists a b-coloring of G with t co-
lors. [Irving e Manlove, 1999] proved that determining x;(G) for a general graph G is an
NP-Hard problem. In 2009, [Bonomo et al., 2009] presented a polynomial time algorithm
to compute the b-chromatic number of Pj-sparse graphs. In this work, we generalize this
result for the class of (q,q — 4)-graphs, for every fixed ¢, which are the graphs for which no
set of at most ¢ vertices induces more than ¢ — 4 distinct Py’s.

KEYWORDS: b-coloring, (¢,q — 4)-graphs, primeval decomposition.

AREA: Graph Theory and Algorithms.

2891



XLIISBPO EeA

1 Introducao

Seja G = (V, E) um grafo finito ndo direcionado, sem lacos nem arestas miltiplas. Uma k-
coloracao dos vértices de G é uma atribuicao ¢ de cores aos vértices de GG de forma que para
qualquer aresta uv € E(G), c(u) # c(v). O conjunto dos vértices de G coloridos com uma
mesma cor ¢ forma uma classe de cor ¢; da coloragao ¢. O problema cldssico de coloragao
consiste em determinar o niimero cromatico de GG, ou seja, o menor inteiro k tal que G admite
uma k-coloracao de seus vértices. Esse problema é NP-dificil. De fato, a menos que P = NP,
nao existe algoritmo aproximativo para o problema de determinar o nimero cromatico de um
grafo [Lund e Yannakakis, 1994].

Uma forma de abordar o problema é obter uma coloracao ¢ qualquer do grafo G, que
utilize por exemplo k cores, e aplicar alguma estratégia de melhoria, obtendo a partir de ¢
uma coloracdo com um menor numero de cores. Observe que se ¢ possui uma classe de cor
¢; tal que para todo vértice v € ¢;, existe pelo menos uma outra classe de cor ¢; tal que v
nao possui vizinhos em c¢;, podemos esvaziar a classe de cor ¢;, recolorindo cada vértice v de
¢; com a cor j que nao ocorre nao sua vizinhanca. Essa recoloracao dos vértices permitiria
obter uma coloragao com k — 1 cores a partir de c. Dizemos que um vértice v é dominante se
v é adjacente a pelo menos um vértice em cada outra classe de cor, isto €, se todas as cores
ocorrem na vizinhanca de v. E facil ver que se uma classe de cor ¢; tem um vértice dominante,
nao se pode melhorar a coloracao ¢ aplicando a estratégia acima.

Uma b-coloragao de G é uma coloracao na qual toda classe de cor possui um vértice do-
minante. O numero b-cromético x;(G) é o méximo inteiro ¢ tal que existe uma b-coloracao
de GG com t cores. Observe que o numero b-cromético de G mede o pior desempenho da es-
tratégia de melhoria de coloragao descrita anteriormente. Esse parametro foi introduzido por
[Irving e Manlove, 1999]. Eles provaram que determinar o nimero b-cromético é polinomial
para arvores, mas é NP-Dificil em geral. [Kratochvil et al., 2002] provaram que determinar
o nimero b-cromatico é NP-Dificil até mesmo para grafos bipartidos. Recentemente, foram
feitos varios estudos envolvendo conceitos relacionados ao problema da b-coloragao, tais como
b-continuidade e b-monotonicidade (ver, por exemplo, [Hoang et al., 2009], [Kara et al., 2004],
[Klein e Kouider, 2004], [Maffray e Mechbbek, 2009]).

Seja G = (V,E) um grafo. Dizemos que G é um Py se V(G) = {z,y,z,w} e E(G) =
{zy,yz, zw}. Dizemos que = e w sdo as extremidades de G e yz é sua aresta do meio. Dizemos
que G é um cografo se G é livre de Py’s, ou seja, G nao possui um subgrafo induzido isomorfo
ao P4. Por outro lado, dizemos que G é Pj-esparso se cada cinco vértices de GG induzem no
maximo um Py.

Em 2004, o problema da b-coloragao foi investigado para cografos em [Klein e Kouider, 2004],
sem uma, conclusdo sobre a complexidade do problema para esta classe. Sabe-se que muitos
problemas NP-Dificeis sao resolvidos em tempo polinomial para cografos, como determinar
o numero cromatico, mas sabe-se que calcular o nimero a-cromético x,(G) (um pardmetro
semelhante a x;(G)) de um cografo G é NP-Dificil [Bodlaender, 1989].

A classe dos cografos, introduzida em [Corneil et al., 1981], tem uma estrutura bem defi-
nida, como se pode ver na proposi¢cao que segue.

Proposigao 1.1. [Corneil et al., 1981] Todo subgrafo induzido de um cografo é também um co-
grafo. Se G € um cografo nao trivial, entao G ou G ¢é desconezxo, onde G é o grafo complemento

de G.
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Em 2005, o problema da b-coloragao foi investigado para a classe dos grafos Pj-esparsos em
[Hoang e Kouider, 2005], sem resultados conclusivos a respeito da complexidade do problema
para essa classe. Os grafos Py-esparsos, introduzidos em [Hoang, 1985], contém os cografos e po-
dem ser reconhecidos em tempo linear [Jamison et al., 1992]. Além disso, de forma semelhante
aos cografos, eles também possuem uma estrutura bem definida, que serd mostrada a seguir.
Para tanto, faz-se necessaria a definicao dos grafos aranha. Um grafo G = (V, E) é uma aranha
se V(G) pode ser particionado em conjuntos S, C' e R, onde os conjuntos S = {si1,...,s,}
e C ={c1,...,cx}, para algum k > 1, formam respectivamente um conjunto independente e
uma clique; além disso, s; é adjacente a ¢; se e s6 se i = j (aranha magra), ou s; é adjacente
a cj se e 50 se i # j (aranha gorda); e, finalmente, existem todas as arestas entre os vértices
de R e C e nao existe nenhuma aresta entre os vértices de R e S. Chamaremos os conjuntos
S, C e R respectivamente de pernas, corpo e cabeca da aranha. Dizemos que a aranha é sem
cabeca se R = (.

Proposicao 1.2. [Hoang, 1985, Jamison e Olariu, 1992] Se G é um grafo Pj-esparso nao
trivial, entdo G ou G € desconexo, ou G ¢ uma aranha, onde a cabe¢a da aranha, caso exista,
mnduz um grafo Py-esparso.

Em 2009, usando esses resultados estruturais, Bonomo, Durdn, Maffray, Marenco e Valencia-
Pabon [Bonomo et al., 2009] provaram que determinar o ntmero b-cromatico de grafos Py-
esparsos (e, em particular, cografos) é polinomial, apresentando um algoritmo polinomial de
programacao dindmica para resolvé-lo. Nesse algoritmo, um vetor de dominancia, que defini-
remos mais tarde, é calculado através da visita da arvore de decomposi¢ao modular do grafo.
Uma vez calculado o vetor, o problema esta resolvido.

Neste artigo, nds generalizamos esse resultado para uma vasta quantidade de classes de
grafos. Dizemos que um grafo é um (q,q — 4)-grafo se nenhum conjunto com ¢ vértices induz
mais do que g — 4 diferentes P,’s. Observe que cografos e grafos Pj-esparsos sao exatamente
(4,0)-grafos e (5, 1)-grafos respectivamente. Os grafos Ps-estensiveis que sao livres de C5 s@o 0s
(6,2)-grafos e os grafos Py-leve sao (7, 3)-grafos especiais. O nosso teorema principal abaixo diz
que, para qualquer ¢ > 0 fixo, temos um algoritmo polinomial para obter o niimero b-cromatico
de (q,q — 4)-grafos.

Teorema 1.3 (Resultado principal). Seja ¢ > 0 um inteiro fizo. O nimero b-cromdtico de um
(q,q — 4)-grafo pode ser determinado em tempo polinomial.

Esse artigo estd organizado da seguinte forma: a Secao 2 possui resultados estruturais sobre
os (q,q—4)-grafos e a chamada decomposigao primeval, baseada em grafos p-conexos. A Segao
3 mostra os resultados de [Bonomo et al., 2009], incluindo a definicao de vetor de domindncia
e seu calculo através da decomposi¢ao modular dos grafos Pj-esparsos, além do enunciado do
nosso lema técnico principal, que completa o método de cédlculo do vetor de dominancia através
da decomposicao primeval de um (g, q — 4)-grafo.

2 Decomposigao de (q,q — 4)-grafos

As Proposicoes 1.1 e 1.2 permitem caracterizar os grafos cografos e Py-esparsos através de suas
arvores de decomposicao modular. Ao invés de introduzir formalmente o conceito de médulo
e decomposi¢ao modular, vamos definir uma arvore de decomposicao de um grafo G qualquer

2893



XLIISBPO EeA

como sendo uma arvore T¢, onde as folhas sdo subconjuntos de vértices de GG e cada né interno
v de T, com filhos vy, ..., v, representa o subgrafo de G, denotado por G(v), induzido pelas
folhas da subdarvore de T enraizada em v. Além disso, v é rotulado de acordo com a sua
relagdo com os grafos G(vi),...,G(v;). Claramente, a intersecao das folhas deve ser vazia e
sua uniao deve ser o conjunto de vértices de GG. Por essa definicao, a raiz de T representa G.

Caso o rétulo de v seja unido disjunta, G(v) é a unido disjunta de G(vy),...,G(v;), ou
seja, o conjunto de vértices de G(v) é a uniao dos conjuntos de vértices de G(v1),...,G(v;) e
o conjunto de arestas de G(v) é a uniao dos conjuntos de arestas de G(vy),...,G(v).

Caso o rétulo de v seja juncdo, entdo G(v) é a uniao completa de G(v1), ..., G(v;), ou seja,
o conjunto de vértices de G(v) é a unido dos conjuntos de vértices de G(v1),...,G(v) e o
conjunto de arestas de G(v) é a unido dos conjuntos de arestas de G(v1),...,G(v;), além de
todas as arestas possiveis entre os vértices de G(v1),...,G(v;).

Caso o rétulo de v seja aranha, G(v) é isomorfo a uma aranha.

A Proposigao 1.1 implica que para cada cografo GG, existe uma arvore de decomposicao T¢,
onde cada né interno é rotulado unido disjunta ou juncdo e cada folha é um vértice de G. Essa
arvore pode ser calculada em tempo polinomial [Corneil et al., 1984].

A Proposic¢ao 1.2 implica que para cada grafo Pj-esparso (G, existe uma arvore de decom-
posicao T, onde cada né interno é rotulado unido disjunta ou jung¢do ou aranha e cada folha é
um vértice de G [Jamison e Olariu, 1992]. Essa drvore também pode ser calculada em tempo
polinomial [Jamison et al., 1992].

Utilizando essas decomposigoes, [Bonomo et al., 2009] apresentaram um algoritmo polino-
mial de programacao dinamica para computar o nimero b-croméatico de cografos e de grafos
Py-esparsos.

[Babel e Olariu, 1998] chamaram de (g, ¢ — 4)-grafos os grafos tais que nenhum conjunto de
no méaximo ¢ vértices induz mais de ¢ — 4 Py’s distintos. Eles também provaram a existéncia
de uma decomposi¢ao em &rvore para (q,q — 4)-grafos cujas folhas induzem grafos especiais,
chamados grafos p-conexos.

Defini¢ao 2.1. Um grafo G € p-conexo se, para toda particao de V(G) em dois conjuntos
disjuntos A e B ndo-vazios, existe um Py induzido com vértices de A e B. Um grafo p-conexo
G € separdvel se existe uma particao de V(G) em subconjuntos A e B nao-vazios tal que cada Py
mnduzido que possui vértices de A e B tem sua aresta do meio em A e suas extremidades em B.
Um subgrafo induzido que é p-conexo e, além disso, é maximal com rela¢do a essa propriedade,
€ chamado de p-componente. Vértices que nao estao contidos em uma p-componente nao-trivial
sao chamado de fracos.

O teorema abaixo de [Jamison e Olariu, 1995] é um importante resultado sobre a estrutura
geral de grafos arbitrarios, e utiliza grafos p-conexos.

Teorema 2.2 (Teorema da estrutura p-conexa [Jamison e Olariu, 1995]). Dado um grafo G =
(V,E), exatamente uma das sequintes afirmagoes é vdlida:

(i) G é desconexo;
(ii) G € desconero;

(iii) G contém uma unica p-componente separdvel H com parti¢ao (Hy, Hz) tal que todo vértice
de V(G) — H € adjacente a todo vértice de Hy e a nenhum vértice de Ha;
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(iv) G € p-conexo.

O teorema acima sugere uma decomposi¢do em arvore para grafos em geral, chamada
decomposi¢ao primeval, que pode ser calculada em tempo polinomial [Jamison e Olariu, 1995].
As folhas da arvore de decomposicao primeval de um grafo G sao as suas componentes p-
conexas (ver (iv)) e seus vértices fracos, e os nds internos v sao rotulados unido disjunta (ver
(1)), juncao (ver (ii)) ou p-componente, indicando que G(v) satisfaz (iii) (nesse caso, v tem dois
filhos na arvore: uma folha representando H e um né interno representando G(v) — H).

Nos casos em que v é rotulado como uniao disjunta ou junc¢ao, podemos usar os resultados
de [Bonomo et al., 2009] para determinar o nimero b-cromatico de G(v). Falta determinar
quando v for rotulado como p-componente.

Foi provado em [Babel e Olariu, 1998] que todo (gq,q — 4)-grafo p-conexo é uma aranha
sem cabeca ou possui menos de g vértices. Entao, em uma decomposicao primeval de um
(¢, q — 4)-grafo, todo né v da arvore rotulado como p-componente é tal que sua p-componente
separavel H = (Hy, Hy) (do grafo G(v)) é uma aranha sem cabega ou um grafo com menos
de q vértices. Caso H seja uma aranha sem cabecga, entao é facil ver que Hy é o corpo e Hy
sao as pernas. Como V(G(v)) — H é adjacente a todo vértice de H; e nao-adjacente a todo
vértice de Ha, temos que G(v) é ele mesmo uma aranha com cabega, onde V(G(v)) — H é a
cabeca, H; é o corpo e Hs sao as pernas. Nesse caso, podemos ainda usar os resultados de
[Bonomo et al., 2009] para calcular o nimero b-cromético de G(v). O mesmo pode ser feito se
v for uma folha (ou seja, um (g, q — 4)-grafo p-conexo) isomorfo a uma aranha.

Neste artigo, resolvemos o caso que resta, a saber, quando um né v da arvore de decom-
posigao primeval é rotulado como p-componente e a componente p-conexa H do grafo G(v)
é um grafo com menos de ¢ vértices. Além disso, mostramos o tratamento dado aos vértices
fracos de G(v), caso existam.

3 b-coloragao de (q,q — 4)-grafos

[Bonomo et al., 2009] mostraram como obter o nimero b-cromético de um cografo ou de um
grafo Pj-esparso em tempo polinomial. Para isso, eles introduziram o conceito de vetor de
dominancia de um grafo:

Definigao 3.1. Seja G um grafo. O vetor de dominancia domg de G € tal que domglt] é o
numero mdximo de classes de cores distintas que possuem vértices dominantes dentre todas as
coloragoes de G com t cores, para x(G) <t < |V(G)|.

Note que um grafo G admite uma b-coloragao com t cores se e somente se domg[t] = t.
Logo, o nimero b-cromdtico x(G) é o maior nimero ¢ tal que domg[t] = t. Logo, uma vez
calculado domg[t] para um grafo G, o seu numero b-cromético pode ser facilmente obtido.
[Bonomo et al., 2009] provaram que o vetor de dominancia pode ser calculado em tempo polo-
nomial para cografos e grafos Pj-esparsos.

Os Lemas 3.2 e 3.3 abaixo de [Bonomo et al., 2009] mostram como obter o vetor de do-
minéancia usando a arvore de decomposicao do grafo, segundo os rétulos dos nés internos. Ob-
servamos que o calculo de x(G) foi mostrado em [Corneil et al., 1984] e [Jamison et al., 1995]
e, para fins de simplificacdo, consideramos que os nds internos uniao disjunta e juncao tém
apenas dois filhos, uma vez que essas operagoes sdo associativas.
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Lema 3.2 (Vetor de dominancia para os grafos representados pelos vértices com rétulos uniao
e jungao [Bonomo et al., 2009]). Sejam G = (Vi, E1) e Ga = (Va, Ea) os grafos representados
pelos filhos de um né v e fagca G = G(v). Se v € rotulado unido disjunta, entio x(G) =
max{x(G1),x(G2)} e

domglt] = min{t,domg,[t] + domg,]t]}.

Se v € rotulado juncgao, entio x(G) = x(G1) + x(G2). Seja a = mazx{x(G1),t — |V(G2)|} e
b=min{|V(G1)|,t — x(G2)}. Tem-se

domglt] = max {domg,[t] + domg,[t — j]}.
a<y<b
Lema 3.3 (Vetor de dominancia de aranhas [Bonomo et al., 2009]). Seja G uma aranha com

particio (S,C, R), onde k = |S| = |C| > 2. Se R € vazio, considere x(G[R]) =0 e domg(g)[0] =
0. Entao, x(G) = k+ x(G[R)]) e

(a) Se G € uma aranha magra, entdo

k+domggli — k], if k+x(G[R]) <i<k+|R|,
domgli] = <k, ifi=k+|R|+1,
0, ifi>k+|R|+1

(b) Se G é uma aranha gorda, entao

k + domgg[i — K], if k+x(G[R]) <i<k+|R],
domgli] = { min{k,4k —2i +2|R|}, fk+|R+1<i<2k+|R|,
0, ifi> 2k +|R|

Usando esses lemas, Bonomo et al. provaram o teorema abaixo:

Teorema 3.4 ([Bonomo et al., 2009]). O vetor de domindncia e o nimero b-cromdtico de um
cografo ou um grafo Py-esparso pode ser calculado em O(n?).

Para resolver a b-coloragao para os (g,q — 4)-grafos, primeiramente aplicamos a decom-
posicao primeval. O préximo passo é calcular o vetor de dominéancia para as folhas. Calcular
domg para vértices fracos é trivial. No caso das folhas que induzem grafos p-conexos, se forem
aranhas, o Lema 3.3 mostra como encontrar domg. Se a folha induz um grafo p-conexo com
menos de g vértices, podemos calcular dom¢ verificando todas as possibilidades em tempo
constante.

Dado que sabemos como determinar o vetor de dominancia para as folhas, precisamos
descobrir como calcular para os nds internos da arvore. Se o né em questao for rotulado por
uniao ou junc¢ao, o Lema 3.2 mostra como obter esse vetor.

Se o né v for rotulado p-componente, temos dois casos: a p-componente separavel, que
chamaremos H, de G(v) é uma aranha sem cabega (com R = ()) ou é um grafo com menos
de ¢ vértices. No primeiro caso, podemos utilizar o Lema 3.3. Como ja observado, note que,
ainda que G(v) possua vértices fracos, esses vértices definem, junto com H, uma aranha com
cabega, caso que também é tratado por [Bonomo et al., 2009]. A determinagao de domg para
o segundo caso foi o nosso maior trabalho e é o nosso lema técnico principal.
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Lema 3.5. Seja ¢ um inteiro fizo. Seja v um nd rotulado como p-componente tal que a p-
componente separdvel H de G(v) possui menos de q vértices. Seja n o nimero de vértices de
G(v) e seja G' o subgrafo de G(v) induzido pelos vértices que nao estao em H. Entdao, dado o
nidmero cromdtico x(G') e o vetor de domindncia domes de G', nds podemos calcular o nimero
cromdtico x(G(v)) em tempo ©(n) e o vetor de domindncia domg,y de G(v) em tempo ©(n?).

Esse resultado é intuitivo porque H é um grafo pequeno com tamanho constante ¢q. Entao é
possivel aplicar varias coloragoes em H e fazer varios cdlculos em tempo constante, dependendo
somente de ¢, e ndo de n. Em [Babel, 1997], foi provado que o niimero cromatico de um (q, g—4)-
grafo pode ser calculado em tempo linear utilizando a decomposicao primeval. Entao, o nosso
maior trabalho foi calcular o vetor de dominéancia. Apesar de intuitiva, a prova é muito extensa
e técnica. Por essa razao, ela foi omitida.

Com esse lema, temos a prova do resultado principal:

Prova do Teorema 1.3. Segue diretamente do Teorema 2.2 e Lemas 3.2, 3.3 e 3.5 como apre-
sentado. A partir do vetor de dominancias de G, o niimero b-cromético é o méximo ¢ tal que
domglt] = t. O
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