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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta de solucao para o problema de fluxo multiproduto através
do método de pontos interiores primal-dual seguidor de caminho. O problema foi modelado
através de um grafo, cujos nds representam pontos de oferta e demanda de produtos, os quais
trafegam pelos arcos da rede. O método proposto visa encontrar a solugao 6tima do problema de
forma eficiente através da solucao dos sistemas lineares com método dos gradientes conjugados
precondicionado.

PALAVRAS-CHAVE. Fluxo Multiproduto. Métodos de Pontos Interiores. Programacao
Linear. Teoria de Grafos.

ABSTRACT

This work presents an approach for solving the multicommodity flow problem through of primal
dual path following interior-point method. The problem was modeled through a graph whose
nodes represent points of supply and demand of commodities, which pass through arcs of the
network. The proposed method aims to find the optimal solution of the problem of efficiently
form through the solution linear systems with method of preconditioned conjugate gradient.

KEYWORDS. Multicommodity Flow. Interior-Points Methods. Linear Programming. Graph
Theory.
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1 Introducao

A teoria de grafos é comumente utilizada para resolver problemas que podem ser represen-
tados na forma de redes. Ela fornece uma modelagem intuitiva de um problema, facilitando a
implementagao de algoritmos que auxiliam na obtengao da sua solugao (Ahuja et al, 1993). Atu-
almente, problemas bem conhecidos como caminho minimo, fluxo de custo minimo, alocacao,
entre outros sao muito estudados utilizando esta teoria (Ford & Fulkerson, 1962).

Métodos de pontos interiores possuem uma abordagem na qual a procura por solugoes é
realizada no interior do ortante positivo até atingir o étimo. Desde o surgimento dos métodos
de pontos interiores para otimizacao linear, codigos computacionais baseados nessas idéias vém
se apresentando como alternativas eficientes para solucao de problemas de grande porte (Adler
et al, 1989, Kojima et al, 1993, Wright, 1996).

O problema de fluxo multiproduto surge quando varios produtos compartilham os arcos em
uma rede e competem pela capacidade dos mesmos. O objetivo deste problema é determinar
o fluxo dos produtos em cada arco, a um custo minimo, de modo a atender as restrigoes de
capacidade dos arcos e as restrigoes de conservagao de fluxo (Chagas, 2005).

As restrigoes de capacidade dos arcos limitam o fluxo dos produtos, de modo que em nenhum
arco trafegue uma quantidade de produtos superior a capacidade suportada por ele. Ja as
restricoes de conservacao de fluxo gerenciam o fluxo dos produtos pelos arcos da rede, que saem
de um ponto de oferta e chegam em um ponto de demanda. Cada produto pode ser transportado
de um ou vérios nds origem para um ou vérios nés destino da rede (grafo) (Chagas, 2005).

Geralmente é associado um custo referente ao transito em cada arco, por unidade de fluxo.
Estes custos podem ser os mesmos para todos os produtos ou podem ser diferentes para cada
produto.

Os problemas de fluxo multiproduto, de um modo geral, tém recebido muita atencao devi-
do a aplicabilidade na resolucao de problemas atuais presentes nas mais diversas areas, como
transportes, telecomunicagoes, dentre outras (Ahuja et al, 1993, Chagas, 2005). A dificuldade
pratica de se resolver esse tipo de problema aumenta rapidamente a medida que o problema
cresce, referente ao niimero de variaveis e, principalmente, em relacdo ao nimero de produtos.

Neste trabalho, é proposto um algoritmo para abordar problemas de fluxo multiproduto
baseado em um método de pontos interiores primal-dual seguidor de caminho que sera abordado
na Secao [

2 Trabalhos correlatos

Os trabalhos iniciais que tratam o problema de fluxo multiproduto foram propostos por
Ford e Fulkerson (1962); e Hu (1962), no inicio dos anos 60.

Castro (2000) propos um método misto combinando o método dos gradientes conjugados
precondicionado e a fatoracao de Cholesky esparsa para resolver um sistema linear em cada
iteragao. O precondicionador usado foi desenvolvido explorando a estrutura do problema de
fluxo multiproduto.

Resende e Veiga (1993) apresentam uma implementacao do método dos gradientes conju-
gados precondicionado para o problema de fluxo de custo minimo. Os autores propuseram um
precondicionador que inicialmente é a diagonal da matriz de restricbes do problema e depois de
um determinado nimero de iteracoes passa a ser a arvore geradora que é computada através do
algoritmo de Kruskal (Tarjan, 1983).

3 Formulagao Matematica
Seja G = (N, A) um grafo, onde N é o conjunto de nés e A é o conjunto de arcos. Cada

arco é denotado por (i,j) onde 7,5 € N. O problema de fluxo multiproduto é formulado como
o seguinte problema de programagcao linear:
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K
min z = Z 52%
k=1 (i,j)eA
af— Y A=W VieN Vk=1,... K (1)
ji(i,5)€A J:(Gi)eA

S.a

onde:
° :Ufj € R" representa o fluxo do produto k que percorre o arco (i, j);

° cfj € R™ representa o custo unitario do produto k associado a cada unidade de fluxo x;;
que percorre 0 arco (i, 7);

e [;; representa o limitante inferior da capacidade do arco (4, j) (I;; = 0);
e u;; € R" representa o limitante superior da capacidade do arco (i, j);
e K representa o nimero total de produtos;

° b’} € R™ representa a oferta ou demanda do produto k:

— Se bl}’ > 0, ¢ representa n6 gerador do produto k;
— Se b’f < 0, 7 representa né consumidor do produto k;
— Se b’f = 0, ¢ representa né de passagem do produto k;

Matricialmente temos:
Problema Primal:

Z1

Z2
min ( ¢}; & ... ¢ 0)

Ti

S
A, 0 0 0 0 1 b
0 A 0 0 o b7
0 0 . 0 0 : = : (2)
0 0 0 Ag 0 TK bK
I I I I S U
(r,8) >0

e 11 vetor de fluxos do produto k, k =1,2,..., K.
e 5 € R™: folga da segunda restricao;

e A; € R™*™ matriz de incidéncia né-arco do produto k, onde m é o nimero de nds e n é o nimero
de arcos do problema;

e I c R™™™,

Observagao 1 Considera-se que a matriz Ay, tem posto linha completo. Caso isso nao aconteca, retira-se
qualquer linha dessa matriz de forma que ela fique com posto linha completo.
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Problema Dual:

Y1

Y2
max ( b} b7 ... b w) :

YK

w
AT 0 0 o0 I Y1 “
0 AT 0 I b2 =
0 0 0 : = : ®)
0 0 0 AT I YK €K

K w 0

(UJ) < 0 (—’LU > 0)7 Yk l’iU’/’@,
e weR"

ey ER™ k=1,2,... K.

3.1 Condigoes de Otimalidade

As condigoes de otimalidade para os problemas primal e dual sdo dadas por:

Primal:
Alxl—b}zo
Ag.ﬁg—b%zo
AK{EK—bg{:O
x1+ro+...+rg+s—u=0
Dual:

A?yl—w+t1—61:0
A2Ty2—w+t2—02:0

AII;yK—w—I—tK—CK:O

Complementaridade:
Xka(B:O, k= 1,2,...,K

SWe=10
Sendo que:
® 1, tr, S, w € R sao nao negativos;
e c=(1,1,...,1) € R
o X} = diag(xy);
o T} = diag(tx);
e S =diag(s);
o W = diag(w).
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A1$1 — b}
A2$2 — b%
AK,TK — b?

m1—|—x2—|—...+xK+s—u

A{y17w+t1761:0
Alys —w+tg—co=0
2Y2 2 C2 = 0 . (4)

AJI;nyw+thcK:0

X1T1€
X2T2€
XKTKe
WSe
Sendo que:
o (r1,22,...,2x5) > 0;

o (y1,y2,...,yK) livre;

o (s,w,t1,t,...,tg) > 0;

4 Método de Pontos Interiores

A idéia basica dos métodos de pontos interiores é mover-se em direcao ao étimo através do interior
da regiao factivel do modelo de programacao linear. Esta idéia ja havia sido apresentada desde 1967 com
o método afim-escala de Dikin (Dikin, 1967) e o método de barreira logaritmica (Fiacco, 1968). Porém
estes métodos nao se mostraram competitivos com o método simplex, pois exigiram significativamente
mais memoria que o simplex, o que era inaceitdvel na época em que foram propostos.

Neste trabalho é abordado o método primal-dual seguidor de caminho que dentre as muitas variantes
de métodos de pontos interiores é um dos mais elegantes teoricamente e possui um bom desempenho
computacional (juntamente com o preditor corretor) para problemas de programagao linear.

4.1 Meétodo Primal-Dual Seguidor de Caminho

O método primal-dual seguidor de caminho surgiu em funcao das baixas taxas de convergéncia do
método Primal-Dual Afim-Escala, que permite que os produtos x;z; se aproximem de zero rapidamente,
tornando o processo de otimizagao pouco eficiente.

Seja o problema de Programacao Linear na forma padrao:

min flx)=c"z (5)
s.a. Ax =
x>0

onde x € R™ é o vetor-coluna de varidveis primais, ¢ e b sao vetores de constantes e A € R™*™ é a matriz
de coeficientes. A esta formulagdo dé-se o nome de problema primal (PP), cujo problema dual (PD)
associado é dado por:

max  @(y) =b"y (6)
s.a. ATy4+z2=c¢
z >0,y livre.
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Para resolver os problemas e @, o método Primal-Dual seguidor de caminho acrescenta uma
perturbacdo & condicdo de complementaridade. Assim, podemos reescrever as condi¢oes de otimalidade
como:

Az = b, x>0 (7)
ATy+2 = ¢ z2>0
XZe = pe.

A idéia principal dos métodos primais-duais consiste da aplicagdo do método de Newton ao sistema
F(z,y,z) =0 (Wright, 1996):

Az —b Tp
F(z,y,z) = ATy4+2—¢ = rq | . (8)
XZe — pe Te

Com isso, resolve-se os problemas primal e dual, simultaneamente.
A solucao de , dado um ponto interior (zg, zp), através do método de Newton, é dada por:

(:vk+1,yk+17zk+1) — (.’L’k,yk,zk) _ Oz[VF(SCk,yk,zk)]_lF(l'k,yk,zk) (9)

onde « é tal que xg11,2x4+1 > 0. VF é a matriz Jacobiana do sistema, sendo expressa da forma:

A 0 O
VF(zkyk 2F) = 0 AT I . (10)
7 0 X
Assim, a diregdo de descida dj, é dada por:
A 0 o0\ " b da*
dr = 0 AT I k] o= | dyt |- (11)
Zr 0 X r* dz"

Resolvendo-se o sistema da Equagao , obtém-se as diregoes:

(AD'AT)dy = (r,+AD 'rg— AD7'X"17,) (12)
dr = DY ATdy —rq+ X "'r,)
dz = X Y(r.- Zdzx)

onde D =X"1Z7.
O passo mais caro em todos os métodos de pontos interiores consiste em resolver o sistema linear:

AD 'ATdy = r (13)

onde 7 =1, + AD 'ry— AD7'X~1r. e D é uma matriz diagonal que varia a cada iteragao do algoritmo.
Enquanto para uma grande classe de sistemas lineares, pode ser resolvida eficientemente através de
métodos de fatoracao diretos, este ndo é o caso para problemas de fluxo em redes. Resende e Veiga (1993),
fizeram um estudo comparativo entre métodos de fatoragao direta e métodos iterativos e observaram
ganhos neste dltimo para problemas de fluxo em redes.

4.2 Deducao do Algoritmo para o Problema de Fluxo Multiproduto

Primeiramente calculamos o Jacobiano das condigoes de otimalidade apresentadas em . Os
residuos primais (rpy e rpp), residuos duais (rdy) e os residuos de folga complementar (rfc e rfccy)
sao dados por:
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TPk = bkak:Ek, k:1,2,...,K
rpp = u—ZiK:kxk—s, k=1,2,....K
rdy, = c—Afy+w—t,, k=12,...,K
(14)
rfe = pe — (SWe)
rfee, = e — (XgTre), k=12,....K.

As diregoes referentes as varidveis de folga do primal (ds) e do dual (dt;), sdo dadas por:

ds =W 1Sdw+ W lrfe

dty, = —D,;ldxk + X;lrfcck
onde:
Dy, =T ' X
Note que a matriz W~1S é uma matriz diagonal.
As demais direcoes sao dadas por:

dry = Dy(—rdy + X 'rfecy + Agdyk —dw), k=1,2,...

(AkaAg)dyk =TrpK — Aka(—Tdk + XﬁleCCk - dw), k=1,2,...,K

—(Dy+ Do+ ... 4 Dp + W LS)dw = rw — (D1 ATdy, + Dy ATdy, + ... + D AL dyr),

onde
K

rw=rpp — W trfc+ Z(Ddek — DX, 'rfecy).
k=1

O passo « é tal que zg, s, w, ty > 0.
Para resolver o problema de forma mais eficiente vamos usar o método dos gradientes conjugados
precondicionado para resolver o sistema envolvendo as direcoes dyy e dw.

4.3 Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado

A eficiéncia computacional do primal dual seguidor de caminho para resolver o problema de fluxo
multiproduto depende fortemente do método do gradiente conjugado precondicionado para resolver o
sistema envolvendo as diregoes dy; e dw em cada iteracao. Tal sistema é dado por:

Ay D AT 0 0 e —A1Dy dy Y1
0 Ay Dy AT 0 —AsDy dys TY2
: : - : : : = : (15)
~DiAT  —DoAT ... —DrAL (WS + Y5, Dy) dw —rw
onde:
rye = rpr+ ApDi(rdi — X 'rfeer), k=1,2,...,K. (16)

Para utilizar o método dos gradientes conjugados precondicionado temos que mostrar que a matriz
do sistema (15]) é definida positiva.

Seja
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Ay Dy AT 0 0 .. — A1 Dy
0 AsDy AT 0 —AsDy
J = : : - : : (17)
0 .. AgDgAL —Ax Dy
—Di AT —DyAT ... —DgAL (WS + K Dy)
e tomemos p = [p1 p2 ... ,PKi,Pw]’ onde pp € R™, k=1,..., K(ntimero total de produtos) e

pw € R".
Temos que mostrar que p’ Jp > 0, para todo p # 0.

K
p"Ip = > _pl AiD;Alpi +pl,
=1

K K K
> Di+ WIS] Pw—Y_PuDiAipi =Y pl AiDipy,

i=1 i=1 i=1

K K K
= Y plAiDiATpi +> phDipw =2 pf AiDipu + p W Spy,

i=1 i=1 i=1

K
= Y [Pl AiD;ATp;i + plDipw — 2p] AiDipw] + plyW ™' Spu,
=1

Observagao 2 Uma matriz diagonal com elementos positivos na diagonal principal € definida positiva.
Logo D; e W18 sdo definidas positivas.

1/2 1/2

Como D; ¢ definida positiva podemos escrever D; = D, , dai temos parai=1,..., K:

K

p'Ip=>" [(Az-Tpi)TDi/QDil/z(AiTpi) +p5D}* D} p, — 2T A DD} *p| + pLW 1 Sp,,
=1

Agora tomando v = Dil/2 (ATp)) eu= Dg/pr temos:

K
plJp= Z [0 v; + ] u; — 2v] W] + pLW ' Spy,
i=k
ou seja,
K K
pTJp = Z(v —u,v—u) +pLW'Sp, = Z | v—ul|?+pLWtSp, > 0.
i=k i=k

Observe que p”.Jp = 0 se, e somente se p, = 0 e v = u, mas
v=u & Alp, =p, =0 i=12,... K.

Lembrando que A; tem posto linha completo para todo i, entdo devemos ter p; =0,i=1,2,..., K,
e assim p = 0.
Portanto, p” Jp > 0 para todo p # 0 e J é simétrica definida positiva.

O método dos gradientes conjugados precondicionado foi feito baseando se no algoritmo 10.3.1 apre-
sentado em Golub (1983).

Dado uma matriz simétrica definida positiva A € R"*", b € R"™, um precondicionador simétrico
definido positivo M e um ponto inicial xq, o seguinte algoritmo resolve o sistema linear Az = b:

k=0

To = b— A(EO

enquanto r # 0

Resolva Mz, = ry,

k=k+1
sek=1
b1 = %0
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entao

T
5 _ Tg—1%k-1
k Th_gZh—2

Pk = Zk—1 + BrPr—1
end
Tk—1%k—1
“pLApr
Tk = Tp—1 T QkPk
Tp = Th—1 — QL ApL
end

o =

4.4 Precondicionadores

O precondicionamento é uma estratégia que deve ser aplicada aos métodos iterativos para melhorar
as caracteristicas de convergéncia de sistemas que possuam a matriz de coeficientes com autovalores
dispersos. Precondicionar um sistema linear consiste em fazer com que a matriz apresente condicoes
desejadas para que o método que estd sendo aplicado resolva o sistema de forma eficiente (Silva, 2009).

Neste trabalho, construimos um precondicionador baseado no precondicionador feito por Resende
e Veiga (1993). Inicialmente, o precondicionador é a diagonal da matriz de restrigdes do problema e
posteriormente é a arvore geradora maxima. Para construir a arvore geradora maxima utilizamos o
algoritmo de Kruskal (Tarjan, 1983).

A matriz diagonal constitui a forma mais simples e mais comum de precondicionador usado junto
com o método do gradiente conjugado precondicionado (Golub, 1983). O precondicionador diagonal
usado aqui é M = diag(Ay Dy AL).

O precondicionador drvore geradora méaxima é obtido através do algoritmo de Kruskal (Tarjan, 1983).
Esse precondicionador foi feito baseando-se em Resende e Veiga (1983), onde é feito um precondicionador
floresta maxima.

Na k-ésima iteracao do método primal dual cléssico, seja Ny a submatrix de Ay com colunas cor-
respondentes aos arcos da arvore geradora maxima. O precondicionador pode ser escrito como:

M = NyDpN}
onde Dy, = T, ' Xj.

5 Conclusoes e trabalhos futuros

Os métodos de pontos interiores primais-duais, sdo bastante eficientes quando nao se conhece, a
priori, uma solugao inicial factivel. Nesses casos, e naqueles em que a dimensionalidade do problema é
demasiada grande, os métodos de pontos interiores constituem uma alternativa eficaz a ser considerada.

Apresentamos uma nova abordagem de solucao dos sistemas lineares oriundos dos métodos de pontos
interiores para o problema de fluxo multiproduto. Mostramos que a matriz obtida é definida positiva e
evitamos o célculo da decomposi¢ao Cholesky aplicando o método dos gradientes conjugados precondi-
cionado, para tanto desenvolvemos um novo precondicionador por blocos baseado em precondicionadores
ja existentes.

A implementacao do método proposto estd em andamento.

Como trabalho futuro podemos citar:

e Obtencao de grandes instancias, com o objetivo de verificar o desempenho do algoritmo.
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