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RESUMO

Os métodos estatisticos multivariados baseados na projecéo de dados tais como Analise
de Componentes Principais (ACP), representam ferramentas adequadas para a reduzir a dimenséo
dos dados e melhorar o aproveitamento das informacdes disponiveis. Os graficos de controle
multivariados ndo sdo suficientemente robustos para 0 monitoramento de um grande nimero de
varidveis. Este artigo apresenta um estudo comparativo dos graficos T, de Hotelling e
MCUSUM para uma série de dados com oito variaveis, considerando a aplicacdo da analise de
componentes principais.

PALAVRAS-CHAVE: Gréfico MCUSUM. Grafico T? de Hotelling. Analise de
componentes principais. Estatistica.

ABSTRACT

The multivariate statistical methods based on projection of data, such as Principal
Components Analysis (PCA), represent appropriate tools to reduce the size of the data and better
improve the use of available information. Multivariate control charts are not robust enough to
monitor a large number of variables. This article presents a comparative study of the Hotelling T2
and Multivariate Cumulative Sum (MCUSUM) charts for a data set with eight variables,
considering the application of Principal Components Analysis.

KEYWORDS: MCUSUM chart; Hotelling T? chart; Principal Component Analysis.
Statistics.
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1. Introducéo

Em analise estatistica de dados multivariados 0 acompanhamento de um problema pode
ter inicio a partir da reducdo substancial do nimero de variaveis. Com isso, é possivel descrever
com precisdo os valores das variaveis de um conjunto de dados a partir de um pequeno
subconjunto destas, o que reduz de forma significativa a dimensdo do problema a custa de uma
pequena perda de informacdes (PENA, 2002).

Segundo Jackson (1991), a analise de componentes principais é utilizada na industria
para o controle estatistico de processos multivariados que envolvam um conjunto de dados com
grande namero de variaveis correlacionadas, tais como 0s processos quimicos industriais.

A aplicacdo de métodos multivariados que permitem a reducdo das dimensoes, entre eles
a Analise de Componentes Principais (ACP), aparece como ferramenta alternativa para o melhor
aproveitamento da informacdo disponivel. Com este método estatistico, é possivel considerar
todas as variaveis originais no tratamento estatistico e visualizar os dados em duas ou trés
dimensfes. Assim, pode-se representar a maior parte da variancia, ou seja, a melhor dispersdo
dos pontos em relagdo as componentes principais.

Este trabalho estd assim estruturado: a secdo 2 descreve a analise de componentes
principais, a se¢do 3 trata do controle estatistico de processos multivariado, abrangendo o0s
gréficos T? de Hotelling e MCUSUM, a secdo 4 contém os procedimentos metodoldgicos e na
secdo 5 os resultados e analise destes. Para finalizar, na se¢do 6, estdo as conclusdes e sugestdes
de trabalhos futuros.

2. Analise de Componentes Principais

A anadlise de componentes principais € um método estatistico multivariado que visa
transformar um grupo de varidveis correlacionadas em varidveis independentes, denominadas
componentes principais. O objetivo é facilitar a interpretagdo dos dados (RENCHER, 2002).
Estas componentes sdo combinacGes lineares das variaveis originais (1) e representam suas
projecdes nas direcdes de maxima variabilidade dos dados.

Z, =C, X, +C,X, +...+C X,

Z, =C, X, +CX, +..+C, X,

1)

Z,=C, X +C,X, +..+C_ X,

Geometricamente, as variaveis das componentes principais zi, z,,., z, S80 0s eixos do
novo sistema de coordenadas obtido pela rotagdo do sistema das variaveis originais. Os novos
eixos representam as dire¢cfes de méxima variabilidade. A informagdo contida no conjunto
completo das p componentes principais corresponde aquela contida no conjunto completo de
todas as variaveis originais do processo (PENA, 2002). Segundo o autor, o principal objetivo das
componentes principais é determinar o novo conjunto de dire¢ces ortogonais que definem a
variabilidade méaxima dos dados originais. Como ilustracdo, considere o caso da figura 1: ha duas
variaveis x; € X, e duas componentes principais z; e z.
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Fonte: Montgomery (2004, pagina 340)

Figura 1: Componentes principais para p = 2.

De acordo com Montgomery (2004), encontrar os c; que definem as componentes
principais é facil. Seja X uma matriz de dados preliminares do processo que contém uma
observacdo p-variada em cada linha e seja S a matriz de covariancias amostrais. No entanto, se
utilizarmos no lugar de X a matriz Z de dados padronizados, obtém-se, ao invés de S, a matriz R
de correlagBes amostrais. Como a matriz S é simétrica e ndo singular, pela decomposicéo
espectral, existe uma matriz ortonormal U=[uy,u,,....,u,] que transforma a matriz S numa matriz
diagonal L (FILHO,2001).

U’SuU=L (2

Os elementos da diagonal L, A, A,, ...\, S80 0s autovalores obtidos atraves da solugdo da
equacao caracteristica da matriz S (Jackson,1980 ):

IS-A1]=0 €©)

onde | é uma matriz identidade de ordem p x p. A partir da expressdo (2) pode-se
transformar p variaveis correlacionadas Xi, Xa,......,Xp €m p variaveis independentes z;,
Z,.....,Zp denominadas componentes principais. A matriz L apresenta as covariancias
amostrais dessas novas variaveis independentes. Os autovalores de L estdo dispostos em
ordem decrescente, com A, representando a variancia de componente z,. Os autovetores
de S sdo obtidos através da solugdo da equacao

[S- A 0]t =0 @)
tal que
ui=_% . para i=1,...p (5)
tt

representam o0s autovetores normalizados que descrevem o0s eixos de coordenadas das
novas variaveis (Jackson,1980,1985).

Cada autovetor uj, i =1,.....,p, de U, obtido a partir de A; € uma combinagéo linear
das varidveis originais X, projetados nas dire¢des de maxima variabilidade em relacdo a
nuvem de pontos p-dimensional, obtida a partir dos dados (Johnson e Wichern,1992). A
matriz U é chamada matriz das cargas, com cada autovetor u; contendo as cargas devidas
a componente z;. Dessa forma, o vetor Z de variaveis latentes pode ser escrito como:
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Z=UX. (6)

A primeira componente, de acordo com Pefia (2002), se define como a combinacéo linear
das variaveis originais que tem variancia maxima. Os valores nesta primeira componente z; dado
por z; =Xu;. Como as variaveis originais tém média zero, pois foram padronizadas, z; também
tera média nula. Sua variancia sera:

1 1 :

=2;2,=—u;X Xu, =u;Su, (7)
n n

onde S e a matriz de variancias e covariancias das observagdes. Para que (7) seja maximizado e

tenha solucdo, a restricdo uu, =1 ¢ introduzida mediante o multiplicador de Lagrange
M =u;Su, —Mu,u, —1) e derivando respectivamente as componentes principais de u; e

igualando a zero. Entéo:

M _2su, — 20, =0, (8)
ou,

cuja solucdo é
Su, =AU, (9)

que implica que u; é um autovetor de S, e A seu correspondente valor proprio Para determinar
que autovalor de S é a solucéo de (9), multiplicando esta equacéo por U: tem-se:

u,Su, =AUiu; =4, (10)

e concluimos, por (9) que A,é a variancia de z;. Como o autovalor A, é o que desejamos

maximizar, A, serd o maior autovalor de S. Seu vetor associado, autovetor, u; define os

coeficientes de cada varidvel na primeira componente principal.

A segunda componente, segundo Pefia (2002), representa a projecdo das variaveis
originais na segunda maior direcdo de variabilidade. Para obter o melhor plano de projecéo das
variaveis X, estabelecemos como funcdo objetivo que a soma das variancias z;= Xu; e z,= Xu,
seja maxima, onde u; e U, sdo vetores que definem o plano. Esta funcdo objetivo sera:

$=u,Su, +u,Su, - (uu, -1)—2x,(u,u, —1) (11)

que incorpora as restricdes de que as direces devem ter modulo unitario Uil =1, com i
=1,2. Derivando e igualando a zero:

99 _ 2Su, —2Au, =0
ou,

%: 2S5u, —2A,u, =0
ou

2

a solucgdo deste sistema é:
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Su, =AU, (12)
Su, =2,u, (13)

indicando que u; e u, sdo vetores proprios de S, e A e A, Seus valores proprios
correspondentes. Esses valores proprios sdo as quantidades que queremos maximizar, A serd o
maior valor proprio da matriz S. Seu vetor associado u; e u,, define os coeficientes de cada
variavel na primeira e segunda componente principal, respectivamente.

3. Controle Estatistico Multivariado Baseado em
Metodos de Projecéo de Dados

O controle estatistico multivariado de processos estd fundamentado nos métodos de
projecdo de dados via Analise de Componentes Principais (ACP) e via Projecdo de Estruturas
Latentes (PEL) (FILHO, 2001). O objetivo destes é transformar variaveis de processo
(caracteristicas da qualidade) em um grupo reduzido de variaveis latentes (combinagdo linear das
originais), preservando informagdes relevantes contidas nestas, e eliminando redundancias no
sistema inicial, representadas por varidveis colineares. Dessa forma, quando os dados originais
sdo projetados num espaco de dimensdes menores, trazem consigo a estrutura de covariancia das
variaveis originais. Normalmente, duas ou trés variaveis latentes sdo suficientes para representar
variaveis originais (FILHO, 2001).

Os tradicionais métodos estatisticos de controle multivariado tais como os graficos de
controle T? de Hotelling, MCUSUM e MEWMA n#o s&o suficientemente robustos para tratar
com um grande nimero de variaveis correlacionadas, pois foram desenvolvidos para monitorar
um pequeno nimero dessas variaveis (PHAM, 2006). A estrutura colinear das variaveis do
processo faz com que as estatisticas de controle utilizadas nestes graficos fornecam sinalizagdes
distorcidas acerca do estado do processo. Em algumas situaces tais estatisticas ndo poderdo ser
calculadas, devido a dificuldade de inversdo da matriz de covariancias das variaveis de processo.
Surge entdo a necessidade de utilizar grafico de controle multivariado baseados em métodos de
projecéo de dados (PHAM, 2006).

O desenvolvimento de grafico de controle multivariado é separado em duas fases. A
primeira fase (fase 1) consiste em obter-se uma amostra representativa dos dados com o objetivo
de determinar os limites de controle, sendo em geral um estudo retrospectivo dos dados. A
segunda fase (fase Il) é direcionada ao monitoramento do processo (MASON & YOUNG, 2002).
O desempenho de um gréafico de controle é comumente avaliado através de parametros
relacionados com a distribuicdo do tempo necessario para o grafico emitir um sinal. O nimero
médio de amostras coletadas até emissdo de um sinal (ARL-Average Run Length), & um desses
pardmetros. Num gréafico de controle o0 ARL, indica 0 nimero médio de amostras coletadas até a
emissdo de um sinal durante o periodo sob controle enquanto o ARL; representa 0 nimero médio
de amostras coletadas até a emissdo de um sinal que indique uma situacéo de fora de controle
(ALVES e SAMOHYL, 2004).

3.1 Graficos de Controle T* de Hotelling

Hotelling (1947) foi pioneiro na pesquisa sobre controle multivariado de qualidade. Ele
utilizou uma abordagem multivariada de controle em dados contendo informagdes sobre
localizagOes de bombardeios, durante a Segunda Guerra Mundial. Os desenvolvimentos tedricos
propostos pelo autor estéo descritos nesta se¢éo.

Entre os graficos multivariados existentes, o grafico de controle multivariado T? de
Hotelling é o mais conhecido na literatura. Inicialmente, Hotelling (1947) sup6s que as variaveis
de interesse seguiam uma distribuicdo normal multivariada, com vetor de médias X e matriz de
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covariancias S. Assim, tomam-se amostras de tamanho n para cada uma das p varidveis de
interesse (a serem monitoradas) e considerando as estimativas dos parametros, a equacao para a
obtencéo das estimativas da estatistica T? é dada por:

T?=X-XSs'X-X) (14)

onde X e S representam, respectivamente, as estimativas para o vetor de médias e matriz de
covariancias do processo. A expressao (14) é utilizada como base para a construgdo do gréfico
de controle T? de Hotelling (Lowry & Montgomery, 1995). Na primeira fase, os limites de
controle, para Tracy et al. (1992) sdo baseados na distribuicdo beta e, sdo expressos por (15):

(m—1)2
m

LSC =

Bap/2,m-p-1)/2 (15)

onde B /2,m-p-1)/2 € 0 ponto percentual a superior de uma distribui¢do B com pardmetros p/2

e (m—p — 1)/2 . Na segunda fase, 0s novos limites sdo estabelecidos apenas para monitorar as
observagdes futuras, utilizando os limites de controle mostrados na equagéo (16):

p(m+1)(m—-1)
mZ—mp a,p,m—p

LSC = (16)

onde p € o nimero de variaveis (caracteristica de qualidade) e m o nimero de amostras. Se o
valor de T? excede o limite superior de controle (LSC), diz-se que o processo esta fora de
controle estatistico. O limite inferior de controle (LIC), para as duas fases, € considerado igual a
zero LIC = 0.

Um problema significativo, no caso das observacdes individuais é a estimacdo da
matriz de covariancias do processo. Sullivan e Woodall (1996) apud Montgomery (2004, p.332)
apresentam critérios para estimar a matriz de covariancias de processos. Esses autores propdem
alguns procedimentos para obtencdo de S (estimadores) que tornam o deslocamento abrupto
(mudanca subita) no processo e deslocamento gradativo (tendéncia ou mudanca gradativa) no
vetor de médias do processo. Nesse artigo utiliza-se a matriz de covaridncias amostral definida
por:

: mg (Xi+1 —X ) (Xi+1 - X ) (17)

S
" 2(m=1)

com S representando um estimador de variabilidade de processo para a matriz de covariancia do
processo. Este estimador usa a diferenga entre 0s sucessivos pares de observacdes.

Além do gréfico de controle T? de Hotelling, outros tipos de gréficos de controle para
processos multivariados, sdo indispensaveis para atender a especificidade de um determinado
processo tais como os graficos de controle memdria MCUSUM (multivariado de soma
acumulada) e 0o MEWMA (multivariado de mével exponencialmente ponderada). Estes graficos
multivariados de controle estatistico possuem a caracteristica de detectar pequenas mudangas no
processo (abaixo de 2c), ao contrario do grafico de controle multivariado T? Hotelling que
detecta grandes alteraces.

3.2 Grafico Multivariado de Soma Acumulada

O modelo de gréafico de controle univariado CUSUM (Soma Acumulada) foi
desenvolvido, de acordo com Alves & Samohyl (2004), para oferecer maior sensibilidade a
pequenos e moderados desvios na média de um processo que passam despercebidos pelo grafico
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de Shewhart. Os procedimentos de controle estatistico multivariado baseados na filosofia
CUSUM séo discriminados em duas principais categorias: (i) procedimentos de controle que
utilizam multiplos graficos de controle CUSUM univariados (abreviados por MCU),
desconsiderando assim a correlagdo entre as variaveis e (ii) procedimentos de controle que
utilizam um gréfico de controle CUSUM multivariado (abreviado por MCUSUM), isto &,
utilizam a matriz de covariancias das varidveis para obter uma aproximagdo do grafico CUSUM
em processos multivariados. Portanto, a primeira delas consiste em reduzir as observagdes
multivariadas a um escalar enquanto a outra consiste em elaborar um grafico MCUSUM para
analisar diretamente estas observagdes multivariadas (CROSIER, 1988).

O grafico de controle CUSUM multivariado foi proposto por Crosier (1988) a partir de
dois procedimentos de controle. O primeiro procedimento baseado na raiz quadrada da estatistica
T2 de Hotelling denominado de grafico de controle CUSUM COT (CUSUM of T) consiste em
reduzir as observacBes multivariadas a escalares. O segundo procedimento denominado
MCUSUM (CUSUM de vetores) se constitui numa extensdo multivariada do gréfico de controle
CUSUM univariado onde as quantidades escalares sdo substituidas por vetores. Define-se C;
como:

Co=(Sic1 +X; — o) 71(Si—1 + X; — o) (18)
onde S; sdo as somas acumuladas expressadas como:

0 se <k

S =
; (si_1+xi)(1_k/ci) se C >k

(19)

com S, = 0 e valor de referéncia k > 0, relacionado a magnitude de mudanca. A estatistica de
controle a ser plotada no grafico de controle MCUSUM ¢ dada por:

Y, = /STTS, (20)

O método sinaliza uma situagdo fora de controle se Y; > H onde H é o intervalo de
decisdo (limite de controle). Crosier (1988) demonstra que, de uma maneira geral, este
procedimento tem desempenho de ARL melhor do que o procedimento escalar. Além disso,
ainda de acordo com o autor, este tipo de grafico de controle apresenta um desempenho ARL
superior em relacdo ao gréfico T? de Hotelling na deteccéo de deslocamentos no vetor de médias
do processo.

4. Procedimentos Metodoldgicos

Os procedimentos adotados neste artigo envolvem a utilizag&o da analise de componentes
principais a um conjunto de dados da literatura e posterior aplicagdo dos graficos de controle T2
de Hotelling e MCUSUM as componentes. Dois procedimentos foram utilizados para escolha do
namero de componentes. O primeiro, conhecido como critério da raiz latente, implica que apenas
autovalores maiores que um (1) sdo considerados significantes. O segundo é determinado por
meio de um grafico (“screeplot”) onde relaciona-se 0s autovalores a ordem de extracdo. A forma
da curva resultante é usada para avaliar o0 nimero de componentes. O ponto no qual o gréfico
comeca a ficar horizontal € um indicativo do nimero de componentes (HAIR et al., 2005).

O conjunto de dados (Tabela 1) é composto de oito variaveis que representam a leitura de
temperaturas nos queimadores de uma caldeira (Mason e Young, 2002). As temperaturas Sao
medidas seqtiencialmente ao longo do tempo. Este exemplo contempla apenas a fase | do
processo. A taxa de alarmes adotada sera de 0,2%, ou seja ARL, =500. A observacdo 9 foi
retirada pelos autores, portanto os limites sdo calculados para as 24 observagfes restantes.
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tl 2 3 4 t5 t6 t7 t8
1 507 516 527 516 499 512 472 477
2 512 513 533 518 502 510 176 475
3 520 512 537 518 503 512 480 477
1 520 514 538 516 504 517 480 479
5 530 515 542 525 504 512 481 477
6 528 516 541 524 505 514 482 480
7 522 513 537 518 503 512 479 477
8 527 509 537 521 504 508 178 472
9 533 514 528 529 508 512 482 477
10 530 512 538 524 507 512 482 477
11 530 512 541 525 507 511 482 176
12 527 513 541 523 506 512 481 476
13 529 514 542 525 506 512 481 477
11 522 509 539 518 501 510 176 475
15 532 515 545 528 507 511 481 478
16 531 514 543 525 507 511 482 477
17 535 514 542 530 509 511 483 477
18 516 515 537 515 501 516 476 481
19 514 510 532 512 497 512 171 176
20 536 512 540 526 509 512 482 477
21 522 514 540 518 497 514 475 1478
22 520 514 540 518 501 514 475 1478
23 526 517 546 522 502 516 477 480
24 527 514 543 523 502 512 475 176
25 529 518 544 525 504 516 479 481

Tabela 1: Temperatura da caldeira
Fonte: Mason e Young (2002) pagina 86

Os gréaficos de controle das componentes sdo comparados com o gréafico T, de Hotelling
aplicado as variaveis originais. Todavia 0 MCUSUM aplicado as componentes ird trazer
informac@es importantes para o estudo.

A analise estatistica dos dados sera feita com 0 GNU R (R Core Development Team,
2010), com auxilio dos pacotes gcc (Scrucca, 2004) para o grafico T2 de Hotelling e acesso ao
conjunto de dados. Para o grafico MCUSUM sera aplicada a rotina desenvolvida por Alves et al.
(2008), com o limite superior de controle h determinado pelo Método da Equacdo Integral
(Alves, 2009). Néo é possivel comparar com o grafico MCUSUM as variaveis originais, pois a
rotina desenvolvida ndo contempla oito variaveis.

5. Resultados

A andlise de componentes principais e os graficos de controle pressupdem que os dados
tenham distribuicdo normal e sejam independentes. Para a verificagdo da normalidade foi
utilizado o teste de Mardia. Os dados apresentam uma distribuicdo normal multivariada (p-valor
assimetria = 0,30 e p-valor curtose = 0,15). Verificou-se a auséncia de autocorrelacdo mediante a
anélise dos correlogramas. E importante salientar que a independéncia, uma condic&o para 0 uso
dos graficos T, de Hotelling e MCUSUM, deve ser garantida preferencialmente pelo processo de
amostragem, que deve ser aleatdrio.

Aplicou-se o grafico de controle T2 de Hotelling as oito variéveis do conjunto de dados,
conforme figura 2. Pode-se concluir que o processo esta sob controle. O limite para a fase | é
LSC=16,55 (figura 2). O limite calculado para a fase Il, de monitoramento é LSC=65,10,
conforme Mason & Young (2002).
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Grafico T2 Hotteling

LSC=16,55

15
I

10
I

9 10 11 12 13 14 15

No. amostra

18 19 20 21

22 23 24

Figura 2: Gréfico T2 de Hotelling para as oito variaveis originais

Em seguida, foi feita a analise de componentes principais, pela matriz de correlagdes. A
andlise revelou que apenas duas componentes sao responsaveis por 85% da variabilidade dos
dados (Tabela 2). Na Tabela 2, e no grafico da figura 3, pode-se ver que apenas duas
componentes tem autovalor maior que 1 (um) e, a partir da terceira componente (figura 3) a curva
comega a ficar horizontal. Portanto, os graficos de controle podem ser aplicados a apenas duas
componentes, ao inves das oito varidveis originais.

Componentes Autovalores Proporcdo da variancia Proporgdo da variancia acumulada

1

o N O O~ WN

2,03
1,63
0,73
0,66
0,31
0,26
0,23
0,11

0,5171
0,3341
0,066
0,0539
0,0119
0,0088
0,0065
0,0002

0,5171
0,8512
0,9172
0,9711
0,9831
0,9919
0,9985
1,0000

Tabela 2: Autovalores, variancia explicada por cada componente e proporc¢éo da variancia

acumulada para os dados
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Variances
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Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8

Figura 3: Gréfico screeplot

Uma analise feita as cargas (ndo presentes neste documento) de cada componente as
temperaturas, revela que ty, ts, ts e t; tm moderada correlagdo com a primeira componente e, t5,

ts e tg ttm moderada correlacdo a segunda componente.

Nas figuras 4 e 5 estdo os gréfico de controle T? de Hotelling e MCUSUM aplicados as

duas componentes resultantes. Pode-se perceber que aplicando o grafico de controle

T2 de

Hotelling as componentes, o resultado € similar ao encontrado com as oito variaveis originais. O

limite para a fase 1l é LSC=18,19.

Grafico T2 Hotteling

LSC=9,85

10

/

%
\/'\/'\. ./’\,,./ -/

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

No. amostra

Figura 4: Gréfico T? de Hotelling para as componentes
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LSC=6,57
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I I : o
\.\.\ / \ /.\ ) / \/

1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Amostra

Figura 5: Grafico MCUSUM para as componentes

O gréafico MCUSUM, neste caso, também indica um processo sob controle. Lembra-se que
este Gltimo gréfico, quando aplicado, € mais eficaz na detecgdo de pequenas e persistentes
alteraces no processo.

6. Conclusdes e Consideracdes Finais

Neste artigo foi realizado um estudo comparativo entre gréaficos de controle multivariados
com a aplicacdo da analise de componentes principais em um conjunto de dados da literatura. As
oito variaveis iniciais deste conjunto sdo reduzidas a duas componentes. A aplicacao dos graficos
T, de Hotelling as componentes conduz a mesma conclusdo de quando aplicado as oito variaveis
originais. O grafico MCUSUM das componentes leva ao mesmo resultado. Conclui-se que a
analise de componentes é uma alternativa para o controle estatistico de processos multivariados,
sendo possivel reduzir o nimero de varidveis analisadas, sem perda de informacdo. Com esse
estudo foi possivel verificar que trabalhando com apenas duas componentes os resultados de
ambos os graficos apresentam o mesmo resultado do que com as oito variaveis originais. Este
tipo de analise pode ser importante para casos com muitas varidveis, como por exemplo,
processos quimicos industriais.

Como sugestdo para trabalhos futuros estd a investigacdo da sensibilidade dos graficos,
aplicando a analise de componentes principais, em situac6es sob e fora de controle estatistico.
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