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RESUMO

O problema de preenchimento de elipsoidal consiste em preencher um elipséide de
volume especificado com esferas de volumes pré-determinados, cuja aplicacdo € na
automatiza¢do do planejamento para o tratamento de tumores através da radiocirurgia
estereotdxica (radiocirurgia “Gamma Knife”). As abordagens existentes para resolver
este tipo de problema sdo baseadas em técnicas de otimizagao discreta. O objetivo deste
trabalho € apresentar uma metodologia de solug¢do usando programacdo geométrica
signomial. Apds formulado, o problema é resolvido usando um método de pontos
interiores primal dual que resolve uma seqiiéncia de problemas de programacao
geométrica posinomial cujo limite dessa seqiiéncia € uma solugdo para o problema
estudado. Uma implementacdo computacional foi realizada e alguns resultados sdo
apresentados.

Palavras-chave: Programacao Matematica, Gamma Knife, Recobrimento
Elipsoidal.

ABSTRACT

In this problem we want to cover an ellipsoid using spheres that have their volumes
already known. This problem takes part on the application of planning a treatment of
brain tumor using stereotactic radiation therapy. The approaches existing in literature
are based on Combinatorial Optimization. In this work we focus on the solution of a
signomial geometric problem by a continuous approach. A primal-dual interior point
method that solves a sequence of signomial geometric problems is used. The limit of
this sequence is a solution to this problem. The computational study was made and some
results are presented.

Keywords: Mathematical Programming, Gamma Khnife, Ellipsoidal Covering.
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1. Introducao

Este trabalho apresenta uma proposta de solucdo para o problema de preenchimento elipsoidal
através de esferas de raios previamente estabelecidos. O preenchimento elipsoidal consiste em
preencher um elipséide cujas coordenadas do centro s@o (Xo, Yo, Z), 0s raios sdo dados por Ry, R,,
R, com esferas de raios r € {ro, 1y, 15, ..., 1y}, r <min {R,, Ry, R,}. As abordagens existentes para
resolver esse tipo de problema sdo baseadas em técnicas de otimizagdo discreta e para o caso de
esferas ao invés de elipsdides Sutou(2002), Liberti(2009). O objetivo deste trabalho € apresentar
uma metodologia de solu¢do usando programacgdo geométrica considerando os raios das esferas
pertencentes ao intervalo [ry ], 0 que chamamos de versdo continua ou relaxagcdo continua. A
versdo continua do problema de preenchimento elipsoidal pode ser modelada como um problema
de programacdo geométrica signomial, ver Duffin & Zener (1967). Tal problema nao é convexo
podendo ter diversas solugdes locais. Vdérias abordagens para a solucdo dessa classe de problema
foram propostas e dentre elas escolhemos uma técnica chamada condensacdo. Esta técnica
permite aproximar problemas signomiais por problemas de programacdo geométrica signomial,
que por sua vez podem ser resolvidos sequencialmente com técnicas de otimiza¢do convexa.
Uma implementacdo computacional foi realizada e alguns resultados sdo apresentados.

Este problema possui aplicagdo no tratamento de tumores cerebrais, Liberti(2009). A
radiocirurgia estereotdxica é um novo tratamento que “bombardeia” o tumor com raios que
chegam até ele com uma forma aproximada de esfera Sutou (2002). Desta maneira, esferas de
diferentes raios chegam até o alvo. Portanto, o preenchimento elipsoidal através de esferas de
raios previamente estabelecidos é parte do planejamento do tratamento de um tumor cerebral. E
parte porque o problema maior ainda requer que se saiba a dosagem de radiacdo a ser enviada em
cada “bombardeio”. Logo, para planejar um tratamento, precisamos determinar a quantidade de
esferas, a posicdo de cada esfera (cada interse¢do entre esferas significa uma dosagem de
radiacdo em dobro, de forma que deseja-se 0 minimo possivel de intersecdes para que o tumor
seja “bombardeado” com uma dose idealmente homogénea de radiagcdo), e a dosagem de cada
“bombardeio”. Atualmente, o planejamento de um tratamento de tumor cerebral exige tempo,
conhecimento e muita pritica. Esta € a razdo pela qual deseja-se automatizar esse planejamento.
Este trabalho estd dividido da seguinte forma: na secdo 2, modelamos o problema detalhando-se
as restricoes e a funcdo objetivo. A secdo 3 apresenta os fundamentos de programacio
geométrica Posinomial e Signomial, a técnica de condensag@o e um método de pontos interiores
primal-dual para resolver os problemas de programacdo geométrica posinomial resultantes da
condensacdo. A secdo 4 apresenta o problema de preenchimento elipsoidal como um problema
de programacdo geométrica. A secdo 5 traz os testes computacionais. As conclusdes siao
apresentadas na se¢do 6.

2. Modelagem do problema

Nesta se¢do, detalhamos o problema e apresentamos a sua modelagem.

Sdo varidveis do problema w' = ( wix, wiy, wiz) e r; , respectivamente, o centro e o raio da i-ésima
esfera que deve preencher o elipséide S = {w € R?; w-o) R’Z(w —c¢) <1}, onde c é o centro da
elipséide e R é uma matriz cuja diagonal é composta pelo inverso do quadrado dos raios do

elipséide.
Um segundo fato a ser considerado € que partes de algumas esferas possam exceder os limites do
elips6ide até uma medida €. Este fato gera o que chamamos de Elipséide de Seguranca S =

(we R w-c)R*(w-¢)<1},ScS,,onde R, =R, + & R, =R, + & R. =R, + & Outra
restricio do modelo diz respeito a interse¢do entre as esferas, para que ndo hajam esferas
superpostas.

A partir do exposto acima, temos a seguinte formulacao:
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- 4
.o 3
Maximize E Eﬂ-r"
i=0

Sujeito  a :

(w' —c,)’ (Wiv -c,)’ (w' —c.)?
Rie-r) Raie-ry ®Raie-ry Y
i=0,..,n

(wi - w){)2 + (wiv - w)’,.)2 + (w’; - wzj)2 2 y(r, + rj)2 (2)
i,j=0,..,n i#]
rie{r0<r1<r2<...<rk} (3)

A restricdo (1) garante que cada esfera permanecerd dentro do elipséide de seguranga.

A restri¢do (2) pré-estabelece a intersecdo entre as esferas.

A restricdo (3) configura o problema de preenchimento por esferas como um problema de
otimizacdo ndo linear discreta. No presente trabalho, consideramos a versdo continua, com o0s
raios pertencentes ao intervalo [ry, 7].

A quantidade total de esferas serd fixada a priori e denominaremos por #.

O volume de cada esfera é dado por:

3. Programacao Geométrica

Nesta secdo apresentamos a Programacdo Geométrica (PG), uma classe de problemas de
otimizagdo cujas aplicagdes sdo vastas em problemas de engenharia. E denominada desta forma
devido ao relacionamento existente entre as médias geométrica e aritmética, as quais sdo
fundamentais na elaboracdo da teoria de dualidade para este tipo de problema. Desenvolvida
inicialmente por Duffin & Zener(1967) na década de 60, foi estudada recentemente por varios
autores na tentativa de construir algoritmos de pontos interiores que fossem eficientes ao resolver
este tipo de problema, ver Kortanek(1992), Kortanek(1995), Nascimento(2000), Yang(1997). No
entanto, o problema que tem despertado grande interesse pelo nimero crescente de aplicacdes
tem sido o problema de PG signomial que apresentaremos a seguir. Infelizmente a teoria
desenvolvida por Duffin & Zener (1967) nio se aplica em sua totalidade para resolver estes
problemas. Em Beightler(1976) encontramos uma técnica denominada condensagdo que
consiste em aproximar uma soma de posinomios por um dnico termo posinomial. A maior critica
a esta abordagem € o fato de nfo estar garantido que uma seqiiéncia de solugdes dos problemas
posinomiais aproximados convirja para uma solugdo global do problema original. A experiéncia
computacional com esta técnica é apresentada em Yang(1997) onde sdo resolvidos varios
problemas existentes na literatura. Para tentar determinar uma solucao global para o problema de
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PG signomial, técnicas de otimizagdo global estdo sendo desenvolvidas ultimamente, porém estas
técnicas consistem basicamente em planos de corte e linearizacgao.

3.1 O problema primal de programacdo geométrica posinomial
O problema primal de programacio geométrica posinomial € um problema da forma:

Minimize g(t)

Sujeito a:

g.()<1 k=1,..p 4)

t>0 )]

onde

g =X C,'Ht;lij (6)
ekl j=1

JIk] ={mk,mk +1,m; + 2,...,nk} k=1,..p mg=1,m;= np+1,...,n,= n, as constantes c; sdo
positivas e a; Ao nimeros reais.

Problemas de programacgdo geométrica em geral ndo sdo problemas convexos, pois a funcdo

gt)= t% ndo é uma func¢io convexa. No entanto, como ¢ > 0 a substitui¢do de varidveis t=¢”
transforma um problema de programacao geométrica em um problema convexo.

3.2 O problema dual de programagdo geométrica posinomial

Associado ao problema primal de programacado geométrica temos o seu dual, dado por:

9,
» N\
Maximize v(5,/1)=H ﬂfk H (C—’J @)
k=1 ick1\ G
Sujeito a: Ay =1 ()
2.a;6; =0 j=1..m 9)
i=1
5. 20 (10)
onde A* = Zé‘l :
ie Jlk]

Um fato importante € que a fungdo dual v ndo € uma fungdo cdncava no entanto a funcao:

£(8)=In(v()) = f:{a,. In(c;) - &;In 5 }+ Z,,:( Zal}m[ > 6 J (11)

i=1 k=1\_ie J[k] ieJ[k]

satisfaz esta propriedade, sendo a mesma duas vezes diferencidvel com matriz Hessiana dada

por:
[H, 0 0 -0 |
0 H, 0 0
VZf(6)=|0 0 H,--0 (12)
00 0-H,
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onde
__51_1 0 0 - ] _
- (ﬂ«;l -5,;1) ﬂ;l ﬂ;l
0 —511 0 1 (/1—1 S5 ) 2
H,=| 0 0 -8"' -0 e H = .k k .mk+1 . |
0 0 0 -5 LA A SENCAR NN
k=1,- P

O relacionamento entre as varidveis primais e duais de um problema de PG € dado por:

5.8, (= Ae, 110 ie JIk] (13)
j=1

Definicao 1. Um problema de programacgdo geométrica primal (PPGP) € dito consistente, factivel
ou viavel se existe 1€ R™, que satisfaga as equagdes (4) e (5), se g,(t)<l, k=1,...,p entdo o
problema (PPGP) € dito superconsistente ou estritamente vidvel. Duffin & Zener (1967).

Um problema de programacdo geométrica dual (PPGD) € dito consistente, factivel ou vidvel se
existe o€ R", 0; 20 que satisfaga (8), (9) e (10).

Definicdo 2. Um problema de programacio geométrica é dito candnico se o seu problema dual
possuir uma soluc@o vidvel estritamente positiva, isto ¢, existede R",d, >0 que satisfaga as
equagoes: (8) e (9). Duffin & Zener (1967).

Definicdo 3 Definimos o grau de dificuldade (d) de um problema de programagio geométrica
como:
d=n—-(m+1) (14)

3.3 O problema primal de programacdo geométrica signomial

O problema primal de programacio geométrica signomial é uma generalizacdo do problema
posinomial e pode ser escrito na seguinte forma:

Minimize g(t)

Sujeito a:
g1 k=1,..p
t>0
onde
m a..
ie JIk] j=1

Jk] :{mk,mk +1,my + 2,...,nk} k=1,..p mg=1,m;= nyp+1,...,n,= n, as constantes c; sdo

positivas e a; sdo niimeros reais e 0; =%1.

Devido ao fato da existéncia de termos negativos, o problema acima nio pode ser convertido para
um problema convexo usando-se transformacdes de varidveis. Desta forma os problemas
signomiais sdo problemas ndo convexos e qualquer ponto estaciondrio ou que satisfaca as
condicdes de Karush-Kuhn-Tucker pode ser apenas um minimo local ou apenas um ponto de
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sela. Tal fato levou inicialmente os pesquisadores a tentarem resolver este tipo de problema
usando programacdo geométrica seqiiencial, que consiste em resolver problemas signomiais
através de uma seqiiéncia de problemas de programacdo geométrica posinomial. Esta
metodologia denomina-se condensacdo. Atualmente outra metodologia que tem sido explorada
sdo as técnicas de otimizagdo globais ver Peiping(2006), Peiping(2005), Peiping(2004),
Rijckaert(1978) por exemplo. Neste trabalho utilizamos a condensagdo, técnica mais tradicional
para a resolugdo de problemas signomiais.

3.3.1 Condensacdo em programacdo geométrica signomial

Condensagdo € uma técnica que consiste em aproximar termos com varios posinomios isto €,

m m
j ,o* . . a/..
termos da forma: ) c; Ht;’” por um tnico termo posinomial da forma ¢; []7;" . Para tanto,
ekl j=1 J=1

faz-se uso da seguinte desigualdade:

m @,
lli]»
¢; I1¢;
mn a; j=1
> o2 I |——— Yo, =1 (16)
ieJ[k]  j=1 ieJ[K] w; ieJ[K]

a qual é uma generalizacdo da desigualdade existente entre a média aritmética e a média

geométrica, valendo a igualdade se
m

C; Hr?”
w0 =—"J1 — (17)
T ¢TIty

e[kl j=1

Desigualdades desse tipo s@o chamadas de desigualdades geométricas e sdo a base de toda a
teoria de programagdo geométrica. A partir delas, Duffin (1967) construiu a teoria de dualidade
para programacdo geométrica.

Podemos escrever uma restricdo signomial da seguinte forma:

gx (1) =P (1) = 0 (1) (18)

onde Py e Qg sdo termos posinomiais e usando a desigualdade dada em (16) podemos reescrever
arestricdo: g, (t) <1 como:

-
P (1 P, (1 (1))
« @) < « () onde s;= T[] —u‘() (19)
I+0,@) s icJ[KI\ @
(t
w; =%()') ¢t é chamado ponto de referéncia. Sendo s; um uUnico termo posinomial,
+ (7

temos que a restricdo g, (#) <1 com g, dada na eq. (15) € agora uma restricdo posinomial.

3.4 Um Método de Pontos Interiores para programacdo geométrica Posinomial

Com o objetivo de resolver o problema dual de programagdo geométrica, o qual pode ser visto
como um problema de programagdo convexa com restricdes lineares, devemos resolver o
seguinte sistema de equacdes nio lineares:
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Ax=b
Vi(x)—A'y—s=0 KKT — u
Xs = ue

onde X =diag(x,,...,x,) x>0,5s>0, y—livre, o parametro ¢ positivo e Vf(x) é o

gradiente do logaritmo da func¢@o objetivo dual do problema de programacdo geométrica, a qual é
duas vezes diferencidvel porém é semidefinida negativa.

O sistema acima é bastante conhecido na literatura (ver Peiping (2005)) como uma perturbacio
das condicdes de otimalidade de primeira ordem.

Hipotese: O sistema KKT- & possui uma tnica solu¢io para cada i > 0

O algoritmo aqui desenvolvido € um algoritmo do tipo penalidade/barreira cuja fungdo de mérito
serd dada por:

A A
——  |-In
Atlax=t]* ) | a+|vro-ay—sf

@,(x,y,5)=x"s—In

ﬂ/ n
—In - In(x;s;)
PR DY

onde o pardmetro A serd chamado parimetro de penalidade e o parAmetro i serd chamado
parametro de barreira.

Resultado: Se £ <1 afungdo ¢ satisfaz a seguinte desigualdade:
¢,u (x, y,S) 2 nﬂ(l—lnﬂ)

O algoritmo consiste em resolver aproximadamente o seguinte problema:

- Minimize ?, (x,y,5)
x>0,s>0y—livre

para cada i > 0, fazendo A tender a zero teremos uma solucdo para o problema dual de

programagdo geométrica.

O algoritmo 1 dado a seguir resolve o problema de programacao geométrica posinomial:

Algoritmo 1
Dados xp > 0, s > 0, yo— livre
Ao o>0 0< 0 <1,0<A<1,0< f<1,0 >0

Enquanto max{x"s",“Ax" —b”, “Vf(xk)_Atyk _Sk”Jl> e

Resolva o seguinte sistema de equacdes lineares:
AAx=—(Ax-b)

V2 F(x)Ax— A'Ay — As =—(Vf(x)— A’y —5)
SAx + XAs =—(Xs — yye)
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Determine @, talque @, (x* + o, Ax", y* + o, Ay" 5" +0{kAsk)S,quﬂk (x*,y", s
Faga:

A9 =yt 4 S, A

yk+l — yk +§akAyk

s =x* + da As*

k+1 _k+1
S

luk+1 .

k=k+1

Fim do enquanto

Proposicao 1: Se Aw = (Ax, Ay, As) ¢é a tinica solugdo do sistema:
AAx=—(Ax—Db)
V2 F(x)Ax—A'Ay — As=—(Vf(x)— A’y —s)
SAx + XAs =—(Xs — tye)

entao

Vo, (x,y,5) A s-(l—a)[l—ﬂj gl H ax—p?
U, X, ¥, w x[s X S /u+||Ax_b||2 || X ||

_2 # - HVf(x)—A’y—st
U+ HVf(x) _Afy— sH

A proposicdo 1 nos d4d uma direcdo de descida para a funcdo de mérito isto nos permite utilizar
um método de busca linear inexata para resolver aproximadamente o problema P1.

3.5 Um Método de pontos Interiores para programacdo geométrica Signomial baseado em
condensagdo

Abaixo, apresentamos um método de pontos interiores para resolver o problema de programacgao
geométrica signomial.

Algoritmo 2

Dado um ponto t°> 0 e k=0

Enquanto Htk —tOH >E£
Passo 1 Condense as restricdes signomiais usando t, como um ponto de referéncia
Passo 2 Use o algoritmo 1 e resolva o problema de Prog. Geom. Posinomial encontrado
no passol, sendo t* sua solugdo.
Passo 3 faca t’ = t*
k=k+1
Fim de enquanto
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4. O problema programacio geométrica associado ao problema de preenchimento
elipsoidal

Seja o seguinte problema de preenchimento elipsoidal:

L. 4
Minimize Eﬂr 3

Sujeito a:
—c)? —c)? )2
o me) ) ey (20)
(R,—r,—&)" (R, —1rn—-&)" (R —-1,—-¢)
(W,'_Wj)zzy(r,’_rj)z (21)
nhSrn <, (22)

Para associarmos a primeira restri¢ao (20) a um problema de programacgao geométrica, fazemos:

2 2 2 2 2
w wy w c c,
- 2 + : 2 + - 2 + . 2 + - 2 +
(R,—r,—€)" (R,-r,—&° (R,-r-€" (R, -r-6" (R -r,—¢)
2
c; 2w c, 2wc, 2w,c, <1

(R.-r,—€)° (R,—r.—€° (R,—r,—&> (R.—-r—8

Reescrevendo a segunda restri¢do (21):
W2 +(W)? +(W))? + (W) +(w)? +(w!)? =2wiw! = 2w w! =2wiw! > y(r, + 1))
temos:

Y+ 1)+ 2wowl +2wiw! +2wiw! —(w))? = (w))? = (wl)? —=(w!)* —=(w])* =(w!)* <0

Feito isto, apresentamos abaixo o problema de programacgdo geométrica associado ao problema
de preenchimento elipsoidal.
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L. 4
Minimize —7zr™
3
Sujeito a:
i i\2 i 2
(W)’ (w,) (w))’ c: ¢

2+ 2 2+ 2+ ‘ 2+
(R,—r,—€)" (R,-r,—-€&" (R,-r-€" (R, —-r,-&" (R —-r,—¢)

c? 2wic, 2wic,
(R, -r,=&" (R, -1r,-8° (R,-r,-8" (R -r-¢&’

y(r, + rj)+ 2wiw){ +2w;w){ +2wiwzf —(wf()2 —(w;)2 —(wi)2 —(w',{)2 —(w;')2 —(wzj)2 <0 (29

2w'ic.
S <1 (23)

IhWSHET,;

1

5. Experimentos Computacionais

O programa foi feito em Matlab e foram testadas 3 instancias com um numero fixo de esferas.
Neste trabalho os centros e os raios das esferas sdo variaveis do modelo e, além disso, os raios
sdo varidveis continuas pertencentes ao intervalo [ry, r;]. Como na resolu¢do do problema
posinomial foi utilizado um método primal-dual, a cada iteragdo temos a informacdo do valor das
funcdes objetivo primal e dual, portanto ao chegar no 6timo local, temos as duas informacdes. O
gap entre os valores das fungdes objetivo dos problemas primal e dual nos diz se estamos
préoximos a um minimo local ( quando o gap € pequeno). Os resultados apresentados sdo iniciais
e caracterizam um teste tanto para o algoritmo quanto para o modelo, no entanto a quantidade de
testes ainda é pouca.

Primeiro teste: elipséide de raios Ry =14 R, =12R, =10
Objetivo dual = 0.001371742112494
Objetivo primal = 0.001406289601735

Total de esferas =7

Coord x

Coord y

Coord z

Tamanho do raio

23.322663465496824

21.920102836950754

18.207690115957575

8.999999999988258

16.523172847421019

17.781009723777810

14.136681183443699

6.436902595005517

16.447903385429953

17.888238896822951

21.982039621440997

6.188959591946500

16.390898863214137

11.609109622974946

18.277600088625892

6.391872015921381

14.408307406958976

23.803588569944573

18.233522916095716

6.662730438624815

10.091671635108847

16.820640296137640

17.190367795643702

7.657181578094884

NN N[ |W|N—

22.830361044653738

13.624722662126382

16.029494518458886

5.739914126180065

Segundo teste: elipsoide de raios R, = 10 Ry = 10 R, = 10 (instincia extraida de Liberti (2009)).

objetivo_dual = 0.001371742152828

objetivo_primal = 0.001423720557851
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Total de esferas: 7

Coord x

Coord y

Coord z

Tamanho do raio

12.611729667320420

15.849369909312992

15.909791594244981

8.999999954928635

15.155799113526840

12.777633420953720

9.146210929276080

4.594444139420019

16.381049960313192

9.638898356329861

17.328353612085355

3.798645390591259

14.748735195598361

8.993768731562730

12.807699846552405

4.521353148861460

16.274963921867542

17.471103739313470

9.692610530416518

3.801401825102674

10.739813132071728

10.885665413166492

10.548744498772910

4.051298398830273

N[N N[ |W|IN—

19.164626993270012

13.178493269750104

13.003888688402178

4.160916707793085

Terceiro teste: elipsdide de raios Ry=12R, =8 R, =8

objetivo_dual =0.001371742109150

objetivo_primal =0.011183005662844

Total de esferas:5

Coord x

Coord y

Coord z

Tamanho do raio

20.880759013151856

15.969302678594625

15.955418030606360

9.000000007303843

13.622394890445127

16.747331055182620

13.836669416363153

3.959449511917712

13.440079026958230

15.676010576357903

18.343771466282703

3.881106406661633

14.470103524753574

12.900003705414759

15.384173263244730

3.145899299782407

N ||| =

28.564714277556394

15.531353252728541

15.462293309323046

2.710898312628485

As figuras abaixo representam, respectivamente as solugdes dos testes 1, 2 e 3.

6. Conclusoes

Este modelo de programacdo geométrica ndo proporcionou a eficicia e a eficiéncia
computacional esperadas. O programa apresentou certa lentiddo para proporcionar os resultados
e podemos observar que no ultimo teste, o gap estd um pouco acima do desejado. No entanto,
ressaltamos que nos testes 1 e 2 (instincia extraida de Liberti (2009)), obtivemos um gap bem
reduzido, da ordem de 10, Outros aspectos a serem enfatizados sdo: 0 modelo apresentado nio
contem restricdes que contemplem a simetria da elipse e os raios das esferas sdo considerados
continuos quando devem ser discretos. Estas modificacdes sdo parte de trabalhos futuros e a
chance de que o modelo modificado funcione melhor € bem significativa.
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