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RESUMO

Teoria Espectral de Grafos consiste em wamea de estudo que relaciona propriedades de grafos
com alguns conceitos espficos dealgebra linear. Por exemplo, conceitos como o espectro de um
grafo e as centralidades de se@stices tem sido usados em Teoria dos Grafos para caracterizac
e extra@o de informa@es estruturais relevantes. Neste trabalho, apresentamos algunsiossulta
tedricos que consideram inform@es do espectro e das centralidades dotoes dos grafos. Um
algoritmo para dete@p de isomorfismo de grafos baseado nestes resuléguiaposto.

PALAVRAS CHAVES. Problema de Isomorfismo de Grafos. Teoria Espeiral de Grafos.
Vetor de centralidades. Teoria dos Grafos.

ABSTRACT

Spectral graph theory is a knowledge area that studies graph prepggyttbeir relationship with
some specific linear algebra concepts. For instance, concepts assgegitum and eigenvector
centrality have been used in graph theory to characterize graph piesperd extract relevant graph
structural information. In this work some theoretic results and an algoritimg tfeem to detect the
isomorphism between two graphs considering their spectrum informatiogigeavector centrality
is proposed.

KEYWORDS. Graph isomorphism problem. Spectral Graph Theory. Eigenwector cen-
trality. Graph Theory.
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1 Introducao

O problema de isomorfismo de grafos (PIG) pode ser aplicado a divyersblemas aticos,
como por exemplo, no reconhecimento de impdessdigitais aplicados a sistemas de seguranca
(Ferreira Jr et al. (2001)) e raaea de gimica, quando se quer determinar se umaétuala possui
ou réo estrutura similar a outra (Fortin (1996) e Oliveira e Greve (2005))e @utros. O PIG
consiste em encontrar uma corresp@mela um a um dosértices de dois grafos dados, obedecendo
as adjaéncias existentes entre oartices (Berge (1991)).

Atualmente a sua complexidade ainda permanece como urbgnita (Fortin (1996)). Esté
um dos poucos problemas que perteaadasse dos problemas NP, do quabse sabe se ele ast
na classe P ou NP-completo. Entretarlopnhecido queao se trata de um problema co-NP.

Devido a incerteza quant sua localiza@o nas classes de complexidade, alguns algoritmos
exatos para soluci@lo na sua forma geral foram desenvolvidos, como o algoritmo de Ullmann
(Ullmann (1976)), o algoritmdNauty(McKay (1981)) e o algoritmo proposto por Lee (2007), que
utiliza técnicas que extraem infornizes dos grafos de entrada, entre outros. Existemé&amb
exemplos de algoritmos de tempo polinomial, dedicados a classesfiesigede grafos (Sorlin &
Solnon (2004), Uehara et al. (2005) e Zager (2005)emdisso, podemos citar Xiutang & Kai
(2008) como exemplo de algoritmos histicos para resolver o PIG. Dharwadker & Tevet (2009)
apresentaram um algoritmo que, segundo eles, possui tempo polinomiaogeecutado para
qualquer classes de grafos.

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) analisa propriedades de gaafogs de matrizes e seus
espectros. Este estudo pode ser realizado s@vi@svmatrizes de represeréiagde um grafo, como
por exemplo, a matriz de adjaccia, a laplaciana e a laplaciana sem sinal. Conceitos como o
espectro de um grafo e as centralidades de setis@s tem sido usados em Teoria dos Grafos para
caracterizago e extrago de informages estruturais relevantes.

Neste trabalho buscamos identificar conceitos na TEG que possam auxitianstrugo de
algoritmos para dete@g de isomorfismo de grafos. Apresentamos alguns resultadiicsoteque
consideram informdies do espectro e das centralidades dotices dos grafos. Um algoritmo
para detecgo de isomorfismo de grafos baseado nestes resuléguimposto. El& aplicado a um
conjunto de3.000 pares de grafos conexos isomorfos gerados aleatoriamente a paiblicteta
VFLib, que foi desenvolvida por Santo et al. (2003) com a finalidadseder comobenchmark
para algoritmos que se prd@m a solucionar o PIG. O seu tempo de exaoupi comparado aos
tempos de dois outros algoritmos, propostos por Lee (2007) e Dham&dlexet (2009).

A se@o seguinte trata do Problema de Isomorfismo de Grafos apresentandefigigio e
mostrando exemplos. Na Sex3 alguns conceitos da Teoria Espectral de Gréafosisfinidos e na
Se@o 4, dois resultadosadcos §0 apresentados, a fim de auxiliar o entendimento do algoritmo
proposto na S€p 5. A Sedo 6é dedicada aralise dos testes computacionais. Por fim, nd@i8&¢
sa0 apresentadas a con@os as perspectivas de futuros trabalhos.

2 Problema de Isomorfismo de Grafos

O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) tem sido amplamente estudddo desua
grande aplicabilidade como modelo matdimo para problemas reais erariasareas do conhe-
cimento. Aarea de Qumicaé um exemplo disto, onde constantemehteecesario determinar
se uma macula posssui ouao estrutura similar a uma outra, para que se possa atribuir-lhe um
nome exclusivo. Esta verificag pode ser realizada comparando agoola a uma base existente
de dados moleculares. Uma pivet estraggia consiste em representar as @salas por grafos,
sendo os &rtices correspondentes &@iemos e as arestas suas ligaies (Fortin (1996) e Oliveira
& Greve (2005)). Desta forma, o processo de comrantre as mékulas pode ser modelado
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pelo PIG, uma vez que este problema consiste em verificar se dois grdfus&b estruturalmente
idénticos, ou seja, se existe um mapeamento um a um entégtaseg do primeiro grafo com os do
segundo que preserve as rélag de adjéncia.

Formalmente, diz-se que dois grai@s = (V1, E1) e Gy = (Vk, E) sao ditos isomorfos se
existe uma fungo bijetoraf : V; — V;, tal que,Va,b € Vi, (a,b) € E1 < (f(a), f(b)) €
E5. O PIG consiste em determinar se dois grafas somorfos. Um exemplo de dois grafos
isomorfos pode ser visto na Figura 1(a), oradposével encontrar uma fudo f : V4 — Vs,
f=1{1,1),(2,5),(3,3),(4,4),(5,2'),(6,6')}, que marém as adjaéncias existentes entre 0s
vértices dos grafos.

Em decoréncia da definigo do PIG, para que dois grafos sejam isomorfos, élagjue possuir
0 mesmo amero de @rtices e de arestas, e mesma &egia de graus dosrtices (Dalcumune
(2008)). Embora neceddas, estas condies rdo €10 suficientes para o isomorfismo entre dois
grafos. Como exemplo, temos os grafos da Figura 1(b) que atendentasti@es, poem rao

sa0 isomorfos.
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Figura 1: Exemplos de grafos isomorfosa@risomorfos

3 Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos (TE@)uma parte da mateatica discreta que estuda as pro-
priedades de um grafo a partir das inforieg fornecidas pelo espectro da matriz associada a este
grafo, por exemplo, a matriz de adgaeia (que utilizaremos neste trabalho) e a matriz laplaciana,
Hogben (2009). A TEG tem despertado interesse de estudiosdstingss tés decadas devido a
sua aplicago em \ariasareas, como na @guica, na engenharia e n&aocia da comput@p (Abreu
(2005)). Nesta sép seao apresentadas algumas defieig referented TEG, extradas de Abreu
et al. (2007), que auxili@o no entendimento de assuntos tratados neste trabalho.

Definicao 1 SejaG = (V, E) um grafo simples, &o direcionado comnn vértices em arestas. A
matrizn x n cujas entradas@o iguais a 1, se; e v sS40 adjacentes, 8 caso contario, comu e v
€ V, & denominada matriz de adjaecia deG.

Definicao 2 O polindmio caracteistico da matriz de adj@ncia A(G) de um grafaG & chamado
polinbmio caractefrstico deG e denotado popg(A). Assimpg () = det(A(G) — M), onde) &
uma raiz deste polidmio e dito ser um autovalor d&. Tendo o grafo: vértices, consequentemente
ele possuh autovalores, sendo o maior deles denominattice do grafo.

Definicdo 3 O espectro de G, indicado pepect(G), & definido como uma matrizx d, tendo na
primeira linha osd autovalores distintos d&' dispostos em ordem decrescente e na segunda linha
as suas respectivas multiplicidades &thgicas.
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Figura 2: GrafaG,

Como exemplo, observe o grafg, da Figura 2. O seu polémio caractdstico & pg, (\) =
At —4)2% — 2) + 1, tendo como espectro:

2,1701 0,3111 —1 —1,4812

spect(G1) = 1 1 1 1

Definicdo 4 Dois grafosGG; e G5 sao chamados co-espectrais quando seus autoval@efgsais
considerando suas multiplicidades, ou seja, quasgat(G1) = spect(G3).

Como resultado desta defiaig temos que, se dois grafodosisomorfos, eido eles &m o
mesmo espectro. Entretanto, aipgoca desta afirmap rio € sempre verdadeira. Para exem-
plificar, considere os grafas; e G da Figura 3. Estes grafos possuem o mesmo pulia carac-
teristico,pg, (\) = pa, (A) = A% — 7TA* — 4)\3 — 72 + 4\ — 1, portanto &0 co-espectrais, pem
nao isomorfos.

|

N ]

Figura 3: Grafos co-espectrais, por riio isomorfos (Extriaos de Abreu (2005))

Definicdo 5 Dada uma matriz4, um vetor &o nulov tal que Av = Av € dito autovetor associado
ao autovalor\.

Definicdo 6 A centralidade de autovetat; & definida como a-&sima componente do autovetor
nao-negativar associado adndice do grafoj = 1,...,n.

Exemplificando, seja o grafé; da Figura 2, que terindice igual a2,1701. Um autovetor
associado a esfadiceé: [0, 2818, 0,6116, 0,5227, 0,5227]. Portanto, cadaérticei de G; tem
uma centralidade de autovetorassociada a ele, para uma dada orddoaps seusartices.

4 Alguns Resultados Téricos

Uma das motivai@es deste trabalho consiste no uso de elementos da Teoria Espectrafaie Gr
especialmente autovalores e autovetores, em algoritmos paradtetkrgsomorfismo de grafos.
Mais precisamente, estudamos a centralidade édikgs de um grafo como um posd filtro adi-
cional na deted@o de grafos isomorfos, uma vez que resultados existentes na literatoranafi
que dois ertices em um mesmo grafo, gue possuam mesmo grau, podem ter cerasatickititas
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(Grassi et al. (2007)). Assim, apresentamos dois resultaddsds que foram utilizados no algo-
ritmo proposto na S@&p 5. O primeiro deles foi provado como o Teorema 1 e diz respeito a grafos
com vetores de centralidades iguais,gmorcom componentes distintas entre si. O teorema afirma
gue dois grafos com essas cardstizas &0 isomorfos. O segundo resultado consiste em uma
conjectura, baseada nos experimentos realizados com grafos issmdiimisomorfos. Em todos

0s casos de isomorfismo, os vetores de centralidades de ambos eranciprgis. Nos casos de
nao isomorfismo, observamos que essa cafiatiea rio se verificava. Esse resultaglenunciado

em Conjectura 1.

Teorema 1 SejamG; e G4 dois grafos simples, conexos e com mesmd@e. Se seus vetores de
centralidades forem proporcionais e as componentes de cada vetor éiséintas entre si efib 0s
grafos f.0 isomorfos.

Prova:

Sejamz! e 72 autovetores positivos associados, respectivamenténdines dos grafo&'; e
Ga. Suponha quéVi| = |Va| = n, |Ei| = |Es| = m e qued” = (a1, ..., 2},), tal quex’; # =,
j,k=1,...,n,7 # ke i = 1,2. Suponha ainda qué' = z? para alguma ordenag dos
componentes dé&', i = 1, 2. Pela definido de centralidade de autovetstdefine as centralidades
de autovetor associadas ad@stices dos grafoé&; para alguma ordenag deV;, i = 1,2. Desta
forma supomos qué'; e G» possuem as mesmas centralidades de autovetor para alguma aodenag
de seus conjuntos dé&stices. Seja

f: V1 — V5 uma fun@o biurivoca, tal quef(v) = w se, e somente se(v) = c(w) (1)

ondev € V1, w € V, ec(+) representa a centralidade dertice. Assim,

c(v) = &} = & = c(w), paraalgumj, k € {1,...,n} (2)

Em Bonacich (2007) temos que

Azi =Y ajaj,i=1,...,n,ondea;; € A(G) e\ & oindice deG. 3)
j=1

Desta forma, podemos afirmar que a centralidade de @mice pode ser obtida a partir do
somabrio das centralidades de seus vizinhos dividido fetiice do grafo. Assim, reescrevendo
(3) na forma de matriz dé€';, temos

1 1 1

app G2 A, i i
. . . 1 1

) )

=0 (4)
1 1 1 L L
Ap1 Apa Ann Ln Ln
A(G1)
ondeA(G,) € a matriz de adj@ncia deiz; e, portantog;; = 0,i =1,...,n.

Considere agora uma reordetagez? dada pela furipo f de acordo com (1) originandé .
SendoG; e G, de mesmandice,\} = A\? = \ . Eno,\#! = \72. Dadi e de (3) temos

2 2 2 / /
ap a4 -0 agg z? z}
. . ! !
=A| . (5)
9 2 9 2/ 2!
Ap1 Gpa - Qpp Tn Tn
A'(Ga)
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Assim, de (4) e (5) temos que

1 2 2
app  Aayg a1n ariy  ai2 ain
= - : (6)
1 1 1 2 2 2
An1 Qpa Ann An1 Gpa Ann

Ou seja,A(G1) = A'(G,), ondeA’(G) decorre de uma permutag de linhas e colunas de
A(G2) dada pela furifo f. Desta forma, todas as arestas(dese preservam ertry. Assim,
(v,u) € E; se, e somente s¢f(v), f(u)) € Eo. Eno, por definigo, a funéo f define um
mapeamento entié, e 1, queé um isomorfismo. Logd;, e G5 sao isomorfosll

Conjectura l Se dois grafos@ isomorfos eido suas centralidades de autovet@ospropor-
cionais.

5 Algoritmo para Deteccao de Isomorfismo de Grafos

O PIG pertence classe de problemas NP, entretadesconhecido se @s¢m P ou em NP-
completo (Jenner et al. (2003)). A sup@igomumente aceiaque ele esteja estritamente entre
estas duas classes (Arvind & Bor(2005)). Apesar disto, foram desenvolvidos algoritmos de tempo
polinomial dedicados a muitas classes de grafos. Em Sorlin & Solnon (208dara et al. (2005)

e Zager (2005)&o citadas algumas destas classes, que incluem grafos planares corafexos,
grafos limitados por grau@rvores, entre outros.

Tamkem foram implementados algoritmos exatos para solucionar o problema narsa f
geral, como o algoritmo de Ullmann (1976), o algoritidauty (McKay (1981)), oVF (Cordella
et al. (1999)), e sua segunda @sdenominadd/F2 (Cordella et al. (2001)), e o proposto por
Lee (2007). Mo obstante a incerteza quaateomplexidade do PIG, Dharwadker & Tevet (2009)
apresentaram um algoritmo que, segundo eles, executa em tempo polirematadas as classes de
grafos €& necesario e suficiente para solucionar o problema.&dorem nossos testes, encontramos
um par de grafos que torna falsa esta afifaoayer Sego 6).

Embora outros algoritmos que solucionam o problema em seu casocagraham sido propos-
tos, neste trabalho apresentamos um novo algoritmo baseado em pragsiddareoria Espectral
de Grafos, com utilizéio de dois filtros: um exato e outro hitico. Entende-se como filtro uma
condi@o que torna mais simples a busca pela resposta do problema. O filtrstice@ baseado
na Conjectura 1. alo filtro exato, baseado no Teorema 1, evita a descidavme de busca de
soluges.

O algoritmo proposto pode ser dividido eragifases, as quaidsdescritas a seguir (claramente,
a primeira fase®é executada quando os grafos possuem o mesimer de ertices, de arestas e
a mesma sed@ncia de graus).

5.1 Fase 1: Glculo dosindices dos grafos e do autovetor associado

Nesta fase realizamos @lculo dosindices {1 e \») e seus autovetores associadds€ z2),
referentes aos dois grafos de entrada. Lembrando que cada ccn‘rtmc?j'ne‘ = 1,2, do autove-
tor associad@ a centralidade doévticev; do grafo, para alguma ordergagdos étulos de seus
vértices. A intengo na utilizago destes autovetor@sreunir os @rtices dos grafos ernlocos
de centralidades proporcionais. Com isso, a tentativa de asdodiaa restrita a @rtices de um
mesmo bloco, objetivando assim reduzir pess solu@es invaveis para o problema.

Para esse fim, ordenamos as centralidades de maneira crescente eaaamm@sproporcional-

mente. Caso a centralidam@ do grafoG; for proporcionalmente igual centralidade;? do grafo
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Gy, 0ndej = 1,...,n, 0 algoritmo segue para a Fase 2, uma vez @ua possibilidade dos grafos
serem isomorfos. Caso coatio, consideramos estes graf@nsomorfos. Essa deéisé baseada
na Conjectura 1, caracterizando o filtro Hetico para o algoritmo.

5.2 Fase 2: Verifica@o da distingdo das centralidades de um mesmo autovetor

Ao chegar nesta fase, os autovetores de ambos os géafégugmis (a menos de uma constante)
e ordenados de maneira crescente. O objetivo@garificar se as centralidades de cada autovetor
sao distintas entre si. Se esse fato acontece, de acordo com o Teorengaafps 80 considerados
isomorfos. Caso istoao ocorra, 0 algoritmo avancga para a Fase 3, ondeafdescida narvore de
busca de soluies do PIG. Esta fase define o filtro exato do algoritmo.

E facil perceber que se os autovetores possuem centralidades pyopixocom componentes
distintas entre si, cadeéxtice de ambos os grafos perter&caruminico bloco de centralidades.
Assim, o rumero de blocos sarigual ao fimero de @rtices dos grafos. Deste modo, caéatice
de um grafo & podeé ser associado a uamico \ertice do outro grafo, respeitando a igualdade dos
graus.

5.3 Fase 3: Descida narvore de busca

O algoritmo atinge este ponto quando o filtro exadm pode ser aplicado, ou seja, se existe
pelo menos uma repeéig de valor dentre as centralidades de cada autovetor associadudices
dos grafos de entrada. Neste caso, @mare de soluesé constrida de acordo com o algo-
ritmo exato debacktrackingapresentado em Lee (2007). Encontrada uma &oln@ descida da
arvore, para verificar se esta define @orum isomorfismo entre os grafos, utilizamos um teo-
rema (aqui denotado por teorema PIG-PQA) que foi desenvolvido nesteno trabalho. Este
teoremaé a consolida@o da reformula@o do Problema de Isomorfismo de Grafos como um Pro-
blema Quadatico de Alocago (PQA, Loiola et al. (2007)). Para isso, deve-se construir uno graf
completo valoradd@:’ associado a um graf@, cujas arestas recebem valose correspondem as
arestas dé&' e 0 se seus @rtices extremos correspondeméatices @o adjacentes e. O teorema
mencionado garante que o valor da s@ludo PQA relativo aos graf@s)| e G, deve ser igual ao
nimero de arestas de; e G, para que estes sejam isomorfos.

O algoritmo proposto neste trabalho define os blocos&ttces com centralidades propor-
cionais para conduzir o caminhamentoaraore de busca, associando @&stices de um mesmo
bloco, que possuam 0 mesmo grau e que gerem apenas a8ee@atre arestas d€ e G, com
mesmo peso. Caso esta assdmiatho seja atendida, o algoritmo termina a explamdaquele
ramo daarvore e realizdbacktrackingpara um fiivel acima, continuando a explogeta partir deste
ponto.

Portanto, a cadaivel daarvore de busca gerada, uma nova assaoide \erticesé inserida na
solu@o. Assim, arvore possui profundidade igual abmero de @rtices dos grafos. Deste modo,
quando um @ folha daarvore de buscéa atingido, um isomorfismo entre os grateglentificado,
finalizando a exec@p do algoritmo. Caso co@trio, quando a explorag daarvore termina no
seu 1 raiz, ou seja, quando todas as possibilidades de as&o@atre os &rtices foram testadas,
porém sem sucesso, 0 algoritmo conclui que os grafos de entéadsmisomorfos. Para ratificar
a solu@o encontrada, utilizamos o teorema supracitado.

O algoritmo proposto neste trabalho, o qual denotamos por AEPIG (Algorispedial para
o Problema de Isomorfismo de Grafog)formado pelas &s fases explicadas acima. Seu pseu-
doadddigoé apresentado em Algoritmo 1.

2929



XLIISBPO ST CATE 1

Algoritmo 1: Algoritmo Espectral para o Problema de Isomorfismo de Grafos (AERG)
Entrada: As matrizes de adj&ncia dos grafo&'; e Go
Sdda: Sim (se os grafosa® isomorfos) ou Bo (caso conério)

1 Calcular ogndices\; e A\ de G| e Go, respectivamente/ Fase 1

2 Calcular os autovetores positivd$ e 72 associados, respectivameriiey; e \y

3 Ordenar de maneira crescente os componentes dos autovetores

4 se(z # k22, k € R*) entdo

5 G1 e G2 nao 10 isomorfos

6 Serao

7 se(d = (zf,..,}), @l quex’ # z}, 5,k =1,...,n,j #kei=1,2)// Fase 2

8 entao

9 G1 e G5 sao isomorfos

10 serio

11 CalcularG'1 eG/2 a partir deG; e G, respectivamente/ Fase 3

12 Realizar a descida riavore de busca

13 se(o numero de associd@gs realizadas for igual a (o teorema PIG-PQ&
satisfeito))entao

14 G, e G5 sao isomorfos

15 serao

16 G1 e G9 nao s10 isomorfos

17 fim se

18 fim se

19 fim se

6 Resultados Computacionais

A fim de avaliarmos o desempenho do algoritmo AEPIG descrito n@osggrealizamos a
comparaéo do tempo de processamento deste com o0s algoritmos exatos proposies (RH07)

e Dharwadker & Tevet (2009). Para isto, utilizamos parte da base aes dadbiblioteca VFLib
(Santo et al. (2003)). A base de dados utilizada nos tésfesmada poB.000 pares de grafos
conexos isomorfos gerados aleatoriamente, sendo dividido®emrtrpos de densidage= 0, 01,

n = 0,05 en = 0,1. Cada grupo possui00 pares de grafos (que chamamos dedinstas) de
tamanhos20, 40, 60, 80, 100, 200, 400, 600, 800 e 1.000 vértices, comlL.000 pares de grafos
em cada grupo. Para analisar os resultados, nomeamos cada grupfodalg acordo com a sua
densidade de arestas, ficand01 para grafos com = 0,01, 005 para os de) = 0,05 er01 para
os den = 0, 1. Dividimos taml&m cada grupo em conjuntos de anstias de acordo com dimero
de \ertices dos grafos, obtend6 conjuntos 20, 40, 60, ...,1.000) em cada grupo de densidade. Na
gera@o dos grafos da base de dados foi considerada a probabiljdelema aresta conectar dois
vértices distintos, sendo assumida como uniforme e independenténtioss. O amero de arestas
de cada grafé dado por.n.(n — 1), onden & o rimero total de &rtices do grafo. Pém, se este
nimero 1@o for suficiente para obter um grafo conexo, mais aredtasglavidamente inseridasat
a geraéo de um grafo conexo.

O algoritmo proposto neste trabalho foi implementado na Linguagem C, com agiilizia
biblioteca time.h para a obtefg dos tempos de exe@g; Para o&lculo dos autovalores e autove-
tores foi utilizado o pacote CLAPACK veas 3.2.1, qué& um pacote desenvolvido na Linguagem C
que proe fung@es para &lculos de sistemas lineares. Os testes foram realizados em um computa-
dor com processador Int®1 Core™ 2 Duo E7500 de 2.93GHz, 3GB de méria RAM, Sistema
Operacional Linux Ubuntu 9.10 e kernel 2.6.31-20.
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# Instancias | AEPIG Lee DT
20 0,000170 0,000582 0,761822
40 0,000449 0,001569 8,008165

60 0,000896 0,001143  30,953340
80 0,000998 0,002599 81,035536
100 0,001665 0,000096 170,121170
200 0,010055 0,000424 2103,660660
400 0,070377 0,010047 —
600 0,229744 0,027049 -
800 0,591548 0,055887 -
1000 1,402799 0,094803 -

Tabela 1: Tempo &dio (em segundos) dos algoritmos para os conjuntos daias do grupe01

# Instancias | AEPIG Lee DT
20 0,000131 0,064017 0,726549
40 0,000325 5,389129 7,619884
60 0,000529 27,843959 29,599965
80 0,000998 42,007933  29,599965

100 0,001664 12,298832 179,678340
200 0,010090 1,299386 2340,182519
400 0,070791 0,202869 -
600 0,230232 0,044740 —
800 0,594165 0,077939 -
1000 1,380830 0,121431 -

Tabela 2: Tempo &dio (em segundos) dos algoritmos para 0s conjuntos dénitias do grupo
r005

6.1 Analise dos Resultados

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam o tempilin de execl#p para os conjuntos de iastcias dos
gruposr01, 005 e r001, respectivamente. O tempcaximo de execlfo considerado foi de uma
hora, sendo cancelada a exeimnglo algoritmo que ultrapassasse este limite. A primeira coluna
destas tabelas indica a ordem dos grafos e as demais, indicam o teéedpmem segundos de
execu@o dos algoritmos AEPIG, Lee e DT, que denotam, respectivamente, draly@roposto
neste trabalho e os propostos em Lee (2007) e Dharwadker & Ted@9)(2 O $mbolo “—" na
Gltima coluna da tabela indica que a exdoudoi cancelada por ultrapassar o tempaximo de
execu@o estipulado.

A partir da Tabela 1£ pos$vel perceber que o algoritmo AEPIG possui tempedio de
execu@o menor que Lee ato grupo de grafos d&0 vértices e em todos os grupos de grafos,
se comparado com DT. Esliétimo teve suas exec@ies canceladas por limite de tempo, a partir do
grupo de grafos dé00 vértices.

A Tabela 2 mostra que para o grupo de grafos testados, tanto o AEPh®dLeee obtiveram
em tempo vavel a resposta para o problema, enquanto o DT obteve essa respagjagbos com
ordem aé 200 vértices. Podemos observar que o algoritmo proposto neste trabalharfonbis
rapido do que Lee para grafos coré &b0 vértices. & para as inéincias de ordem superior@o,

o melhor comportamento foi o do algoritmo Lee.

As médias dos tempos de exe@ogdos algoritmos para cada conjunto deéinstas do grupo
r001 sao apresentadas na Tabela 3. Nela observamos que o algoritmo AER&&dia, mais
rapido que os outros dois e que executou em tempo computacianal para todas as irsicias,
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# Instancias | AEPIG Lee DT
20 0,000120 51,878369 0,665118
40 0,000291 - 6,912850
60 0,000579 - 29,173299
80 0,001030 - 83,335449
100 0,001751 - 185,153810

200 0,010102 — -
400 0,070463 - -
600 0,231004 — -
800 0,596862 - -
1000 1,369227 - -

Tabela 3: Tempo &dio (em segundos) dos algoritmos para 0s conjuntos dénirias do grupo
r001

ao contario dos demais. O algoritmo proposto por Lee e o algoritmo DT tiveram seas®es
canceladas por limite de tempo, a partir do grupo de grafd$ @értices e d€00 vértices, respec-
tivamente. Para um par de grafos deste grupo, o algoritmo DT apresentmesultado incorreto,
indicando como &o isomorfa a ingincia isar001_s20_06 (densidad®), 01 - 20 vértices - inshncia
6), mostrando assim que elamé necesario e suficiente para o isomorfismo entre dois grafos.

Analisando os resultados apresentados, verificamos que o algoritm&A&RItempo de pro-
cessamento menor do que o algoritmo DT em todos 0s conjuntos dediast testadas, para todos
os valores de densidade.é&hh disso, comparando-o com o algoritmo Lee, seu tempo de éacucg
torna-se menoa medida que a densidade de arestas dos grafos diminui. Isso podelE=dex
pelo fato do AEPIG gerar blocos dértices de centralidades proporcionais a fim de conduzir efi-
cientemente a descida aavore de busca (descrita na sul@&®b.3), reduzindo assim o espaco de
solug@es do PIG. Com a mesma finalidade, o algoritmo desenvolvido por Leelgeoa de ertices
de mesmo grau. Com isso, em ambos os algoritmos,artice de um grafo somente pode ser as-
sociado a um értice de outro grafo se ambos estiverem em um mesmo bloco (respectigade
centralidade e de grau).

Desta forma, o aimero de blocos gerados influencia a complexidade da busca pelasgiogs
guanto maiog este amero, menor sé@ro espaco de sol@es vaveis do problema, melhorando os
tempos de processamento dos algoritmos. Observando os resultadmntguies pela Tabela 4,
verificamos que o algoritmo AEPIG gera mais blocos de centralidade do dgeriirao Lee gera
blocos de graus, tendo assim a descidémare de busca mais eficiente, caso seja nadesa
sua utilizago. Em nédia, nos testes para todos os conjuntos de densidadémeramde blocos
de centralidade distintas foi bem maior que o de graus distintos. Podesewabque, parad01,

o nimero de blocos de graus distinte®astante inferior, 0 que explica o tempo &wel (ou seja,
superior ao limite de tempo estipulado) para o algoritmo Lee neste conjunto @leciast

7 Conclusio e Trabalhos Futuros

Neste trabalho investigamos a utilizacde conceitos da TEG para auxiliar a constoude
algoritmos para dete@p de isomorfismo de grafos. Dois resultadawit®s que consideram
informagdes do espectro e das centralidades dosioes dos grafos foram apresentadosenil
deles, o algoritmo AEPIG para det@ogde isomorfismo de grafos baseado nestes resultados, mu-
nido de dois filtros, um exato e outro h&tico, & proposto.

De acordo com todos os testes realizados, observamos que um gargalat@cional do algo-
ritmo AEPIGé a fun@o para alculo dos autovalores e autovetores dos grafos. Adongilizada,
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r01 r005 r001
#Instancias| BC BG| BC BG| BC BG
20 20 7 19 51| 16 4
40 40 10| 40 8 | 34 6
60 60 14 | 60 11| 55 7
80 80 16 | 80 13| 75 7
100 100 18| 100 14| 97 8
200 200 27| 200 222|200 11
400 400 41| 400 33 |400 17
600 600 52| 600 41|600 21
800 800 62| 800 48| 800 25
1000 1000 70| 1000 55|800 25

Tabela 4: Nimero nédio de blocos de centralidades (BC) do AEPIG e de graus (BG) dateigor
Lee

oriunda da biblioteca CLAPACK, contribuiu com uma parcela conéimo tempo total de pro-
cessamento do algoritmo, sendo resperf em nédia, por90% deste tempo, uma vez que na
maioria dos testes, a Fase @8mnfoi executada, ou seja,éavore de busca de solgs rao pre-
cisou ser gerada. Mais precisamente, HO80 testes realizados com 0 AEPIG para o conjunto de
instanciasr01l, em apenas, 7% delas, aarvore de busca foi necést para encontrar o isomor-
fismo; para o conjunte005, apenad, 1% e, finalmente, ndiltimo conjunto ¢001) foi necesaria

a gera@o daarvore para um imero maior de inéincias,52,3%. Desta forma, o Teorema 1 se
mostrou poderoso na det@;do isomorfismo para a grande maioria dos testes realizados. Nos
outros casos, a exploi@g daarvore de busca de sofigs guiada pelos blocos de centralidades se
mostrou bastante eficiente.

Como trabalhos futuros, pretendemos investigar na literaturd@snais eficientes para o
calculo de autovalores e autovetoregnalde comparar esse algoritmo com outros bastante citados
na literatura, como por exemplo o algoritriNauty.

Agradecemos FAPES (Fundap de Ampar@ Pesquisa do Egjto Santo) pela conceds da
bolsa de mestrado para a reali@agleste trabalho.
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