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RESUMO

O Filtro de Kalman € vastamente estudado e aplicado na solu¢do de varios
problemas, sendo o seu desenvolvimento matematico baseado em propriedades de Estimagdo e
nas Equacdes Diferenciais de Riccati. Este artigo apresenta uma nova solug¢do para problema de
filtragem, independente das equagdes de Riccati.

PALAVRAS CHAVES. Filtro de Kalman. Equacoes Diferenciais de Riccati. Estimacao.
Filtros (Controle , sistemas de navegacio, etc).

ABSTRACT

The Kalman filter is widely studied and applied in solving various problems, its
mathematical development based on properties of estimation and Riccati Equations. This paper
presents a new solution to the filtering problem, regardless of Riccati Equations.
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1. Introducao

A Filtragem de Kalman vem sendo aplicada em 4reas tdo diversas quanto:
aeroespacial, navegacdo maritima, instrumentacdo de usinas nucleares, modelagem demografica,
astronomia, meteorologia, economia e industria em geral. Este filtro € considerado por muitos um
grande avanco da teoria de estimacdo do século vinte. Muitas realizagdes desde sua introducio
talvez ndo fossem possiveis sem ele.

O filtro de Kalman é um estimador para o problema gaussiano linear quadratico. Tal
problema consiste na estimagdo dos estados instantineos de um sistema linear dindmico
perturbado por ruido gaussiano branco por meio de medi¢es linearmente relacionadas aos
estados e também contaminadas por ruido branco. Quando as caracteristicas da perturbagdo e do
ruido sdo condizentes com as suposi¢des usadas no desenvolvimento do filtro de Kalman, ou
seja, sdo varidveis aleatdrias brancas e suas densidades espectrais sdo precisamente conhecidas, o
filtro de Kalman consiste no processo 6timo de estimagdo de estados no sentido dos minimos
quadrados e da minima varidncia. Entretanto, € dificil ter informagdes sobre as propriedades
estocdsticos das perturbagdes a priori. Neste caso, a estimacdo de estados baseada no critério dos
minimos quadrados pode sofrer uma degradacdo por causa das incertezas nas estatisticas das
perturbacgdes (Takaba, K.).

O Filtro de Kalman discreto é um algoritmo linear, recursivo e de variancia minima
para a estimagdo dos estados desconhecidos de um sistema dindmico a partir de medicdes
discretas, corrompidas por ruido.

Este artigo propde uma metodologia alternativa para solu¢do do problema de
filtragem, independente das equacgdes de Riccati, e estabelemos uma metodologia que pode ser
estendida a tépicos mais avancados, viabilizando aplicagdes em tempo real e fornecendo
estratégias de solucdo relevantes para sistemas dindmicos sujeitos as incertezas no escopo das

teorias de filtragem H, (Filtro de Kalman).

Apresentaremos um exemplo didatico para ilustrar as principais vantagens do novo
método, que além de uma consisténcia algébrica subjacente possibilitar-nos a obter uma familia
de resultados subdtimos para filtros, em alguns casos, até melhores que as obtidas via Riccati,
com fortes propriedades de estabilidade numérica e matrizes bem condicionadas.

2. Formulacao do Problema de Filtros de Kalman

Considere a descri¢@o do sistema linear e variante no tempo exposto nas equacdes (1)
e (2).

Xy = Ax, +Bow, (1)

v.=C,x, +D,v, k=1,23,... (2)

. . n . . mo
Assumi-se que o ruido de processo, W, € R , € o ruido de medida, V, € R , SA0

varidveis aleatdrias independentes, brancas, de média zero e com distribuicdo de probabilidade

gaussiana. Suas matrizes de correlagdo sdo assumidas conhecidas e sdo representadas por Qw e

R | respectivamente. O vetor de estados a ser estimado é X, € Rn, enquanto que Y, € R™ ¢

o vetor de medidas. E importante lembrar que o ruido de processo € usado para descrever tanto os

erros ocorridos no processo quanto as incertezas no modelo de estados. As matrizes Ak , Bk ,

Ck e D, possuem dimensdes adequadas e a estimativa inicial X, é X,, sem perda de
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generalidade.

Como ja foi comentado, o filtro de Kalman € o processo 6timo de minimizagio do
erro quadratico de estimacdo de estados, J4 que o erro de estimagado € causado pelas perturbagdes,
construidas pelas incertezas na estimativa inicial do vetor de estados e pelos ruidos de processo e

de medida, o problema consiste em determinar a estimativa X; do vetor de estados através do

seguinte processo de otimizacdo (Sayed, A. H.):

Xo, W,V

K
min - J, (. w,) 2x, =%, 12, > Aw, P +lv 1B 3
k=0

Sujeito as equacdes (1) e (2), e sendo Il uma matriz definida positiva que
representa a incerteza do estado inicial. O filtro de Kalman estima o vetor de estados de um
processo através de um controle com realimentacdo de estados. Por isso, suas equagdes sao
recursivas, o que torna o processo de estimagdo de estados menos dispendioso em termos de
esforco computacional.

Pelo fato de o filtro de Kalman ter sido vastamente estudado e aplicado em diversos
problemas, o desenvolvimento matematico do processo de otimizag¢do anunciado na equagdo (3)
€ omitido. Segue abaixo, na tabela 1, um resumo das equagdes do filtro de Kalman utilizando as
equacdes de Riccati.

Equacdes do Filtro de Kalman Discreto

Preditor (Estimativa a priori) )’Ek Skl = k_l)ek_l k-1

Recursdo de Riccati B, = Ak—l})lc—l/k—lAlcT—l + B,C_IQWB,{T_1
Cilculo da estimativa Xepn=%,,+K, (v, —C. %))
(atualizacdo do estado)

Cilculo da covariancia P, =(-K,C,)P,

(atualizagdo da covaridncia) KTk KRR

Ganho de Kalman K, = Pk,k_lckT (CkPk/k_lckT +R)"!

Tabela 1 — Resumo das Equacées do Filtro de Kalman

3. Metodologia Proposta

Os problemas matemdticos associados a solucdo do RLQ (Regulador Linear
Quadratico) e filtro de Kalman sdo duais. Esta dualidade, bastante conhecida na literatura, é
utilizada neste trabalho para deduzir as equagdes do filtro de Kalman a partir da sintese do
controlador RLQ via uma metodologia de otimiza¢do convexa. Esta nova metodologia ¢ uma
alternativa a solucdo convencional baseada nas equagdes matriciais de Riccati, ressaltando com
melhores propriedades de estabilidade numérica e de desempenho computacional. Neste sentido
nas préximas se¢oes vamos considerar o problema de controle 6timo.

3.1 Condicoes de Otimalidade

Considerando o sistema dindmico discreto invariante no tempo descrito abaixo, nas
equacdes (4) e (5):
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X = A%+ Bow,
Xo = g

Onde X, € R" ¢ w, € R" sao respectivamente a varidvel de estado e o ruido de processo,

“4)

Ak e B, sdo matrizes constantes com dimensdes apropriadas. Defini-se a fungdo custo:
1 1 N-1
J(x,,w, k) =—x,Sx, +—Z[x,fok +w! Rw,] (5)
2 25
sujeito a restri¢do descrita em (4).

onde: ann , Rmm .S 2 S0 matrizes constantes de ponderacdo e consideraremos , sem perda
de generalidade, que S =Q = Q">0cR=R">0.
As equacgdes (4) e (5) podem ser reescritas como um problema de minimizacdo
quadratica com restricdes lineares, para k € K ={0,1,..., N —1}:
min J(x,,w, k)
Wk
sa X, =Ax A+ Bw, (6)
X=6
Considerando os multiplicadores Lagrange /1,( +1 associados ao sistema (6) de modo

que /10 =0e¢ ﬂk = 0 para k+1= N e definimos uma fungio custo aumentada do sistema

como:
1 N-1
_ T
J o6 Wi X5 Ay k) ==, Oxy + z[lk (X Wer X )] (7
2 k=0
Onde lk (Xk Wi s Xp 1o /1k+1) € o lagrangeano definido por:
| T T
L (s Wy ) = E[Xk Ox, +w, Rw 1+ A, [Ax, +Bow, —x,,] (3)
Podemos definir o Hamiltoniano do sistema por:
L7 T T
H, (XWX Au) = E [x, Ox, +w, Rw, 1+ 4, [A,x, + Bw, ] )

Relacionando as equagdes (8) e (9), temos:
_ T
LW X A) = Hy (o wi s, A ) = A X (10)

Verificando as condic¢des necessarias de otimalidade, temos:
Condicao de estado:

—=x,=>x, =Ax +Bw 11
YN k41 k+1 it T O Wi an
Ay = Ox, (12)

Condicao Hamiltoniano:

3H,

ow,

=0=>w,=-R"'B/A,,, k=0,..,n—1 (13)

+1
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Condicao Co-Estado:

aaHk A = A =0x +ATA,, k=l,..n—1 (14)
X

Visto que o problema é convexo, estas condi¢cdes sdo necessdrias e suficientes e,

portanto, devido a inexisténcia de procedimentos de recorréncia , os cdlculos de W, e X, em

(13) e (14), depende somente de /Ik +1 > assim:

w,=—R"'B/ A, (15)
X =0 (4 —A"A.) (16)
xy =07, (17)

3.2 Formulacao Dual

Em problemas de filtragem 6tima discreta envolve uma solugfo iterativa de uma
seqiiéncia de sistemas resultantes da discretizagdo de um processo continuo, representado por
equacdes diferenciais parciais que descrevem seu comportamento dindmico complexo. De modo
geral, em intervalos de tempo menores tornam mais precisa a aproximacgfo discreta, porém
aumentam o numero de varidveis de estado. Para obtencdo de solucgdes eficientes, ha a
necessidade de explorar estruturas matriciais especiais.

Neste artigo entenderemos o conceito da teoria de dualidade para estabelecer relacdes
entre estruturas algébricas resultantes de transformacdes duais de um conjunto de equagdes
dindmicas complexas em um conjunto de equagdes estiticas mais simples. Assim,
consideraremos o seguinte problema dual:

min L (4,
/1141 (18)
sa V., 1(x,w,A,.k)=0

Podemos reescrever este problema dual:

max min [(x,,w,,A4..k)

A WX

sa A eR"

k+1
x,=¢
Xy =02y
w,==R"B/4,,,
X =07 (A -ATA)

19)

Onde: L(4,,) = min [ Wi Ay K

Para reduzirmos os custos computacionais e simplificarmos o processo, propomos, dada
a concavidade estrita da fungio VL(A,,,), uma reformulagio do problema dual dindmico de

modo a obtermos um forma quadrética estatica definida no teorema a seguir.

2557



XLIISBPO EeA

3.3 Forma Quadratica Estatica

Teorema 1 — Dada a concavidade da fungdo dual VL(A,,,) e as restricdes dadas por (19), o
problema dual dindmico pode ser resolvido através da seguinte forma quadrética estatica:
S L
min M (A)=—A"HA+A"b+¢
A 2 (20)
sa AeR™

Onde: H . € uma atriz simétrica bloco tridiagonal, definida positiva e formada por N ?

blocos de dimensdes 7 X7, b é um vetor de dimensdes nNx1, ce R e A€ R™ dado por:
- T v
A=[A4 ... A] eR 1)
Prova: Para obter a forma quadratica estatica da equagdo (20), iniciamos com a substituicdo das
restri¢des dadas na equagdo (19) na equagdo (7) em seguida, expandimos os termos do somatério

para os valores de kK =0,1,..., N —1, conforme podemos observar abaixo:

I(A)= —%%Q‘%N +%x§ 0x, —%&TBOR*BOT A+ A A,
O, 1 _ _
+;{—§/1,Z Q0 '4 +5/1[+1AQ A+ A OTATA, )

_%ﬂ’kTH (BkR_lBkT +AkQ_1AkT )/1/{+1}

Agrupando os termos segundo os vetores adjuntos, obtemos a matriz H :

‘v, w0 .- 0 |
whv, wo. 0
glo . . - .
0 .o T
|0 0 0 W' V|

Ao calcular os valores de cada termo da matriz, temos:

V,=-BR"'B"-Q""
V,=V,—AQ'A"
V,=V,-Q"
wW=0"'A"

T
b = [A'XO Onxl o Onxl]
Portanto, a forma quadratica estdtica estd definida:

max L (1) =%ZTH/T+ZTb+c
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Visto que maximizar L(A) é equivalente a minimizar —L(A) na mesma regido do

espaco [7]. Considerando M (/7_, )= —L(/T ), teremos:

Onde: H=-H ,b=-bec=—c.

~ . T . . . .- . - _NT > 0
Observacgio 1: A matriz H ¢ definida positiva. Pois, por defini¢do, temos que 0=0 20¢
R=R > O, assim, como a soma de uma matriz definida positiva (R) com uma semi-
definida positiva (Q) é uma matriz definida positiva, ao considerarmos V, =—=V,, temos entdo
que V, > 0. Utilizando a mesma argumentagio para V, >0 e V, >0.

Teorema 2 — Ao considerarmos um problema de filtragem, existe uma fungfo matricial P, , tal
que:
P,=A"H A+Q (23)

Para o menor valor do indice de desempenho dado por:
* . 1
J (xk,wk,k):mmJ(xk,wk,k):EngNx0 (24)
!

Prova: Para provar o teorema 2, necessitamos do seguinte valor 6timo de A" dado pela equagdo
(20):
V., M(A)=HA- b=0

Organizando os termos:

A =H"b (25)

Na formula¢@o matricial da equagdo (3.20), temos:

A Hu le I-_Iuv Ax,
4, _ H, H, H,, nxl
Z’N HNl ﬁNN Onxl
Ou
A =H, Ax,,...,A = H, Ax, (26)

Considerando, sem perda de generalidade, N =2, temos:

A _ I__Iu [__112 Ax,
|:22:|_ [__121 I__I22 |:Onxn}

Portanto, temos a seguinte identidade:
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v, WI||H, H,| |1, O,
— || = _ | = 27)
WT V H H22 Onxn Inxn
Assim, a equagdo (5) pode ser reescrita para N =2, k =0,1,2 obteremos:
x|[o 0 0 0] x
1 X, 0 0 0 0} ~x
J(x,,w, ,k x, Ox, 28
(kk)OQOOOOROWO 28)
w0 0 0 R|lw
Substituindo as restricdes (19) na equacio (28), temos:
0" (A-A"Z)|[Q 0 0 o[ (4-ATA)
Q—l T 0 Q O 0 Q—l T
J()Ck ’ Wk H k) xo on -1 ﬂ'; -1 ﬂ';
R B, A 0 0 R O -R" B, A4,
—-R'B/' 2, 0 0 0 R|| -R'B'A
Definindo alguns termos:
Q'(4-A"A) 0 000
/s 0 0 O
I'= Q 1/12 e = Q
-R B()Tﬂ, 0 0 R O
—RilBlT/?z 0 0 0 R
A equacgdo:
J(x,,w, k) = ! x0 on + ;FTCI)F (29)
Entdlo, substituindo A, = H, Ax, e 4, = H ,1AX, naequagdo (29), teremos:
1 1
J (x, W, k) = onxo+2xOATH“(VH11 WHZI)AxO
| (30)
+— 5 X, ATHQTI(V H21 +w’ HM)A)C0
Ao considerar a matriz identidade (27) e a equagao (30), temos:
J (x,,w, k) = xo " Ox, +%x§ A"H, (I, )Ax, + ;xTATHT (0, )Ax, (31)
Organizando os termos:
JU@M,@ E&KA”iﬁ+Qﬂo (32)

Assim, para k=0,1,....,N =1 e estrutura citada na equacdo (32) permanece

inalterada. Portanto, concluimos que a partir da equagdo (24), a matriz P, fornece o custo

minimo, quando est4 definida na forma:
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P,=A"H ,A+Q (33)
Entdo, para obtermos a matriz de ganho F em estado de regime basta fazermos
N — oo, considerando a seguinte identidade:

F, =-R'B/ (A")'[P, - Q] (34)
Pode-se encontrar em (Martinez J. M.) umas das alternativas para escrevermos o

ganho F'.
Teoremas 3 — Considerando o valor de P, definido pela equac@o (33), entdo a matriz de ganho

em estado de regime serd dado por:
-1 pT T\-1
F,=—R"'B] (A")"[P, - Q]

HA (35)

=-R"'B/H, A

Neste artigo, adaptamos o algoritmo de programacdo ndo linear estitica, para a
estrutura especial da solugdo da equagdo algébrica de Riccati, com o objetivo de reduzir o esforco
computacional do problema. O desempenho do algoritmo modificado torna-o bem adaptavel para
aplicagdes de controle 6timo e filtragem, visto que nestes casos, o desempenho computacional é
considerado como pré-requisito para aplicagdes de técnicas em otimizagdo on-line com horizonte
finito.

Embora o algoritmo proposto necessite da inversa da matriz Hessiana ( H ), conforme
definido na equacdo (25), temos que esta matriz inversa pode ser calculada off-line utilizando
diversos métodos numéricos tais como: fatorizagdo de House-Holder (Filho, A. A.), rotacdo de
Givens (Filho, A. A.), fatorizacdo de Cholesky (Campos L. E. D.) e decomposicido em valores
singulares (Filho, L. A. V.).

3.4 Proposicao para Filtragem via Otimizacao Online

Considerando o problema de programacao nao linear baseado em regides de confianga:
. e
min M (A)=—A"HA+A"b+¢
’ 2 (36)
sa |2]<AA>0

Onde : [:IZ—H, l;z—b, c=—c
Através dos experimentos realizados, verificamos que para N pequeno o erro do residuo
HVM (I )H é reduzido tornando a matriz H melhor condicionada. Neste sentido, é possivel uma
reducdo significativa da dimensdo da matriz H , de nN para nd, onde d << N, o que

possibilita diminuir seu nimero de condi¢do e ratifica o fato de que podemos resolver este
problema de otimizagdo convexa (20) por intervalos ao se resolver sucessivas (Laub, A.), vezes

A T
o problema (20). Por este critério, ao considerarmos d =2 com A = [/11 /11] teremos entdo o

problema (36) aproximado do problema (20), assim:

-1 pT -1 )1 AT A
BR_iQ—:Q BR—lBT +QQ_;4+AQ_1AT +11'l12nx2n |:j;i|:|:0x0:| (37)

nxn
H
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Entdo, é possivel conseguir dominancia bloco diagonal aumentando-se o valor de
M e, por conseguinte, boas propriedades de convergéncia e uma maior estabilidade numérica. E

claro que a relagfio entre os valores de () ¢ R na matriz H em (37) também pode garantir
dominancia estrita bloco diagonal (Farias, D. P.), ou seja:

2
AL
ZHHkkaj
k#j

Onde: H,, , H); sio submatrizes (nxn) de H .

<1

Notemos que quando [ —> oo, ou mais especificamente, & >max{0,—0,}, a
matriz ([‘AI + ul) tende para:
{BRIBT +O '+l 0

nxn nxn 38
0 BR'B"+Q '+ AQ'A" + ul 8

nxn nxn

Portanto, com as perturbacdes causadas pelo parametro K, é possivel situar os

autovalores de H , dentro de uma regido de confianga:
H=(H+ul)" (39)

Assim, torna-se possivel reduzir a dimens@o do sistema e garantir solucdes estaveis
e bem condicionadas. Entdo, obtemos de forma semelhante ao teorema 3.1, o algoritmo que
viabilize a obtenc¢do de ganhos para modelos considerando a matriz Hessiana de ordem reduzida,

(2nx 2n).

Proposicao 1 — Ao considerarmos a matriz:

©=A+BF (40)

Dada a equacao (39), € possivel definirmos o ganho:
F=B"[0-A]
=B'[Q'(H,A- A"H, A)- A]
A partir de © = Qil(l‘_I“A—ATﬁZIA) de modo que possamos através de ajustes em [/ situar

os pélos da matriz ® numa determinada regido de confianca.
Prova: (Nascimento, V.)

4. Analise e Resultados

No exemplo que serd considerado, analisaremos os resultados comparativos entre filtro
de Kalman com abordagem tradicional e a nova metodologia
Considerando um exemplo diddtico, temos o seguinte sistema abaixo:

X, =x, +0.1w,
Vi =XtV
x,=1
Neste caso, consideraremos a matriz I1=1, com ruido w, = 0 para ver a

sensibilidade do filtro v, = D' (y, = C,x,).
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O ruido de medi¢do V, € visto como ruido branco gaussiano com média zero. Na figura
1 e 2, mostraremos a simulacdo dos resultados para as seguintes matrizes de correlacdo:

R=00leQ =1.
Grafico: Kalman x FCF
1 T T T
— yreal
0.8F y estimado Kalman B
i « y observado
oe ﬁ Filtro de Kalman ]
\ Filtro FCF
0af | ]
8 \
© \
7] \ .
\
02\ . . A
\ .
.\v i . LIS . : . /.
0 . LN . /
* — \ . . o .
. . N\ e . /
.. —— ¢ .
. . .
0.2 . . . i
-0.4 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

No de amostras

Figura 1 - Erro de Estimacfio entre Kalman x FCF: ¢/=10e N, =2

Na figura 1, observamos que para #£=10 e N, =2, temos o mesmo erro de

estimacdo para o filtro de Kalman utilizando as Equa¢6es Matriciais de Riccati e o filtro com a
nova metodologia FCF (Filtro Costa Filho). Realizou-se uma reducéo de condicdo de H ,

conforme o valor de N, e/ou ajustamos o valor do pardmetro [ .

Grafico: Kalman x FCF
1 T T T

0.8+ — yreal |
y estimado Kalman
« y observado
0.6} g
“\ Filtro de Kalman
\

041 |\ Filtro de FCF =
8 \
T
2]

0.2 - - . 7

S\ Te .
NN\ . .
.. « o 7\ . . . .
o . \ . . . . =~ .
NN . e —_° -
. e P . . -\_"
- ° . .
. .
-0.2+ . . -
0.4 1 1 1 1 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

No de amostras

Figura 2 - Erro de Estimacio entre Kalman x FCF: ¢£=20e N, =2

Na figura 2, observamos que para £ =20 e N, =2, temos uma solugdo com o

Filtro FCF relativamente melhor do que o Filtro de Kalman convencional, onde a metodologia
proposta tende mais rapidamente a seguir o sinal real. Também temos a vantagem que a nova
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proposta tem uma redug@o computacional significativa em relacdo a o Filtro de Kalman baseado
nas Equagdes de Riccati. Na tabela 2, temos uma analise do condicionamento da matriz H .

Total de iteragdes | Valor de i A Condicionamento Ganho Kalman /
max H FCF
ﬂ’min
. =18 #=0 408,2343
' 34,5037 0,2824 70,2824
11,8316
Ny =2 #=0 272,9145
' 5,5349 0,1743/0,1743
49,3077
Niw. =2 p=10 282,9145
' 4,7703 0,2782/0,2782
59,3077
Niy. =2 #=20 292,9145
' 4,2263 0,3542 /70,3542
69,3077

Tabela 2— Analise de condicionamento de H.

5. Conclusao

Neste artigo, apresentamos uma nova metodologia para sintese de filtros em sistemas
discretos no tempo, que possibilitam a obten¢cdo de uma familia de ganhos, com uma solucio
alternativa a resolug@o convencional via Equagdes Diferenciais de Riccati. A simulagdo ressalta
as vantagens do novo método, com relacdo as condi¢des de desempenho, estabilidade, e
principalmente, a caracteristica de flexibilidade no sentido de se poder obter uma familia de
solugdes eficientes através de ajustes no parametro A .
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