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RESUMO

O algoritmo apresentado neste trabalho tem como objetivo a solucdo de problemas de
programacgdo ndo linear irrestrita com multiplos 6timos, ou sistemas de equacdes lineares e nio
lineares com multiplas raizes. Para isso, o modelo tem como base, o algoritmo de Luus Jaakola
(1973), executado n vezes consecutivas através de uma estrutura de repeticdo, forcando a busca
de todas as solucdes possiveis dentro do intervalo de busca. Em seguida, todas as solucdes
geradas sdo filtradas e pods-otimizadas, resultando em um conjunto de valores distintos,
equivalentes aos multiplos 6timos da fungdo objetivo do problema, ou conjunto de raizes do
sistema.

PALAVRAS CHAVE: Otimizacdo, Algoritmos heuristicos, busca direta, pesquisa
operacional. Metaheuristicas (MH), Programacao Matematica (PM).

ABSTRACT

The algorithm presented in this paper aims to solve unrestricted nonlinear programming
problems with multiple optimum, or systems of linear and nonlinear equations with multiple
roots. For this, the model has as base, the algorithm of Luus Jaakola (1973), executed » times in
succession through a structure of repetition, forcing the search of all possible solutions within the
range of search. Then all the solutions generated are filtered and post-optimized, resulting in a set
of distinct values, equivalent to roots of the objective function of the problem, or set of roots of
the system
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1. Introducao

Existem atualmente diversos métodos para solucdo de sistemas de equagdes lineares e
ndo lineares para otimiza¢do de problemas de programacio linear e ndo linear, sejam métodos
estocdsticos ou deterministicos. Porém a medida que os problemas se tornam mais complexos, as
solucdes obtidas, se tornam também mais dificeis. Historicamente, as técnicas mais utilizadas
para a solugdo de sistemas ndo-lineares sdo os chamados métodos de Newton (Rheinboldt, 1986).
Kearfott (1987a,b) apresentaram uma técnica denominada método de Newton Intervalar /
Bissecdo Generalizada (IN/GB) para solugdo de sistemas de equacdes ndo-lineares. Kearfott e
Novoa (1990) e Kearfott (1990) ressaltam a capacidade desta metodologia em garantir que todas
as raizes (dentro de uma certa tolerancia) foram identificadas ou que nao ha raizes dentro do
intervalo considerado. Porém esta metodologia (IN/GB) tem um custo computacional alto, sendo
que em alguns casos, a solu¢do do problema ndo € encontrada.

Desta forma, métodos heuristicos sdo alternativas mais faceis de implementar, e com
resultados tdo proximos da solugdo exata, que sdo aplicados cada vez mais. Assim sendo, o
presente trabalho tem como objetivo a solug@o de problemas gerais que sejam caracterizados por
modelos ndo-lineares sem restricdes (ou com restrigdes do tipo “caixa”) e possivelmente
multimodais. A base deste trabalho é o algoritmo de busca direta aleatéria, conhecido como
método de Luus-Jaakola (1973), resultando em um novo algoritmo, que em relagdo aos métodos
citados, tem como diferencial, a solu¢do de problemas multimodais. Pois na engenharia, os
problemas envolvem freqiientemente sistemas de equacdes nao-lineares, eventualmente com
multiplas solugdes. Para que estes sistemas sejam convenientemente resolvidos, serd aplicada
uma técnica de transformacdo da estrutura destes sistemas ndo-lineares em problemas de
otimizacdo. Este tipo de problema de otimizac¢do pode, alternativamente, representar um sistema
de equacdes algébricas ndo-lineares (1) com solu¢des multiplas.

Um sistema de equagdes nao-lineares € escrito como:

Si(x)

reo=| 2% 2o (1)

1, (%)

onde x = (x,X,,....X,), e fi, f5,.... f, sdo fungdes ndo-lineares continuas no dominio

Q=[]la.b]cHR" (2)
i=1

Apesar do sistema ser ndo-linear, algumas equacdes podem ser lineares, porém nao todas
(neste caso, o sistema seria linear e as técnicas de solugdo sdo bastante difundidas). Encontrar
uma solu¢do para um sistema ndo-linear envolve encontrar uma solu¢do em que todas as
equacdes do sistema nao-linear sejam nulas, isto é:

fi(x,%5,..,x,)=0
3 Xyses X )=0
:fz(xl Xyyeees X, ) 3)

[, %,,.00x,)=0
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O sistema (3) pode ser transformado em um problema de minimizagdo nao-linear
irrestrita. Para isso, cada equacdo é elevada ao quadrado e convertida em uma parcela de uma
soma, compondo uma fung¢ao-objetivo ndo-negativa, na forma:

F=Y AP )

O sistema € entdo transformado em um problema de minimizacao (5), onde os minimos
globais nulos da funcao-objetivo (4) representam as solugdes do sistema original. Para completar
a formulacdo do problema, os limites dos intervalos de cada varidvel sdo considerados. Minimos
nao-nulos (locais) ndo correspondem, naturalmente, a solugdes do problema original. O problema
assume a seguinte forma:

Minimizar F , sobre Q 5)

1.1 O Algoritmo Luus Jaakola

A seguir o algoritmo de Luus jaakola (1973) padrdo é descrito, o qual é utilizado como
nicleo do modelo apresentado neste trabalho. O procedimento que o algoritmo desenvolve se
divide em praticamente duas etapas. Na primeira etapa, o algoritmo gera um vetor de nimeros
aleatérios para ajustes dos valores iniciais x’, que dentro de um ntimero de iteragdes, resultara
num conjunto de solugdes. Estas solucOes estardo sujeitas as restricdes do problema, gerando um
grupo de solucdes vidveis. Nesta etapa, a melhor solug@o para o problema, serd a escolhida.

Na segunda etapa, o espaco de busca é contraido de um fator de reducdo, e a primeira
etapa é novamente executada. Por fim, depois de um numero fixo de iteracdes externas, o
resultado obtido serd a melhor solucio para o problema. Observe que este algoritmo finaliza com
apenas uma solucdo. Em problemas com miltiplas raizes, o algoritmo deve ser executado
diversas vezes para observar se o problema converge para mais de uma solucdo, isto &, para
verificar quantas solucdes, ou 6timos o problema possui. A Fig. 1 descreve o algoritmo original
de Luus jaakola (1973).

Escolha um tamanho inicial de busca r(0).
Escolha um niimero externo de iteracdes nout e um niimero interno nin.
Escolha um coeficiente de contragdo &
Gere uma solucdo incial x* .
Para i = 1 até nout
Para j = 1 até nin
x(j)=x*+ R(j)r(i-1), onde R(j ) é um vetor de niimeros aleatorios entre -0.5

e 0.5.
Se(x(j))<(x*)
x*=x(j)
Fim Se
Fim Para
ri)=(1-¢)r(i-1)
Fim Para

Figura 1 - Algoritmo de Luus Jaakola
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Para atender casos de problemas ndo lineares irrestritos com multiplas solucdes, foi
sugerido entdo uma modificacdo para que este algoritmo continuasse localizando todas as raizes
possiveis do problema em questdo. Na Fig. 2 o algoritmo modificado € descrito.

1.2 O Algoritmo Modificado

O funcionamento deste algoritmo é bem simples, pois se baseia no Algoritmo Luus
Jaakola (1973) original. O diferencial estd no fato do algoritmo modificado ter a caracteristica de
localizar multiplos 6timos, ou mdltiplas raizes em problemas ndo lineares irrestritos.
Inicialmente, um niimero de execucdes € estabelecido através de um laco externo. Internamente a
este laco, o algoritmo Luus Jaakola é executado até atender o nimero de execugdes. A cada
execucdo uma solugdo é gerada e armazenada em um vetor, contendo os valores das variaveis do
problema.

Apd6s o término das execucdes, o vetor solucdo contém um nimero de solugdes
equivalente ao nimero de execugdes. Estas solugdes formar um conjunto de todas as solugdes
alcangadas pelo algoritmo de Luus Jaakola dentro dos limites do problema. Através da
caracteristica aleatéria deste algoritmo, as solucdes alternam entre todas as solugdes permitidas
pelo problema. Para que o algoritmo localize todas, ou o nimero mdximo de solugdes distintas
possiveis, um nimero de execugdes é imposto ao modelo. Ao final das execucdes, o vetor, ou
conjunto de todas as solugdes possiveis, apresenta valores repetidos distintos.

Estes valores necessitam de uma selecio a fim de apresentar somente as solucdes distintas
sem repeticdo. Neste momento, o algoritmo aciona um filtro para eliminar as solugdes repetidas,
resultando num conjunto final contendo somente valores distintos. Este conjunto final € o
conjunto de solugdes do problema de multiplos 6timos, ou raizes que o algoritmo alcangou. A
seguir alguns testes serdo executadas a fim de ilustrar o algoritmo e seu desempenho.

Defina um numero de iteracoes n
Defina R = Vetor raizes
Defina S = Vetor Solugédo
Para k =1 até n faca
Execute a rotina Luus Jaakola
Faca ri, = x; (r, € R), onde x;, é a solucdo corrente da rotina Luus Jaakola
Fim para
Elimine as raizes repetidas do vetor R
Copie as raizes distintas de R em S
Imprima o vetor solucdo S

Figura 2 - Algoritmo de Luus Jaakola Modificado

Uma caracteristica essencial do algoritmo estd na geracdo dos nimeros pseudo-aleatérios
que define a solugdo inicial. O algoritmo foi implementado em linguagem C, que utiliza uma
rotina para definir um nimero pseudo-aleatério no intervalo de -0,5 e 0,5 através de uma funcdo
geradora de valores para este fim. A semente obtida é exibida no arquivo de saida junto com a
solugdo, para sua reproducdo a qualquer momento. Para isso, esta semente pode ser introduzida
em um arquivo (.h) da funcdo que contém o problema em teste, quando se desejar a reproducio
de seus resultados.
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2. Testes e Resultados

Para testar o modelo e verificar seu desempenho, alguns exemplos foram rodados, e seus
resultados analisados numérica e graficamente, e por fim serd comparado ao método IN/GB

(Tabela 5).

2.1 Exemplo 1

Neste exemplo, procura-se a solug¢do do sistema nao-linear (6)

|

Para isto, o sistema (6) foi convertido em um problema de otimizacdo irrestrita,
representado pela funcido-objetivo (7) (a ser minimizada, com minimo nulo):

x—x,=0

(6)

2 2
x +x, =1

(7

Minimizar f(x,,%,) = (x, — x,) + (x,> + x,° —1)?

Graficamente, a solucdo do sistema ndo-linear corresponde a determinagdo das
intersecOes entre a reta e a circunferéncia das equacdes (6). A Figura 3 ilustra as solugdes deste
problema simples, com solu¢do analitica.

Figura 3 — Grifico das fun¢des do Exemplo 1

Analiticamente as raizes da Fig. 3 e Fig. 4 sdo:

Raiz 1: x; = 0.70710678118661, x, = 0.70710678118648
Raiz 2: x; =-0.70710678118661, x, = - 0.70710678118648
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Figura 4 - Gréfico 3-D da Funcao Objetivo do Exemplo 1

Tabela 1 — Solugdes do algoritmo Luus Jaakola para o Exemplo 1 com 100 iteracdes internas, 50
externas e 100 execugdes. Tempo = 1 segundo.

Raizes: X7 X;
1 0,7071068 0,7071068
2 -0,7071068 -0,7071068

2.2. Exemplo 2.

Neste exemplo, o problema a ser executado € encontrar as raizes da funcdo objetivo,
representado pelo seguinte sistema de equagdes:

3 2
—3x," —x, =2
{xl X T X )

(x,-D)*+x," =4

O sistema de equacdes (8) pode entdo ser convertido em uma fun¢do-objetivo (9) ndo-
negativa, representada por:

Fxnx) =" =3x" —x, +2)* + ((x, =) +x,” —=4)* )

Entdo, busca-se o minimo da funcdo-objetivo representada por (9). A Figura 5 ilustra
graficamente as seis raizes das equagdes (8).

Figura 5 - Gréfico das fun¢des do Exemplo 2
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Valores exatos das raizes da Fig. 5 e Fig. 6:

Raiz 1: x;= 0.23463313526969,
Raiz 2: x; = 1.76536686473050,
Raiz 3: x; = 2.84775906502256,
Raiz 4: x; = -0.84775906502248,
Raiz 5: x; = 1.76536686473050,
Raiz 6: x; = 2.41421356237272,

x;= 1.84775906502252
Xy = -1.84775906502244
x;= 0.76536686473020
X, = -0.76536686473041
Xy = -1.84775906502244
Xy= -1.41421356237347

Figura 6 - Grafico 3-D da Funcio Objetivo do Exemplo 2

Tabela 2 — Solugdes do algoritmo Luus Jaakola para o Exemplo 2 com 100 itera¢des internas, 50
externas e 100 execugdes. Tempo = 2 segundos.

Raizes: X7 X
1 2.4142137 -1.4142134
2 1.7653669 -1.8477590
3 0.2346331 1.8477590
4 2.8477590 0.7653669
5 -0.4142136 1.4142135
6 -0.8477591 -0.7653669

2.3. Exemplo 3.

Neste exemplo foi utilizado um problema (Bini e Mourrain, 2004), envolvendo trés
equacdes ndo-lineares e apresentando oito raizes. Este problema tem sua origem semelhante ao
Exemplo 2, onde o sistema em questdo é dado por:

—x22x32 —x22 +24x,x, —x32 -13=0

- x12x32 —xl2 +24x, x4 —x32 -13=0

- )clzxz2 - )cl2 +24x,x, — x22 -13=0

0<x,x,,x;<20

(10)
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A solugdo obtida por este problema € a seguinte (Bini e Mourrain, 2004):

Raizes: Xt

1 (0,7796, 0,7796, 0,7796)
2 (10,8580, 0,7796, 0,7796)
3 (4,6252, 0,3321, 4,6252)
4 (4,6252, 4,6252, 0,3321)
5 (0,7796, 10,8580, 0,7796)
6 (0,3321, 4,6252, 4,6252)
7 (0,7796, 0,7796, 10,8580)
8 (4,6252, 4,6252, 4,6252)

Tabela 3 — Solugdes do algoritmo Luus Jaakola para o Exemplo 3 com 500 iteragdes internas,
200 externas e 1000 execugdes. Tempo = 147 segundos.

Raizes: X X X3 J(x1 x5 x3)
1 0.7795482 10.8577042 0.7795482 0.0000000
2 10.8577042 0.7795482 0.7795482 0.0000000
3 0.7795480 0.7795480 0.7795480 0.0000000
4 0.7795480 0.7795480 10.8577032 0.0000000
5 0.3320762 4.6121612 4.6382346 0.0017992
6 4.5452123 0.3321903 4.7062817 0.0686255
7 4.6474214 4.6030293 0.3320819 0.0052153
8 4.6251817 4.6251817 4.6251817 0.0000000

A seguir as solugdes do problema serdo mostradas, variando-se alguns parametros, como
nimero de iteracdes internas, externas e execucdes. O objetivo deste teste € evidenciar o
desempenho do algoritmo Luus Jaakola, pois neste exemplo, devido ao aumento de uma varidvel
em relacdo aos exemplos anteriores, o grau de complexidade do problema aumenta para cada
solugdo, requerendo mais iteracdes e execugdes para alcangar todas as raizes, quando possivel
(Tabela 3 e Tabela 4).

Tabela 4 — Varia¢des do niimero de execugdes do algoritmo Luus Jaakola para o Exemplo 3 com

500 iteracdes internas, 200 externas, tempo e nimero de raizes encontradas.

Execugoes Tempo (S) N° de Raizes
100 22 5
200 44 5
500 103 7
1000 147 8

O grafico da Fig. 7 ilustra o crescimento do tempo de execucdo do algoritmo em funcio do
nuimero de execucdes. Para isso o eixo vertical expressa o tempo de execucdo e o eixo horizontal
o nimero de execugoes.
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Figura 7 - Grafico do crescimento do tempo de execu¢do do Exemplo 3

Por fim, os resultados obtidos nos testes 2.1, 2.2 e 2.3 neste trabalho foram comparados
com uma metodologia deterministica, para determina¢do de todas as raizes de sistemas de
equacdes ndo-lineares, baseada em andlise intervalar. O algoritmo, representado usualmente pela
sigla IN/GB (Interval Newton/Generalized Bisection), apresenta garantias matemadticas e
computacionais de localiza¢do de todas as raizes de sistemas ndo-lineares, embora seu custo
computacional limite sua aplicacdo para problemas com pequeno nimero de varidveis.

Tabela 5 - Comparacio entre o método de Newton Intervalar/Bissecdo Generalizada (IN/GB) e o
Algoritmo Luus Jaakola Modificado.

Problemas testes IN/GB Luus-Jaakola Modificado
N°de N°de N°de raizes Tempo de N°de raizes Tempo de
Exemplo S , . ~ . ~
varidveis raizes localizadas execucdo (s) localizadas execucdo (s)
2.1 2 2 2 1,428 2 1,0
2.2 2 6 6 9,685 6 2,0
2.3 3 8 8 3759,703 8 147,0

3. Conclusoes

O algoritmo Luus Jaakola (1973), ¢ eficiente, e de facil implementagdo devido a sua
simplicidade. Porém, este algoritmo € aplicado na busca de apenas um 6timo por execucdo. Em
situacdes de multiplos 6timos, a cada execugdo, hd uma convergéncia para apenas uma solucao.
Portanto, para que ele tenha um melhor desempenho, ou seja, alcance um nimero maximo de
raizes, ou um conjunto de 6timos, um nimero de execugdes € efetuado. Este diferencial faz deste
modelo modificado, uma nova opcdo em métodos de localizagdo de multiplas raizes para
problemas de otimizacdo ndo lineares irrestritos. Um detalhe importante estd no fato deste
modelo modificado apresentar um conjunto de solugdes, (Tabelas 1,2,3 e 4), desta forma em
alguns casos, dentro deste conjunto, pode-se encontrar o 6timo global. Desta forma o presente
trabalho contribui para novas aplicacdes, que agregado a novas técnicas pode ser integrado em
outros modelos na criacdo de um modelo hibrido mais robusto.
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