XLIISBPO BT

REGULADOR LINEAR QUADRATICO VIA OTIMIZACAO CONVEXA

José Tarcisio Costa Filho
Universidade Federal do Ceara - UFC
Departamento de Engenharia de Teleinformatica - DETI
jtcosta@ufc.br

André Luiz Sampaio de Alencar
Universidade Federal do Ceara - UFC
Departamento de Engenharia de Teleinformatica — DETI
alencarandre85@gmail.com

ABSTRACT

The linear quadratic (LQ) regulator problem, based on symmetrical and positive
definite solutions of algebraic Riccati equation (ARE), can be efficiently solved since 1960s,
what, in a way, discouraged the development of alternative methods to solve it. In this way, this
paper presents a new solution to the LQ problem with no employment of ARE and set a
methodology that can be extended to more advanced topics, enabling on-line optimization
applications and providing relevant solutions strategies for dynamic systems subject to
uncertainties in the scope of optimal control theory.
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RESUMO

O problema do regulador linear quadratico (LQ), baseado em solucBes simétricas e
definidas positivas da Equacdo Algébrica de Riccati (ARE), pode ser resolvido eficientemente
desde os anos 60, o que de certo modo, veio a desencorajar o desenvolvimento de métodos
alternativos a solu¢do do mesmo. Neste sentido, esse trabalho apresenta uma nova solucédo para o
problema LQ sem o emprego da ARE, e estabelece uma metodologia que pode ser estendida a
topicos mais avangados, viabilizando aplica¢cdes de otimizagcdo on-line e fornecendo estratégias
de solucdo relevantes para sistemas dindmicos sujeitos a incertezas no escopo da teoria de
controle 6timo.

PALAVRAS-CHAVE. Teoria LQ, Equagdes Riccati, Otimizagdo ndo Linear, Dualidade
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1. Introducao

Dentre as equacOes matriciais ndo-lineares mais estudadas e utilizadas por matematicos
e engenheiros encontram-se as equagfes de Riccati. De um modo geral, o termo “equacdo de
Riccati” pode significar uma classe de matrizes: quadréticas, algébricas, diferenciais ou a
diferengas finitas, dos tipos simétricas ou ndo-simétricas, surgida no estudo de sistemas
dindmicos continuos ou discretos no tempo (Tamariz, A. D. R., 2005). A solu¢do das mesmas
desempenha um papel fundamental na teoria do controle moderno e no processamento de sinais
(Lancaster P., 1995), pois consiste em uma importante ferramenta em problemas de dupla
condi¢do de contorno como, por exemplo, o problema do regulador linear quadratico (LQR -
Linear Quadratic Regulator), o controle robusto, o filtro de Kalman, estimacdo de estado e de
parametros de sistemas, modelagem de séries temporais multivaridveis e em muitos outros ramos
da matemaética aplicada (Bittanti, S., 1991; Lancaster P., 1995; Tamariz, A. D. R., 2005).

Haja vista a importancia pratica de tais equagOes, diversos métodos numéricos que
diferem em preciséo, estabilidade numérica, custos de implementacdo computacional e eficiéncia,
tém sido propostos para a solucdo das mesmas (Laub, A, 1991), como, por exemplo, os métodos
de Newton (Blackburn, T. R., 1968; Hammarling, S. J., 1982), dos subespacos invariantes (Laub,
A, 1991) e, mais recentemente, estratégias via desigualdades lineares matriciais (LMIs -Linear
Matrix Inequalities) ( Stoorvogel, A. A., 1998), redes neurais artificiais (Tamariz, A. D. R., 2005)
e 0 Método Costa Filho (MCF) (Costa Filho, J. T., 1997; Nascimento, V. A., 2007; Souza, V.
M., 2002).

O problema do regulador linear quadratico (LQR), baseado em solucgdes simétricas e
definidas positivas das equa¢Oes de Riccati, pode ser resolvido eficientemente desde os anos 60,
0 que de certo modo, veio a desencorajar o desenvolvimento de métodos alternativos a solugédo
do mesmo. Neste sentido, esse artigo apresenta uma nova solucéo para o problema, independente
das ARE (Equacdes Algébricas de Riccati), e estabelece uma metodologia que pode ser estendida
a tépicos mais avancados, viabilizando aplicacbes tempo real e fornecendo estratégias de solugdo
relevantes para sistemas dindmicos sujeitos a incertezas no escopo da teoria de controle étimo.

Ao final do artigo, apresentaremos exemplos para ilustrar as principais vantagens do
novo método, que consistem em se obter uma familia de ganhos que possam viabilizar trajetérias
de estado ou controle 6timos equivalentes ou até melhores que as obtidas via Riccati. Com boas
propriedades de convergéncia, estabilidade numérica e matrizes bem condicionadas. Para maiores
detalhes histéricos e/ou tedricos acerca das equacdes de Riccati e do controle LQR as seguintes
referéncias podem ser consultadas (Anderson B., 1990; Athans, M., 1966; Benner, P., 1997;
Bittanti, S., 1996; Lancaster P., 1995; Sielawa, J. R., 1997).

2. Formulag&o do Problema de Controle Otimo Discreto
Nesta secdo, sera revisto o método cléssico de resolver o problema de controle 6timo
linear quadratico (LQ)

N-1
Minimizar J (x,,u,) = % X}, SX, +%Z[XIQXK +U, Ru, ] )
k=0

Sujeito a: x,,, = Ax, +Bu,, keK={0,.,N-1}
onzf
As varidveis a serem otimizadas X,..,X, €R" e Ug,..,Uy,; €R", sdo
respectivamente as variaveis de estado e de controle do sistema dinamico linear discreto. Os
dados do problema  séo: AeR™, BeR™, x, eR" e as matrizes

(2)

QeR™ ReR™™ S eR™. que ponderam, respectivamente, as variaveis de estado, controle e
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estado final xy . Serd considerado, sem perda de generalidade, que as matrizes S, Q e R sdo
simétricas e definidas positivas.

O problema de controle 6timo é gerar uma seqiiéncia de vetores U, = (Ug,Uy,...,Uy_;)
que minimiza a funcéo custo J(X,,U, ) sujeito a restri¢céo (2).

2.1 Condicdes de Otimalidade

O problema de controle 6timo descrito pelas equagdes (1) e (2) pode ser resolvido pelo
emprego de vetores de co-estado A, 4,,..., 4, € R" associados a restricdo (2) de modo que

A, =0e A4, =0 para k+1> N. Neste sentido, seja a fungdo custo aumentada:

Dy U Ko ) =5 5 T O K )] ®
onde | (X, Uy X1 A1) é 0 Lagrangeano definido por:
| (X Uy Xogs Ay) = %{X:QXK +u; Ru, } + A1 { A% +BU =X, } (4)
pode-se reescrever (4) como:
e (6 U X1 An) = Hy (% Uy Ag) = A% ®)

onde a fun¢do Hamiltoniana é definida por:
1
Hk(xk’uk’ﬂkﬂ):E{X:ka +UIRUk}+A1<T+1{AXk +Buk} : (6)

Pode-se obter as condi¢des necessarias de otimalidade como:

oH,

—* =x,, = Ax +Bu, (7
aﬂ'kﬁ-l
aH * * * *
L=h =>4 =Qx +A A, (8)
OX,
oH, _ * T 9> * _  p-lpTg*
+~=0=>Ru, +B 4 ,=>u =-R"B 4, 9)
uk
x:, = S’l/l,z (10)
Para este problema convexo, as condi¢des necessérias de otimalidade s&o também

suficientes.

3. Metodologia Proposta

Nesta secdo sera apresentado um método muito eficiente para resolver (1) e (2)
estendendo o conceito da teoria de dualidade para estabelecer relagfes entre estruturas algébricas
resultantes de transformagdes duais de um conjunto de equagdes dindmicas complexas em um
conjunto de equacdes estaticas mais simples. Este método apresenta aspectos computacionais
significativos para a sintese de controladores 6timos, uma vez que leva em conta a vantagem de
se explorar estruturas matriciais especiais.
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3.1 Formulacgéo Dual

Um aspecto importante dos problemas de otimizag¢do convexa com restri¢fes é que tais
problemas podem ser transformados em problemas duais os quais, em muitos casos, sdo mais
faceis de resolver.

Seja o problema dual:

1

sa. (7),(8),(9),(10) (12)

onde: L(A.,)=min J_ (X, U, X ., 4 ).

A solucdo dual pode ser obtida numericamente por técnicas do tipo gradiente (Avriel,
M. 1996; Vilmar, A.N., 2007), entretanto é computacionalmente dispendioso, pois envolve uma
grande quantidade de calculos (Vilmar, A.N., 2007).

Para se reduzir os custos computacionais e simplificar o processo de obtencdo da
solucédo dual, tirando vantagem de estruturas matriciais especiais, propde-se, dada a concavidade

estrita da fungdo L(A4, ), uma reformulagéo do problema dual dindmico de modo a se obter um
forma quadrética estatica definida na proposicéo a seguir.

Proposigdo 1 — Dada a concavidade da fungdo dual L(4,,,) e as restri¢des dadas por
(12), o problema dual dindmico pode ser resolvido através da seguinte forma quadratica

estatica:
min M (1) == Z"A7+ 176 +¢
A 2 (13)
sa A eR™
onde: H,. € uma matriz simétrica bloco tridiagonal, definida positiva e b é um vetor de
dimensées NNX1, ce R e 42 eR™ dado por:

= T
A=A .. W]. (14)
Demonstragdo: Para obter a forma quadratica estatica da equacdo (13), iniciamos

com a substituic@o das restricbes dadas na equacéo (12) na equagao (3), em seguida, realizando
algumas manipulacdes algébricas obtém-se:

L(1) :—%z;Q%N +%ng><O —%AfBRlBT/LﬁﬂJA X,
~ _1 TA-1 1 T AOT 1 TO AT AT
Y LA QA+ S ALAQT A + S AIQTATA, 15
== 2 2 2 (15)
S AL(BRIET+AQIA)A}

Desenvolvendo o somatério para k={L...,N -1}, obtém-se M (1) como dado em
(13), onde H ¢é uma matriz bloco tridiagonal, simétrica e definida negativa (a funcéo dual a ser

maximizada é coéncava) com dimensdo NN X NN e com blocos matriciais de dimensdes N Xn
dada por:
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'V, W 0 - 0
Whv, W .0
aolo oo
0 .o e
0 0 0 W' V]

onde:
V,=-BR'B'-Q™, V, =V, - AQ'A] V, =V,-Q, W =Q*A"

:%XJ)—QXO’ b:[AXO Onxl Onxl]T

A matriz H é definida negativa. A demonstracéo é baseada no fato de que V,,V,,V,

sdo definidas negativas e no lema de Schur conforme mostrado em (Vilmar, A.N., 2007).
O problema dual é entdo definido:

mex L (z):%zTHmfbm | (16)

Visto que maximizar L(1) é equivalente a minimizar —L(A) na mesma regio do

espaco (Basar T., 1995) e considerando-se M (1) =—L(1), o problema (16) pode ser reescrito
como :

m|n M (1) =

holka
p;
>u
cr

(17)
sa 1 eR™

onde: H=—H,b=-be=—c.
Portanto, a proposicao (1) estd demonstrada.

3.2 Novo Algoritmo para Equacao Algébrica de Riccati

Nesta secdo serdo propostos teoremas para se obter uma solucéo alternativa e eficiente
em relacdo a solugdo classica da equacgdo recursiva algébrica matricial de Riccati (ARE). A
equacao bem conhecida de Riccati, descrita a seguir, é obtida atraves da solugdo do TPBVP (Two
Point Boundary Value Problem). O TPBVP é uma caracteristica intrinseca do problema LQ.

Uma importante caracteristica do problema LQ é que se o sistema dinamico (1) é
completamente controlavel e invariante no tempo, com matrizes Q e R constantes, entdo a ARE é

invariante no tempo para o horizonte infinito, ou seja, quando N — oo e sua solucéo é dada por
(Naidu D. S., 2002):

P, :ATPNA+Q—ATPNB[BTPNB+RTBTPNA (18)

com a fung&o de custo minimo:
J7(%, )_ Xy Py X, (19)
Teorema 1 — Ao considerarmos o problema LQ, existe uma funcdo matricial P, ta

que:
P, =A"H,A+Q. (20)

Para o menor valor da fungéo custo dada por:
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. . 1
J (xk,uk)zman(xk,uk)=EngNx0. (21)

Demonstragdo: Para provar o teorema 1, necessitamos do seguinte valor 6timo de A"
dado pela equacao (17):

V,M()=HA- b=0. (22)
Organizando os termos:
A =H". (23)
De acordo com a equacéo acima, temos:
ﬂ“l H11 H12 HlN T AXO
22 — H21 H22 H21 Onxl
_AN | _I:|N1 H_NN J _Onxl_
ou seja:
A =Hu A, Ay = Hy A (24)
Considerando, sem perda de generalidade, , temos:

A _ H_11N|;|_Q _Axo
2‘2 B I__|21 |__|22 _Onxl .

Portanto, temos a seguinte identidade:

-V, -WI]lH, H 1., 0.,
-W _Vz H21 H22 _Onxn Inxn
Assim, a equacdo (1) pode ser reescrita para N =2 (k =0,1,2), resultando em:
xT[Q 0 0 0]x
. 1 0 Q 0 0Oj«x
J7(x,u)==x"0x, +| ° 2
(X, Uy) 0 Q% 1o o r oy, (26)
u| 0 0 0 Rjuy
Substituindo as restri¢des em (12) na equacéo (26), temos:
- T S _
Q'4-A%4)|[Q 0 0 0[[QH(4-A"Y)
1 Q—l T O Q 0 Q—l T
J (X, U,) ==X QX, + _1/% _1%
2 -R™B, 4, 0 0 RO -R7By, 4,
| -R7B/4, 0 0 0 RJ| -R'B4
Definindo alguns termos: .
Q(4-A"%) Q 0 0 0
_1X,T
o Qﬁ1 i ® = 0 Q 0 O
-R7By, 4 0 0 RO
i —R‘lBlT/12 1 e 0 0 0 R
A equacéo (26) pode ser escrita como:
J(X.,u) :%ngxO+%FT<DF. (27)
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Entdo, substituindo 4 = H,,Ax, e A, = H,,Ax, na equago (27) e efetuando algumas
manipulacGes algébricas, teremos:

. 1 1 g o
J (Xk’l&) :EXCT)QXO +§XJATH1Tl(_V1H11 _WH21)AXO

1 (28)
+ E Xg AT |__|2Tl (_Vz H_21 -W’' l__lll) AXO
Ao considerar a identidade (25) e a equagéo (28), temos:
* 1 1 — 1 -
J (Xk , uk) = E XJ)—QXO +§ X;)r AT HlTl(I nxn)AXO +E X(1)— AT Hgl(onxn)AXO : (29)
Organizando os termos:
* l —

I (% U) =2 % (ATHLA+Q)X (30)

Assim, para k=0,1,...,N—1 e estrutura citada na equagdo (30) permanece
inalterada. Portanto, concluimos que a partir da equagédo (21), a matriz P, fornece o custo
minimo, quando esta definida na forma:

P, =A"H,A+Q. (31)

Portanto, o teoremal esta demonstrado.

Este trabalho foi originalmente proposto por Costa Filho em (Costa Filho, J. T., 1997) e
desenvolvido por Souza (Souza, V. M., 2002) via métodos dos pontos interiores, LMIs e
programacdo semidefinida. Em (Vilmar, A.N., 2007), o algoritmo de programacdo nao linear
estatica é adaptado para a estrutura especial da solucdo da equacdo algébrica de Riccati, com 0
objetivo de reduzir o esforco computacional do problema. O desempenho do algoritmo
modificado torna-o bem adaptéavel para aplicaces de controle 6timo e filtragem, visto que nestes
casos, 0 desempenho computacional é considerado como pré-requisito para aplicagdes de
técnicas em otimizagdo on-line com horizonte finito.

Embora o algoritmo proposto necessite da inversa da matriz Hessiana (H ), conforme
definido na equacgdo (23), temos que esta matriz inversa pode ser calculada off-line utilizando
diversos métodos numéricos tais como: fatorizacdo de House-Holder (Boyd, S., 1988), rotacdo de
Givens (Boyd, S., 1988), fatorizacdo de Cholesky (Blackburn, T. R., 1968) e decomposicdo em
valores singulares (Boyd, S., 1994).

3.3 Sintese de Controlador LQ via Otimizagdo nao Linear

Nesta se¢do, propomos um novo algoritmo para o projeto de sistema de controle LQ em
malha fechada através de solucBes bem condicionadas e numericamente estaveis. Com este
algoritmo, os pardmetros livres (matrizes de ponderagdo de estado e de controle) podem ser
fixados (sem a necessidade de ajustes exaustivos) e um parametro escalar é usado como
instrumento para adequar o sistema de controle as condi¢des de desempenho e de estabilidade.
Neste sentido, particularmente, é bastante desejavel a determinagdo de uma matriz de ganho

constante de realimentacéo de estado F € R™" para o controle dado pela seguinte equagao:

u, = Fx, (32)
de forma que os autovalores da matriz:
A, = A+BF (33)

sejam alocados numa regido.
A idéia chave para a obtencdo de F resulta da aplicacdo dos procedimentos descritos a

seguir. Através dos experimentos realizados, verificamos que para N pequeno o erro do residuo
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HVM (Z)H ¢ reduzido tornando a matriz H melhor condicionada. Neste sentido, ¢ possivel uma

reducdo significativa da dimensdo da matriz H, de nN para nd, onde d << N, o que
possibilita diminuir seu nimero de condicdo e ratifica o fato de que podemos resolver este
problema de otimizacdo convexa (13) por intervalos, ao se resolver sucessivas vezes o problema
(34) descrito a seguir.

Uma estratégia para regularizar o problema definido em (13) é proposta através dos
seguintes procedimentos:

Procedimento 1 - Construir um problema equivalente ao original de tal forma que a

matriz Hessiana H tenha numero de condicdo aceitavel.
Seja o problema modificado:

nwa(E)z ATHZ+21b+¢

N |-

sa HZH <AA>0
(34)

onde: H=—H,b=-h,6=—¢

Contrariamente ao problema (13), o problema modificado sempre tem solucéo, uma vez
gue as quadraticas sdo funcdes continuas e a regido factivel em (34) é uma bola fechada,
portanto, um compacto de R™ . Recentemente, tem-se empregado (34) com uma forma de
regularizar o problema de minimizar uma quadratica sem restricdes, quando H ¢ muito mal
condicionada e a solucdo exata de (13) carece de sentido por ser extremamente sensivel aos erros
dados ou ao arredondamento. Por outro lado, o problema (34) é bem condicionado se A ndo é
grande. Portanto, substituir (13) por (34) representa um certo sacrificio em termos do erro no
residuo do sistema, mas normalmente compensado por uma maior estabilidade numérica. A

estrutura especial do problema (34) proporciona caracterizages dos minimizadores muito mais
poderosas que no caso geral de minimizacéo irrestrita.

Teorema 2 - Se A" é solucdo de (34), entdo A" é solucdo da equacéo:
(H+uA =—b
com >0, u(ATA -A*)=0e(H+ul)>0.

Demonstragdo: Ver (Martinez, J. M., 1994).

Procedimento 2: Resolver sucessivamente o problema de malha aberta por intervalos.

Através dos experimentos realizados, verificamos que para N pegueno e X, préximo da
solucdo, o erro no residuo do sistema:

(H+uA =-Db (35)

é reduzido, tornando a matriz melhor condicionada. Em geral, quando a matriz H aumenta de
dimensdo em funcdo de N, seu nimero de condicdo também aumenta. Neste sentido, é possivel
uma reducdo significativa da dimensdo da matriz H de nN para nd onde d << N, diminuindo seu
numero de condic&o.

. . . S T
Pelos procedimentos anteriores, ao considerarmosd =2 comA = [/11 2,2] teremos
entdo o problema (34) aproximado ao problema (13), de modo que:
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BR—lBT+Q—l _Q—lAT I /’11 B AXO
_AQ BRUBT4+QIAQ AT [ 4Tl o (39)

H

Entdo, é possivel conseguir dominancia bloco diagonal aumentando-se o valor de e,
por conseguinte, boas propriedades de convergéncia e uma maior estabilidade numérica. Note
que se u>>max{0,—o .}, ondeo, é o menor autovalor de H é possivel situar os autblalores

de H =(H + ul1)™, dentro de uma determinada regido.
Para os valores de 4, = H,,Ax, e A, =H, Ax, as matrizes H, e H, podem ser
obtidas através de fatoriza¢es. Substituindo 4, e A, na equacéo (8) para k = 1, temos:

X = Q_lﬂl - ATﬂ? X = Q_l(ﬁn - A I__|21)AX0 (37)
Desta forma, podemos definir a matriz de ganho F a partir da equacéao (37), ou seja:

Af = Q_l(ﬁn —A' |:|21)A (38)

Portanto, podemos por meio de alocar os polos da matriz A; numa determinada

regido. Através do seguinte teorema obtém-se F.
Teorema 3 - Dado A, =Q{H,, — ATH,,)A, entio existe F, a solugdo de (33) se e

somente se
U,/ (BF)=0 (39)

onde
B :[U0U1]|:§} (40)

com a matriz U = [U0 Ul] ortogonal e Z ndo singular. Entdo F é dado explicitamente por:
F=Z"U, (A —-A) (41)

Demonstragdo: Consideremos que B tem posto completo. Isto implica na existéncia da
decomposi¢do em (40). De (33), F deve satisfazer:

BF =A; -A (42)
e pré-multiplicando por U" temos as seguintes equacdes:

ZF =U] (A, —A)}

0=U] (A, - A) (“43)

do qual (39) e (41) seguem diretamente.

Comentério: A equagdo (41) implica que F existe se e somente se
R{A; — A} < R{B} = R{U,}, onde R{}¢é o espaco range. Para a decomposi¢éo em (40) de

B, pode-se utilizar, por exemplo, decomposic¢do por valores singulares (SVD) (Golub, G. H.,
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1989), em que Z =%V', onde X = diagonal{o,,o,,...,0,,}¢é uma matriz positiva e V é uma
matriz ortogonal. Um outro método de fatorizacdo que pode ser empregado é a decomposicdo QR
(Ortega, J. M., 1989; Golub, G. H., 1989) e, neste caso, Z € uma matriz triangular superior.

Na tabela abaixo, é mostrado a comparacdo dos algoritmos para a solu¢do do problema
de controle 6timo LQ e da nova proposta para o sistema dindmico descrito em (1).

Solucdo cléssica Nova proposta
u, = K X, u, = Fx,
K.=—-(B'R,B+ R)‘lB’PN A F= Z’lu(;(Af -A)
P, =A[PR,-R,B(BP,B+R)'BP, |A+Q A =Q L(Hy, — AH,)A

Tabela 1 - Algoritmos para o regulador linear quadratico

4. Analise e Resultados

Para ilustrar a aplicacdo da metodologia de otimizacdo proposta para o projeto de
controladores em malha fechada, considerando um sistema de dindmico bem estudado em (Kirk,
1970). O objetivo aqui é mostrar que certos requisitos de desempenho podem ser obtidos com
uma escolha adequado do pardmetro . Para isso, os resultados obtidos com a nova proposta sdo

comparados com o controle 6timo LQ via ARE.
Seja sistema de dindmico dfscreto invariante no tempo:

0,9974 0,0539 0,0013 T
X Q= X, + U, % =[2 1]
-0,1078 1,1591 0,0539

A funcéo custo associada a ser minimizada é:

N-1
J =%Z[O,25xf(k)+0, 05x; (k) +0,05u% (k) |

k=0
As Fig. 1 e 2 mostram as trajetorias de controle u(k) e as de estados x;(K) e x»(k) e
respectivamente do sistema dinamico, usando o algoritmo do regulador linear quadratico via ARE
e a novo algoritmo sem considerar os procedimentos 1 e 2. Pode-se verificar a equivaléncia entre
os algoritmos, tanto na coincidéncia de valores para os custos dual e primal, conforme a Tabela 2,
quanto na superposicédo das trajetorias de controle e de estado.

Custo via RIC (Primal) 38,3350
Custo via Novo Método (Dual) 38,3350

Tabela 2 — Comparacéo de Fungdes custos
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Trajetdria de Controle Trajetdria de Estado

g . . . : . 25 T . : |
: : : : + Ul : : : :
uRIC
o =
£ <
g 7 =
< =
() w
8 i i ; i ; i 15 i i i i ; ;
0 20 40 B0 a0 100 120 140 0 20 40 B0 a0 100 120 140
k ke
Figura 1- Comparativo das trajetdrias de controle Figura 2- Comparativo das trajetdrias de estado

Para N=2¢e ,u>max{0, —0'1}, sdo apresentados os resultados mais eficientes se

comparados aos obtidos via ARE. Através destes resultados é possivel verificar que um melhor
desempenho do controlador em malha fechada pode ser obtido com o ajuste do parametro .

Este resultado era esperado, pois o condicionamento da matriz H se torna melhor com o
emprego dos os procedimentos 1 e 2, possibilitando uma adequada alocacao de pélos do sistema
em malha fechada e por conseqiiéncia a geracdo de toda uma familia de ganhos para uma
variacdo em torno de uma vizinhanca de x=2,7.
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Figura 3 — Variavel de Controle Figura 4 — Variavel de Estado

5. Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma perspectiva de projetos praticos de controle 6timo de
sistemas dindmicos multivaridveis lineares e invariantes no tempo, através do emprego de uma
metodologia de otimizacdo e controle. Esta metodologia é muito atraente em virtude da
simplicidade algébrica de célculo, da dimensdo reduzida do sistema de equacGes lineares e da
possibilidade de uso de métodos numéricos com boas propriedades de estabilidade e precisdo
numérica. O projetista pode utilizar, além das matrizes de ponderacdo de estado e de controle, 0
fator de ajuste ¢ como parametros de projeto, conforme ilustrado. Este fator de ajuste, atuando

com um grau extra de liberdade, permite variar a matriz de ganho de realimentagéo, assegurando
que os valores singulares minimo e maximo da matriz de transferéncia de malha respeitem as
condicBes de desempenho e da estabilidade para toda a classe de plantas reais associada ao
modelo, a0 mesmo tempo em que se mantém o bom condicionamento das matrizes computadas.
Esta nova metodologia pode ser facilmente estendida para problemas de controle robusto

H,eH,_.
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