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ABSTRACT

In this paper, we develop robust optimization models to the combined lot-sizing and
cutting-stock problem that arises in small-scale industries, considering that demands are
uncertain parameters. Differently from the stochastic programming models, the robust
optimization models treat uncertain parameters as bounded random variables in a given
interval, and the optimization problem lies on a worst-case perspective. Numerical tests
showed that it is possible to obtain robust solutions without overly sacrificing optimal va-
lues or service levels. Moreover, numerical evidence indicated the importance in choosing
representative budgets of uncertainty in order to avoid very conservative solutions.

KEYWORDS Combined lot-sizing and cutting-stock problem. Robust optimization. Fur-
niture industry. Applications to the Industry.

RESUMO

Nesse trabalho, sdo desenvolvidos modelos de otimizag¢do robusta para o problema com-
binado de dimensionamento de lotes e corte de estoque tipico de empresas moveleiras,
considerando que as demandas ndo sdo valores conhecidos com certeza. Diferentemente
dos modelos baseados em programagdo estocastica, os modelos de otimizagdo robusta
consideram que os parametros incertos sdo varidveis aleatdrias limitadas num suporte es-
tabelecido a priori e otimizam o problema numa perspectiva de pior caso intervalar. Os re-
sultados numéricos indicam que é possivel obter solu¢des robustas sem sacrificar demais
os valores 6timos e os niveis de servigo. Ainda, comprovou-se a importancia de utilizar
budgets de incertezas representativos, de modo a evitar solugdes muito conservadoras.

PALAVRAS CHAVE Problema combinado de dimensionamento de lotes e corte de esto-
que. Otimizagdo robusta. Empresas Moveleiras. Aplicagdes a industria.
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1. Introducio

Nesse trabalho, é estudado um problema de planejamento da produgéo tipico de em-
presas moveleiras, que consiste em dimensionar lotes de produtos num sistema de pro-
dugdo que envolve um estdgio fundamental de corte de pegas. Na literatura cientifica, tal
problema é conhecido como o problema combinado de dimensionamento de lotes e corte de esto-
que e é observada em indtstrias de papel e méveis (Gramani e Franga, 2006; Ghidini et al.
2007; dos Santos 2008; Poltroniere et al. 2008; Gramani et al. 2009). A principal motivagao
em combinar os dois problemas é permitir que as decisdes relacionadas ao dimensiona-
mento de lotes e ao processo de corte de estoque possam ser determinadas conjuntamente
e, com isso, melhorar alguma medida de desempenho do processo.

Em geral, assume-se o conhecimento completo sobre as informagdes necessérias no
planejamento da produgdo (como custos, demandas, tempos de processamento e prepa-
ragdo) para simplificar a modelagem do problema. Na pratica, entretanto, alguns dados
(demandas futuras, custos, retornos, etc.) podem nao existir no momento em que os pro-
blemas sdo resolvidos, fazendo com que seja necessario utilizar métodos de previsao, que
estdo sujeitos a erros. Para corroborar com essa hipotese, considere uma empresa move-
leira de pequeno porte que ndo possui um histérico organizado dos pedidos dos clientes
e nem das ordens de producdo efetivadas. Desta maneira, utilizar métodos de previsdo
para estimar as demandas futuras, em geral, ndo é possivel.

Nesse contexto, propde-se utilizar técnicas de otimizagdo robusta para lidar com as
incertezas inerentes do planejamento da produgdo em empresas moveleiras de pequeno
porte. Em linhas gerais, a otimizagdo robusta (Ben-Tal e Nemirovski, 2000) preocupa-se em
desenvolver modelos e métodos para que as solugdes sejam factiveis para quaisquer rea-
lizagdes das varidveis aleatérias dentro de um conjunto convexo dado a priori e violagdes
das restri¢des ndo sdo toleradas. Essa metodologia, assim como a programagao estocas-
tica, ¢ denominada proativa. Uma diferenca bastante evidenciada entre essa metodologia e
a programagao estocastica é que a primeira ndo necessita do conhecimento da distribuicao
de probabilidade do parametro incerto, enquanto a segunda precisa.

O estudo esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, é apresentado um mo-
delo deterministico de dimensionamento de lotes e corte de estoque voltado para empre-
sas de moéveis. A formulacdo robusta equivalente para incorporar as demandas incertas
é desenvolvida no Capitulo 3. O Capitulo 4 apresenta os experimentos numéricos reali-
zados para analisar o modelo robusto. As consideragdes finais e algumas perspectivas de
trabalhos futuros sdo discutidas no Capitulo 5.

2. Um Modelo Geral de Dimensionamento de Lotes e Corte de Estoque

Nessa segdo, é apresentada uma simples extensdo da formulacdo matematica do pro-
blema combinado de dimensionamento de lotes e corte de estoque CLC apresentado no
trabalho de Gramani et al. (2009). Diferentemente da formulacdo matemadtica original,
no modelo estendido é permitido atraso na produgéo (inclusive no dltimo periodo do ho-
rizonte de planejamento) e utilizagdo de hora-extra, os quais sdo penalizados na fungdo
objetivo com os respectivos custos.

Sejam os conjuntos Z de produtos (guarda-roupas, comodas, criados-mudo, camas,
etc.) e P das pegas que compdem os produtos que devem ser produzidas de acordo com
um conjunto J de padrdes de corte, de modo a atender a demanda ao longo de um con-
junto 7 de periodos do horizonte de planejamento. Esses conjuntos sdo indexados por i,
p, j, e t, respectivamente. A Tabela lista a notagdo usada na formula¢gdo matemética do
problema.

O modelo matemético inteiro-misto a seguir objetiva determinar um plano de produ-
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Dados de Entrada
Cit custo de produgao do produto i no periodo .
h custo de estoque do produto i no periodo t.
hy, custo de atraso do produto i no periodo .
wj;  custo de desperdicio de material ao se cortar o padrdo de corte j no periodo t.
Sit custo de preparar a maquina para produzir o produto 7 no periodo t.
ot custo de hora-extra no periodo .
ap;  numero de vezes que a pega p aparece no padrdo de corte ;.
Tpi numero de pecas p que compdem o produto i.
d; demanda do produto i no periodo ¢.
Cy capacidade regular no periodo .

CE  capacidade extra no periodo t.

I77%*  estoque maximo permitido do produto i no periodo t.
v; tempo de produgdo do produto i.

M ntmero suficientemente grande.

Varidveis de Decisio

Oy hora-extra utilizada no periodo ¢.

X; quantidade de produto i produzido no periodo .

I quantidade de produto i em estoque ao final do periodo ¢.

I; quantidade de produto i em atraso ao final do periodo ¢.

Y; frequéncia do padrao de corte j no periodo .

Z; variavel bindria que vale 1 se produto i for produzido no periodo ¢.

Tabela 1: Nota¢do matemética do modelo matemético CLCI.

¢do de méveis a um custo minimo, a partir do processamento de padrdes de corte pré-
selecionados, de modo a atender a demanda e satisfazer as restricdes do processo produ-
tivo. A seguir, a primeira formulacdo matematica do problema combinado de dimensio-
namento de lotes e corte de estoque CLC1 é detalhada.

a) A fungdo objetivo (1) consiste em minimizar o custo total de producéo, estoque, atraso,
preparagdo, perda de material e hora-extra. O primeiro termo em (1) é o custo total
incorrido na producao, estoque, atraso e preparagdo. O segundo termo representa o
custo de desperdicio de material. O ultimo termo é o custo devido a utilizagdo de
hora-extras.

Minimizar ¢ = Z Z (CitXit + h:g[; + h;tlz; + SitZit) + Z ijtht + Z 0 Os.
i€l teT JET teT teT
1)

b) As restrigdes de balanceamento de estoque (2) fazem o balanco de toda a producédo de
moveis. Sem perda de generalidade, assume-se que os niveis de estoque e atraso no
inicio do horizonte de planejamento sdo nulos., i.e., I;{) =1I,=0iecl E possivel
ainda proibir o atraso no tltimo periodo do horizonte de planejamento, impondo-se
que [, = 0.

X+ Ly 1 =du+ L + 1, i€, teT, )

(]
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c) As restrigdes de balanceamento de pegas (3) forcam o balanco de pegas necessdrias para
montar os produtos. Note que essas restrigdes de acoplamento sdo as tinicas que
integram ambas as decisdes relacionadas ao dimensionamento de lotes X;; e ao corte
de estoque Y;.

Z ap; Y > eriXih peP,teT. 3)
jeT i€l

d) As restrigdes de estoque (4) limitam o maximo estoque de méveis permitido e o mi-
nimo estoque de moveis requerido. Nesse caso, 0 minimo estoque é zero, mas quan-
tidades positivas podem ser consideradas, dependendo da politica da empresa (por
exemplo, estoque de seguranca).

0<It<Ip ieI, teT 4)

e) As restrigoes de capacidade (5) indicam que o tempo total de produgdo dos méveis
deve ser inferior a soma das capacidades regular e extra. Pode-se também adotar
outra unidade de capacidade de produgdo, como a area total cortada em metros
quadrados, por exemplo.

Y Xy <Ci+ 0, teT (5)

1€T

f) As restricdes de hora-extra (6) limitam a utilizagdo da hora-extra em cada periodo.
Pode-se considerar a capacidade extra como uma fracdo da capacidade regular, i.e.,
CF = f-Cy, com f €0,1].

0<0; <CF, teT. (6)

g) As restricoes de preparagdo (7) indicam que pode haver producdo do produto ¢ no

periodo ¢t somente se a linha de producdo estiver preparada, i.e., se a varidvel de
preparagdo Z;; for 1.

Xa<MZy, i€l teT. (7)

h) O conjunto de restri¢des (8), (9), (10) e (11) refere-se ao dominio das varidveis de
decisdo.

Xpu>0,i€Z, teT (8)
I;>0,i€Z, teT )
Yii>0,je€TJ,teT (10)
Ziw€{0,1},i€Z, teT. (11)
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Nesse trabalho, as varidveis relacionados aos padrdes de corte, Y};, sdo considerados
nimeros ndo-negativos reais, mas é possivel impor restricdes de integralidade sobre as
mesmas para se obter apenas quantidades inteiras. Varios trabalhos da literatura excluem
a restricao de integralidade sobre tais varidveis na tentativa de obter um modelo de otimi-
zagdo mais tratdvel computacionalmente, como em Nonas e Thorstenson (2008) e Gramani
et al. (2009).

Se a condigédo I, = 0, Vi € T ndo for imposta, pode-se mostrar que o modelo CLC1 é
factivel para qualquer exemplar, propriedade especialmente importante para assegurar a
factibilidade dos modelos de otimizacdo robusta.

3. Modelos de Otimizag¢do Robusta

Para aplicar a metodologia de otimizagao robusta ao CLCI com demanda incerta, rees-
creve-se a restricdo (2), pois a mesma apresenta uma igualdade, que pode ndo ser satisfeita
para todas as realizagdes da demanda. Assim, a restrigdo (2) é redefinida como uma res-
tricdo de custo de estoque e atraso, da seguinte maneira. Defina o estoque do produto i no
periodo t por I;; = I, ;tr — I, . Note que o estoque definido dessa maneira € irrestrito em si-
nal, podendo representar estoque em maos ou atraso. Uma vez que I;; = Zizl (Xir —dir),
e definindo as varidveis ndo-negativas de custo ou atraso, H;;, obtém-se:

t

H; > h:glzt = h:g (Z(XZ — d“-)) ,1e€Z,teT, (12)

=1

t
H; > h;(—flt) = h;t (— (X“- — d“-)) ,i1eLteT. (13)

1

T

Agora, pode-se aplicar as técnicas de otimizacgdo robusta para lidar com a demanda in-
certa nas restrigdes reformuladas (12) e (13). Assim, considere que as demandas acumula-
das sejam varidveis aleatérias simétricas e limitadas d;; que assumem valores no intervalo

[diT — CZm dir + cZiT] . O desvio relativo entre as demandas incertas e nominais é determi-
nado por z;; = (Jit - dit) / Jit que pertence ao intervalo [—1,1]. Tomando os budgets de

incerteza F;-it € [0,t], é possivel também escrever diy = di + dj 2. Baseado no trabalho
de Bertsimas e Thiele (2006), os budgets de incerteza sdo ndo decrescente com o periodo
t, para todo i € Z. Além disso, o aumento em I'¢, é igual ou menor que o aumento nos
periodos.

Como a filosofia da otimizacdo robusta é baseada numa perspectiva de situagdes de
pior caso, deve-se maximizar o desvio das demandas sobre o conjunto de todas as possi-
veis realiza¢Oes. Baseado nas técnicas desenvolvidas em Bertsimas e Thiele (2006), pode-se
determinar o equivalente robusto do problema (1)—(11) com demanda incerta (CLCd):

Minimizar %= Z Z (catXit + Hit + st Zit) + Z Z w;tYje + Z 01Oy
€T teT jeTteT teT (14)
Sujeitoa:  Restrigdes (3), (5) — (8), (10), (11)

t t
Hi > b (Z(Xi —dir) + NTY + Zu%) LieLteT (15)
=1

T=1
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t
Hy > hy, (— > (Xir —dir) + MTH + Z um> Li€TteT (16)
T=1
t
> (Xir — diz) + NI + Zﬂm <Ime eI teT 17)
=1
MNo4yd >die,ieTte TN <t (18)
MNopd,>0,ieZteT,Vr<t (19)

A formulacdo (14)—(19) assegura que H;; > 0, pois o lado direito das restri¢des (15) e
(16) sdo sempre ndo negativos. As inequagdes 15 e 16 sdo as restri¢des de balanceamento
de estoque robustas, em que A%, e ul , sdo as varidveis auxiliares advindas da reformulagdo
robusta. Tais varidveis quantificam a sensibiliade dos custos em relagdo as variagdes nos
budgets de incerteza e a variabilidade dos pardmetros incertos. Ainda, o termo A4T'% +
S ué, representa o desvio de pior caso da demanda acumulada, com referéncia ao
valor nominal.

Ressalta-se que outros tipos de conjuntos de incerteza podem ser construidos. Por
exemplo, em vez de limitar a dispersdo acumulada ao longo dos periodos do horizonte de
planejamento, i.e., Y%, |2i-| < T'%, Vi, como apresentado, pode-se construir um budget de
incerteza entre produtos, como sugerido no trabalho de Adida e Perakis (2010): } .+
I'¢, vt. Esse modelo de incerteza considera que, em um determinado periodo ¢, é mais
provavel que nem todos os produtos tenham suas demandas no pior caso.

4. Resultados Numéricos

Os experimentos computacionais tém o objetivo de analisar o desempenho do modelo
de otimizagdo robusta apresentados a partir de um exemplar baseado numa empresa mo-
veleira de pequeno porte. O modelo foi codificado no Sistema de Modelagem Algébrica
(GAMS) e resolvido pelo software ILOG-Cplex 11.0, usando-se os parametros default do
CPLEX 11.0. Os experimentos foram executados num notebook Core 2 Duo 4, 4.0 GB de
memoria RAM, 2.0 GHz, sob a plataforma Windows VISTA. O exemplar considerado con-
siste de 3 produtos e 8 periodos do horizonte de planejamento. O custo de preparagao
para a producdo de um produto foi considerado 10 vezes o custo de produgdo, conforme
Gramani et al. (2009). As demandas nominais e os tempos de producdo dos trés produtos
sdo apresentados na Tabela 2. Mais detalhes sobre os dados utilizados e outros experi-
mentos computacionais podem ser consultados em Alem (2011) e Alem e Morabito (2011),
respectivamente.

Produto/Periodo 1 2 3 4 5 6 7 8 v;

adp 34 169 110 60 58 45 70 172 11,34
cmd 13 100 200 116 199 153 26 128 10,32
crd 32 50 134 8 72 70 26 30 10,14

Tabela 2: Demandas nominais d;; e tempos de produgdo v; (em minutos) do armaério de 5
portas (adp), da comoda (cmd) e do criado-mudo (crd).

Fixou-se d;; = vd;t, em que cada d;; é a demanda nominal e v = 5, 10, 20 e 30% sdo os
niveis de variabilidade. Os budgets de incerteza I'%, foram considerados como fungdes line-
ares depedentes do tempo, idénticos para todos os produtos i, como proposto no trabalho
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de Adida e Perakis (2006): 'Y, = gt + b, em que g, b > 0, e g < 1 é necessério para evitar
escolhas muito conservadoras para o budget de incerteza e, consequentemente, tornar as
solugdes robustas muito conservadoras também. A Tabela 3 ilustra 4 cendrios possiveis
para I'4, assim como os budgets de incerteza acumulados como medidas de conservado-
rismo de cada cendrio, dado por Y, .+ TI'¢,, i € Z. Note que I'Y, > ¢ significa que o cendrio
de pior caso é obtido, i.e., dit = diz + ozit.

Cendriol Cenéario2 Cenario3 Cenadrio4

ré 0.5+0.1¢ 1 0.5+ 0.5t ¢
Serld 7.6 8 22 36

Tabela 3: Cenarios para os budgets de incerteza. A primeira linha da tabela mostra a equa-
¢do dos budgets de incerteza como fungdo linear do periodo do horizonte de planejamento;
a segunda linha ilustra o budget acumulado ao final do periodo de planejamento.

Influéncia do nivel de variabilidade e do budget de incerteza no valor é6timo da fun-
¢do objetivo. Como esperado, quando o nivel de variabilidade aumenta, o valor 6timo
da fungdo objetivo também aumenta. Ao mesmo tempo, quando o budget de incerteza au-
menta (torna-se mais conservador), os valores 6timos sdo mais deteriorados. Além disso,
os valores 6timos sdo extremamente sensiveis as escolhas dos budgets e dos niveis de vari-
abilidade. A Figura 1 (a, b e c) ilustra o aumento (em %) no valor 6timo da fungado objetivo
para diferentes niveis de variabilidade e budgets de incerteza, com base no valor 6timo da
fungdo objetivo do problema nominal igual a 132597. Observe na figura a) que para os
dois primeiros budgets de incerteza menos conservadores, o aumento no valor 6timo pode
ser considerado plausivel, dado que nenhum ultrapassou o nivel de variabilidade. Em b),
tomando v = 5 e 10% para os dois budgets mais conservadores, nota-se que o aumento no
valor 6timo ja ultrapassa o nivel de variabilidade. Em c), confirma-se que para niveis de
variabilidade mais elevados, os dois tltimos budgets causam um aumento demasiado no
valor 6timo, que chega a 800% quando I';y = t e v = 30%.

Estudo do nivel de servi¢o. Considerou-se o nivel de servico tipo II (ou taxa de aten-
dimento da demanda) para analisar a fracdo da demanda atrasada ou perdida, como
se segue: B = 1 — I~ /D, em que o total de demanda atrasada ¢ I~ = >, [;;, com
I, = dy — X, se dyy > Xy, e I, = 0, caso contrdrio. A demanda total foi computada
como D = Zz‘,t(dit + cf“g) A Figura 2 ilustra o nivel de servigo para todo v e I'. Nao
foi observado nenhuma relacdo geral entre o nivel de servi¢o e os parametros v ou I
Aparentemente, os melhores niveis de servigo dos cendrios 1 e 2 foram obtidos para me-
nores niveis de variabilidade. Nesses casos, incorreu-se em menos de 1% de demanda ndo
atendida. O melhor desempenho relacionado ao nivel de servico foi observado quando
v =5, 10% e I' = 1, que forneceu, aproximadamente, 100% de demanda atendida sem
atrasos. Nos cendrios 3 e 4, o desempenho do nivel de servigo foi similar; aparentemente,
melhores niveis de servi¢o sdo alcangados quando o nivel de variabilidade é menor. O pior
desempenho do nivel de servico foi obtido quando I"' = t e v = 30%, que produziu apenas
15% de demanda atendida sem atrasos. Em média, os dois cendrios mais conservadores
atendem apenas 78% da demanda sem atrasos.

Como comparagéo, foi resolvido o problema nominal usando a demanda de pior caso,
i.e., substitui-se a demanda nominal d;; por (di: + dit) e o modelo CLC foi resolvido. Ines-
peradamente, foram alcangados niveis de servigo superiores a 98% para todos os niveis
de variabilidade. Nesse casos, pode-se afirmar que os problemas nominais de pior caso
sdo preferiveis as versdes robustas nos cendrios 3 e 4, quando apenas os niveis de servigo
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Figura 1: Aumento (em %) no valor 6timo da funcdo objetivo do problema com demanda
incerta CLCd, considerando a) I';; = 0,5 4 0,1t e I';; = 1 para todos os niveis de variabili-
dade; b)[';y =0,5+0,5tel'yy =tparay =5e10%;¢c)I';y =0,54+0,5t e’y =t paray = 20

e 30%.

sdo utilizados para determinar solugdes boas e ruins. Em outras palavras, se os budgets
de incerteza sdo muito conservadores, pode-se resolver o problema nominal de pior caso,

que pode ser visto como uma aproximagdao do método de Soyster.
Esses resultados sugerem que as solug¢des robustas provenientes de escolhas muito

conservadoras de I" podem apresentar valores 6timos muito deteriorados e niveis muito
altos de demanda atrasada devido ao termo A4T% + ' u¢ . De fato, conforme o bud-
get de incerteza aumenta, o modelo estd mais protegido contra a variacdo a demanda,
i.e., mais desvios da demanda sdo incorporados pelo modelo pela utilizagdo do termo
robusto, o qual estd diretamente multiplicado pelo respectivo custo (estoque ou atraso).
Além disso, como o estoque ¢é limitado superiormente, a segunda restri¢do (16) serd mais
ativada do que (15), o que acarretara mais demanda atrasada. Os resultados confirmam
essa situa¢do, como pode ser observado nas Figuras 3 e 4. Nos cendrios mais conservado-
res 3 e 4, hd uma visivel diferenca de comportamento entre os niveis de estoque e falta: en-
quanto a quantidade de produtos estocados reduz-se significativamente quando maiores
variabilidades sdo consideradas, os atrasos aumentam drasticamente, o que compromete
em demasia o nivel de servi¢o. Em particular, quando I' = ¢t e v = 30%, tem-se apenas 772
produtos em estoque (aproximadamente, 11% menos estoque do que na solugdo nominal)

e cerca de 85% da demanda é atrasada (cerca de 30% é totalmente perdida).

Mudangas estruturais na solu¢do. Quando a demanda é incerta, as solugdes robustas
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Figura 2: Nivel de servico obtido pelo problema robusto com demanda incerta CLCd, con-
siderando varios niveis de variabilidade e budgets de incerteza.

podem ser muito diferentes das solu¢des nominais. Além disso, os budgets afetam dire-
tamente as solugdes robustas, as quais podem ser significantemente diferentes de acordo
com I', como ja sugerido nos graficos (veja as Figuras 3—4). Em geral, as solucdes robustas
estdo concentradas acima dos valores nominais. Uma vez que os modelos de otimizagdo
robusta sdo baseados numa perspectiva de pior caso, as demandas sempre assumem valo-
res no intervalo [d;, d;; + czit]. Entdo, hd uma pressdo para aumentar o nivel de producao,
0 que geralmente aumenta também a quantidade de placas usadas. As horas-extras apa-
rentemente aumentam quando altos niveis de produgdo sdo demandados, mas para uma
dada capacidade limite, ambos os niveis de produgédo e horas-extras diminuem, ao passo
que os atrasos crescem drasticamente — fato observado quando budgets de incerteza con-
servadores sdo adotados. Para ilustrar esse fendmeno, observe as solugdes graficas em
relacdo ao estoque e aos atrasos.

Tempos de execugdo. Todos os exemplares foram resolvidos em menos de 1 segundo.
Em média, os exemplares demoraram 0,43 segundos para atingir a solu¢do 6tima. Nao foi
identificada nenhuma relagdo entre os tempos de execugdo e os parametros y ou I'.

5. Considerag¢des Finais

Nesse trabalho, foi proposto um modelo de otimizacdo robusta para um problema de
planejamento da produgcéo tipico de empresas moveleiras. A partir dos resultados numé-
ricos, confirmou-se que a selecdo de um budget de incerteza representativo é crucial, pois
uma escolha equivocada e/ou arbitrdria pode resultar em solugdes robustas extremante
conservadores, com baixos niveis de servico e custos totais inaceitdveis. Entretanto, pode
ndo ser uma tarefa simples selecionar budgets de incerteza representativos, mesmo para
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um especialista (gerente de producado, por exemplo), o que gera a necessidade de resol-
ver o problema vdrias vezes, considerando-se diferentes cenarios para os budgets, como foi
feito nesse estudo. Como pesquisas futuras, pretende-se combinar varias fontes de incer-
teza (custos, demandas e tempos de processamento) num tinico modelo de otimizagdo e
considerar a correlag¢do entre as varidveis aleatdrias.
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Figura 3: Niveis de estoque obtidos pelo problema CLCd com demanda incerta, conside-
rando varios niveis de variabilidade e budgets de incerteza.
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