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Particoes em Grafos: Teoria e
Aplicagcoes

Motivacao

Suponha que temos um grupo de pessoas (funcionério
de uma empresa) que serdo submetidos a um
treinamento.

Queremos identificar os grupos de pessoas que se conhecam
(entre si) e os grupos de pessoas que ndo se conhecem

(entre si).
Q
rupo de pessoas que ndo se conhecem rupo de pessoas que se conhecem

Motivacao

uamuer re@¢ao entre pessoas de grupos diferentes
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0 que é um grafo?

Eum conjunto de pontos, chamados vértices, conectados
por linhas, chamadas de arestas.

@ E um grafo?

Conceitos Basicos

Abstracdo que permite codificar relacionamentos entre
pares de objetos

vais oejetosg |

Ex.: Pessoas, cidades, empresas, paises, paginas web,
filmes, etc.

vais re@cionamentosg

Ex.: Amizade, conectividade, producdo, lingua falada,
etc.

Grafos — Definicao Informal

e
‘ epcionamentos }—<# restasdo rafo |
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Definicao

onjunto ndo gazio
de grrtices

onjunto de pares ndo ordenados (¢gn)g
¢emgrrticesde ( )achamados arestas

(a o () =chgegegdgegf}

( )=dag)gleq)glegl)glefg(cgg(de)gled)

Definicoes e Conceitos

Os extremos de uma aresta sdo ditos incidentes com a
aresta, e vice-versa.

u u

U
Ex.: *—o
u e v sdo incidentes a e

Dois vértices que sdo incidentes a uma mesma aresta
sdo ditos adjal(j:entesu.
Ex.: [ S
u e v sdo adjacentes

Definices e Conceitos

Conjunto vizinhanga

onjunto gizinhanga de um ¢rrticeu @

(u)=dtonjuntos dos ¢r rtices adjacentes a u}

@ e P
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especiais de grafos

Grafo Completo: grafo em que cada par de vértices
distintos possui um aresta.

agrafo comppeto com  ¢rrtices

Clique

m sueconjunto de ¢rrtices
que induz um suegrafo compto

especiais de grafos

Grafo Vazio: € um grafo sem arestas.

agrafo gazio com  ¢rrtices
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Conjunto Independente

m sueconjunto de ¢rrtices
que induz um suegrafo ¢azio

Classes especiais de grafos

Grafo Bipartido: é aquele em que o conjunto de vértices
pode ser particionado em dois subconjuntos X e Y, tal que
cada aresta tem um extremo em X e um em Y.

u v £y

< _F w, u) é um biparticao
e"‘» vo grafo
[ ==

speciais de grafos

Grafo Bipartido Completo: € um grafo bipartido com
biparticdo (X, Y) em que cada vértice de X é adjacente a
cada vértice de Y.

Se |[X|=me |Y|=n, entdo denotamos tal grafo por K, ,
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Problema de Particao de Grafos

v AI AZ Ak

Restri¢des Internas:

Conjunto Estavel Sem restrigio

Restri¢oes Externas:

0]0101010]0

Nenhuma restri¢io

Completamente nio-adjacentes Completamente adjacentes

Exemplo: o problema da 3-coloragao

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar o menor nimero de cores necessarias

para colorir os vértices de G de forma que
vértices adjacentes recebam cores diferentes

que podemos azrmar soere ¢r rtices com
uma mesma corg

nduzem um suegrafo ¢azio (conj. estqgep

urobluma va bipoloragao: determinar o menort tapque pode ser
particionado em t conjuntos independentes.
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Exemplo: Grafo Bipartido

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em dois
conjuntos independentes

Se G é bipartido
Il

G pode ser colorido com 2 cores

2-coloragao

Exemplo: Grafo Bipartido Completo

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em dois
conjuntos independentes completamente adjacentes

Exemplo: Grafo Split

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em um
conjunto independente e em uma clique
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Exemplo: 3-coloragao

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em trés
conjuntos independentes

Exemplo: Corte-clique

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Determinar se G possui uma clique C tal que G-C
seja desconexo

Exemplo: Corte-estavel

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Determinar se G possui um conjunto estavel S tal
que G-S é desconexo
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Exemplo: Particao Modulo

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 3 conjuntos: A, N, M quaisquer
tais que:

A e M séo completamente adjacentes

N e M sdo completamente ndo adjacentes

Exemplo: Particao Skew

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 4 conjuntos: A, B, C, D tais que:

o’sdo competamente adjacentes

e 0 sdo competamente ndo adjacentes

Exemplo: Particao Teimosa
(Stubborn)

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 4 conjuntos: A, B, C, D tais que:

AO O
e 0 sdo conjuntos independentes
0 r uma cpque
e sdo comppetamente ndo adjacentes
o
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Particao

Entrada:  Grafo G
Objetivo: Particionar G em k conjuntos independentes e
: | cliques

k conjuntos independentes: V,,V, ..., V,
I cliques: Viy 1 Viar oo Vi

Nao hd restricao entre cada um dos conjuntos

rafoiub, l) O O Q Q}
o?andstedtgljpp:d O O O }

dependentes

Grafos-(k,l)

rafo azio u rafo=(ug )
rafo omppto u rafo{ g)
rafo ppt u u rafo{(ug))
rafo eipartido rafo g)
rafo co=eipartido rafo{ g)
orandstedtgupp=d u rafo={ug )
orandstedtgupp=d u rafo<{ @)
orandstedtgupp=d rafo{ g)
=opragao rafo g)
=0o=Copragao rafo{ g)
rafo<{tq) r competo

Problema Geral da Particao

Entrada: Grafo G
Objetivo: E possivel particionar V(G) em p subconjuntos
(partes): Vy, Vs, ...,V tais que:

Clique
Y
estricees nternas

Conjunto Independente

Nao possui restrigdo

Completamente adjacentes

-

Vi,Vj Completamente néo adjacentes “Sstricees . ternas

Nao possui restrigdo

2929



15a18

. XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL agosto de 2011
Ubatuba/SP

Problema da M-particao

Seja M uma matriz simétrica definida sobre {0, 1, *}

Uma M-particdo de G é particdo V="V, V,, ...
V,NV

| iZji,j€{1,2..
1 se V; é uma clique oiagonapprincipap
M; 0 se V; € um conjunto independente
* se V; ndo possui restricao

1 se ViV, sdo completamente adjacentes {®m. dora diagonapprincipap

0 se VV, sdo completamente ndo adjacentes

N N o
se ViV ndo possui restrigio

Problema da M-particao

Entrada: Grafo G
Objetivo: G possui uma M-particdo com respeito a matriz
?

Exemplo: Grafo Bipartido

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em dois
conjuntos independentes
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Exemplo: Grafo Bipartido Completo

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em dois
conjuntos independentes completamente adjacentes

Exemplo: Grafo Split

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em um
conjunto independente e em uma clique

Exemplo: 3-coloragao

Entrada: Grafo G
Objetivo: Determinar se G pode ser particionado em trés
conjuntos independentes
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Exemplo: Corte-clique

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Determinar se G possui uma clique C tal que G-C
seja desconexo

Exemplo: Corte-estavel

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Determinar se G possui um conjunto estavel S tal
que G-S é desconexo

Exemplo: Particao Modulo

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 3 conjuntos: A, N, M quaisquer
tais que:
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Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 4 conjuntos: A, B, C, D tais que:

Exemplo: Particao Teimosa
(Stubborn)

Entrada: Grafo conexo G
Objetivo: Particionar G em 4 conjuntos: A, B, C, D tais que:

Retornando ao problema
Particao Maodulo
Entrada: Grafo conexo G

Objetivo: Particionar G em 3 conjuntos: A, N, M quaisquer
tais que:

m particumrg r ditoum
conjunto homoganeo se

WW eWU Wu

uugtricao uu paruinalivauvu
nogponéntog

2933



\

XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL

Ex.: Conjunto Homogéneo

15a18
agosto de 2011
Ubatuba/SP

Entrada: Grafo conexo G, matriz M e L(v): lista de partes
a qual v pode pertencer
Objetivo: G admite particdo com respeitoaM e a L(v)?

WW eWU W

scofna ¢rrticesd. gt ez
()=d}
(3)=d}
(z)=d g}

n3 problemas de particio

Ex.: Conjunto Homogéneo

Entrada: Grafo conexo G, matriz M e L(v): lista de partes
a qual v pode pertencer
Objetivo: G admite particdo com respeitoa M e a L(v)?

possui um conjunto
homoganeo
N
umadasn poss<eis

escophas de . g} gz nos dq
um conjunto homoganeo

Ex.: Particao Skew

Como resolver o problema para particdo skew?

° gog gos @
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Parte 2: Algoritmos para

problemas de particao em grafos

Algoritmo Conjunto Independente

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (1,0)

Descrigdo:
0 algoritmo ¢ trivial.

Basta verificar se o nimero de arestas é zero

Complexidade:  O(n+m) - Linear

Algoritmo Completo

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (0, 1)

Descricao:
0 algoritmo € trivial.
Basta verificar se o nimero de arestas € igual a n(n-1)/2 (i.e., se
V(G) é uma clique)

Complexidade: O(n+m) - Linear
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Algoritmo Bipartido

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (2, 0)

Descricdo:

0 algoritmo testa se G é 2-colorivel (bipartido) através de
uma busca em profundidade.

Em caso afirmativo, devolve uma 2-coloragdo

Em caso negativo, devolve um ciclo impar

Algoritmo Bipartido

Entrada:  Grafo G
Objetivo: ~ Testar se G é (2, 0)

Algoritmo_BIPARTIDO
Cor:=0;
Desmarcar todos os vértices;

Enquanto existe vértice v desmarcado faca
BICOLORAGAO(v)

Algoritmo Bipartido

Algoritmo_BICOLORACAO
Marcar v;

Cor(v):= COR;

COR := 1-COR;

Para todo vizinho w de v faca

Se w esta desmarcado entdo
BICOLORAGAO(w)

Sendo Se Cor(v)=Cor(w) entdo
Devolva ciclo impar contendo v, w
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Algoritmo Bipartido

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (0, 1)

Descricdo:
0 algoritmo testa se G é 2-colorivel (bipartido) através de
uma busca em profundidade.

Em caso afirmativo, devolve uma 2-coloragdo

Em caso negativo, devolve um ciclo impar

Complexidade:  O(n+m) - Linear

Consequéncia do Algoritmo Bipartido

@G € bipartido

G ndo contém ciclo impar

Algoritmo Co-Bipartido

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (0, 2)

Descricdo:
Como Gé(0,2) see somente_seEé (2,0), basta executar o
algoritmo Bipartido no grafo G.

Complexidade:  O(n+m), onde m = n(n-1)/2 - m

15a18
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Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é bipartido completo

Algoritmo BIPARTIDO_COMPLETO
Executar o algoritmo Bipartido.
p:= nlimero de vértices com cor O
@:= ndmero de vértices com cor 1
Se m = pq entdo G é bipartido completo

Complexidade:  O(n+m) - Linear

Alguns Fatos sobre Grafos Split

Todo grafo split é cordal

Um grafo cordal é aquele que ndo possui ciclo induzido
de tamanho maior ou igual 4.

m

G é cordal se e somente se admite um esquema de
eliminacdo perfeita (EEP)

Alguns Fatos sobre Grafos Split

Um EEP € uma ordenacdo v, v,, ..., v, de V(G) tal que:

Para todo i, v; € seus vizinhos v., j > i formam uma clique

1
GG G & - UiGuGir - Gn=GnuSn
L

dormam uma cpque

Um EEP pode ser encontrado em tempo linear
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Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (1,1)

Descricdo:
Algoritmo baseia-se em percorrer um EEP atribuindo
cores 0 ou 1 aos vértices
Se G for split, o algoritmo exibe uma coloragdo onde:
vértices com cor 0 — conjunto independente
Vértices com cor 1 — clique

Algoritmo Split

Entrada:  Grafo G
Objetivo:  Testar se G é (1,1)

Descrigdo:
Se G ndo for split, o algoritmo exibe um certificado de
que o grafo ndo é split (obstrugdo”)

O

Algoritmo Split

0 Algoritmo consiste de 3 etapas:

Encontre um EEP de G
Se ndo existir entdo PARE: G ndo é Split. Exiba “obstrucdo.
Sendo cor(v,):=0, e continue usando a cor 0 para Vv, Vy,...,
v, para o maior j possivel
Se j=n entdo PARE (G é split);
Sendo
cor(viyq):= 1.
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Algoritmo Split

0 Algoritmo consiste de 3 etapas:

Se j+1=n entdo PARE (G é Split)
Sendo Para i= j+2, j+3,..,n
Atribua cor a v; da seguinte forma:

(i) Se v; & adjacente a v;,; entdo cor(v):= 1
(ii) Se v, ndo € adjacente a v, ; entdo verifique se v; € nao adjacente
a todos os vértices j& coloridos com a cor 0; nesse caso, faga
cor(v,)=0.
(iii) Se (i) e (ii) ndo se aplicam a v;, entdo PARE: G ndo é split. Exiba
“obstrugdo “

Complexidade: O(n+m) - Linear

Algoritmo Split

Teorema: G € split se e somente se G ndo contem C,, C; e
2K, como subgrafo induzido

Se o algoritmo split para na etapa 1:

ncontreum r de
enao e. istirentdo r 4 naor ppt

Encontramos um C,, C; ou G, (k =6)

D
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Teorema: G € split se e somente se G ndo contém C,, C; e
2K, como subgrafo induzido

Se o algoritmo split para na condigdo 3.(iii), existe 2K,:
endorarai=jr gr g..q
trieva cor a ¢; da seguinte formaa
(i) egr adjacentea g entdo cor(g;)& u
(i) eg;naor adjacentea; entdo cerizque se ¢;r ndo
adjacente a todos os ¢rrtices jq copridos com a cor ; nesse
casogfaca cor(g)= .
(iii) e (i) e (i) ndo se appcam a g;gentao r & ndor sppt.
.iea doestrugdo d

Algoritmo (2,1)

Entrada:  Grafo G
Objetivo: ~ Testar se G é (2,1)

Descricao:
0 algoritmo baseia-se no sequinte fato:
Se BEV(G) induz um subgrafo bipartido e CSV(G) é uma
clique entdo |BNC|<2
Logo, se existir uma (2,1)-parti¢ao de G utilizando uma clique C

(que supomos ser a maior possivel nessas condicdes), qualquer
clique C"de G satisfaz

[cnejz|cl-2

Algoritmo (2,1)

do pode hager ¢rrticesem rth
senao e. istiria tritngum

2941



\

XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL

Algoritmo (2,1)

Descrigdo:
Fase 0: Encontrar clique inicial C'
Fase 1: aumentar C"até o tamanho maximo possivel
Repita
Fazer trocas (busca local aumentante) de 1 vértice de C' por 2

vértices fora de C', ou de 2 vértices de C' por 3 vértices fora de C”,
até que ndo seja mais possivel

Até que ndo seja mais possivel aumentar C'

Algoritmo (2,1)

Descricdo:

Fase 2: testar (2,1)-particdes
Fazer trocas de 1 vértice de C' por 1 vértice fora de C', ou

de 2 vértices de C for 2 vértices fora de C', testando sempre
se (V(G)\C', C') é uma (2,1)-particdo

Algoritmo (2,1)

Complexidade: O(n®m) para Fase 1
0(n*m) para Fase 2
Total: O(n®m)

Complexidade: [Brandstédt, 96,98] — O(n?)

15a18
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Grafo G
e Testar se V(G) pode ser particionado em um subconjunto
Objetivo: “esparso” S e um subconjunto “denso” D

Dizemos que duas classes S e 2 formam um par
esparso-denso se existe uma constante c tal que
[SND|<c, VS € 5, V( ED.

induz... o induz... WN o Wc
rafo sem arestas rafo competo c=u
rafo eipartido rafo compto c=
dpresta rafo comppeto c=
rafo pgre de B
tritngum rafo compto c=

rafo eipartido

rafo co=eipartido

rafo pmnar

rafo comppeto

rafo a=copr=gep

ompgm. de e=
coprgep

Descrigdo:

Fase O: encontrar esparso inicial S’

Fase 1: busca local aumentante:
para fazer trocas de ¢’ vértices de S por ¢'+1 vértices fora
de S, com '<c

Fase 2: testar particdes esparso-denso:
Fazer trocas de ¢’ vértices de S por ¢’ vértices fora de S,
com ¢'<g, testando se (S', D'=V(G)\S') é uma particio

esparso-denso
U NP Yyun))
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Entrada:  Grafo G
Objetivo: ~ Testar se G é (2, 2)

Descricdo:
Use o algoritmo Esparso-Denso, onde:
S ¢ aclasse dos grafos bipartidos;
D a classe dos co-bipartidos.

Complexidade: O(n'°m)
0((n+m)?): [Brandstadt 96,98]

=

ropnomiap
ropnomiap

u ropnomiap

@
g

ropnomiap
u ropnomiap

ropnomiap

=

ropnomiap
ropnomiap
Teorema: [Brandstadt, 96/98]
Se k=3 ou /=3, o problema de testa se G
ossui uma (k,/)-particao é NP-completo

Algoritmo Corte Clique

Entrada:  Grafo G
Objetivo: ~ Testar se G possui um corte clique

Descri¢ao: [Whitesides, 81]
S:= ciclo sem cordas de comprimento = 4
Repita
Ache uma componente conexa C de G-S
R:= vizinhanga de Cem S
Se R é uma clique entao PARE
Sendo
X,y < vértices ndo adjacentes em R
p — caminho sem cordas de x ay com vértices internos de C
S—SUVP)
Até que S=V(G)
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Fato: k é corte clique = S esta contido em uma
componente conexa de G-k.

Complexidade: O(n.m)

Corte Clique

Observacao: testar existéncia de corte clique € um
problema de M-particdo com partes ndo vazias.

7 2 NN
= ¥t YRR IR
. * NN

=m par*es na= vazias

NP-completo: [Brandstddt, Dragan,Le, Szymczak, 2000]

Jo@@@
= [t @& @@
L T @@

pns apaear = c=r’*e, as pares devera= ser
na= vazias
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Complexidade: O(n*m) [Kennedy & Reed, 2008]

G @ t Co@EhH &S
G oo @ @& @&
GO tEEEE&E |
(R @ @ GG

Goo6 Gartgs@ao@aziasG

Problemas de M-particao com listas

Restri¢Bes especiais nas partes podem ser modeladas
com Problemas de M-Particdo com listas

Recordando: Fixada uma matriz M e dado um grafo G com
listas, onde para cada vértices vEV(G) existe uma lista
L(v) de partes permitidas para v, € possivel encontrar uma

M-particdo de G que satisfaga as restricbes dadas pelas
listas?

Complexidade: O(n*).T(n), onde

T(n) é a complexidade do problema de parti¢do com listas
correspondente

Obs.: Em geral, esta técnica ndo gera bons algoritmos
(ex. Conjunto homogéneo).

Mas ...
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Se o problema de M-particdo com listas pode ser resolvido
em tempo polinomial

0 Problema de M-particao em partes ndo vazias pode ser
resolvido em tempo polinomial

Teorema: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Se M € uma matriz 2 x 2, entdo o problema da M-particao
com listas pode ser resolvido em tempo polinomial

Dem.: Solugdo via 2-sat (v, =1 sss vEA)

Ex.: GG GG
GG 1
6 1 1

Teorema: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Dem.: Solugdo via 2-sat (v, =1 sss vEA)

Ex.: GG GG
GLLIL
60 1 L)L LIl
w1 1 LO)( LI
L(L)WC L, L3l LL

L

GG LICKL)CO L) (L LL)E O L LDL)G -

I:z Wz ) Oz (L LD OL LRL)K LI[
L ey

OLLDLOKOL LDz K LT (L

)L LDL ) « LCEL(ELLLLL
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Dem.: Solugdo via 2-sat (v, =1 sss vEA)
Ex.: NN NN

NAANIN
O NAWAN, INEN
w1 NA-ANEN

NA-HIEN, NN

NN
I:&MWMN{}iSf{}ingNI

. rA-IgO { M NIN{ r}i, SANAO Ns}{ sRgO NAlu, 34

Teorema: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Se M é uma matriz 3 x 3, entdo o problema da M-
particdo com listas é:

NP-completo nos seguintes casos:

0 * ok 1 B

M= * ¢ * M= * { =

* Ok O * ¥ 1
NNAIAA, 3AN ONguNAO . IgO g} AN

Teorema: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Se M é uma matriz 3 x 3, entdo o problema da M-
particdo com listas é:

NP-completo nos seguintes casos:

0 * = 1 ox ox
M= **90 M= | * * 1
* 0 * * 1 *

NArighgstsvgIN ONguNAO . IgO gntAN
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Teorema: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Se M é uma matriz 4 x 4, sem *’s na diagonal principal,
entdo o problema M-particéo com listas é:

NP-completo se M contém a matriz correspondente a 3-
coloragdo ou seu complemento

Solucionavel em tempo polinomial nos demais casos

Corolario: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Se M € uma matriz 4 x 4 entdo o problema da M-
particdo SEM listas é

NP-completo se M contém a matriz correspondente a 3-
coloragdo ou seu complemento, e nenhuma entrada diagonal
principal é “*”

Solucionavel em tempo polinomial nos demais casos

Corolario: [Feder, Hell, K., Motwani, 1999]

Dem.:

Observe que n problema sem listas, se houver algum “*"na
diagonal principal entdo o problema ¢ trivial

Basta colocar todos os vértices do grafo em uma parte
marcada com “*"em M.
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Se M (de tamanho arbitrario) ndo contém nenhuma
entrada “*”, entéo o problema da M-parti¢do com
listas é solucionavel em tempo polinomial.
Dem.:
Suponha que a diagonal de M tenha k “0's e | “1’s.
Um subgrafo formado por k conjuntos independentes ndo
podem conter uma clique com I+1 vértices,
Um subgrafo formado por | cliques ndo pode conter um
conjunto estavel contendo k+1 vértices.

Use o argumento Esparso-denso para cada uma delas e chegamos a
existéncia da M-parti¢ao
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