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RESUMO

Neste trabalho € apresentada uma representagdo compacta para grafos cordais que
permite a recuperacdo de diversas propriedades estruturais do grafo tais como um esquema de
eliminacdo perfeita e uma arvore de cliques. Sdo também obtidos resultados a respeito da ordem
e do tamanho do grafo.

PALAVRAS CHAVE. Grafos cordais, Representagao, Propriedades estruturais.

ABSTRACT

In this paper, a compact representation for chordal graphs is presented. It provides the
means to deduce several structural properties of a chordal graph such as a perfect elimination
ordering and a clique tree. Results about the order and the size of the graph are also obtained.
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1. Introducao

Muitas aplicagdes envolvem grafos muito grandes e, neste caso, uma representacio
adequada do grafo ndo so6 afeta a eficiéncia do algoritmo proposto para a aplicagdo, como torna a
implementagcdo do mesmo mais facil. Neste trabalho é apresentada uma nova representagdo para
grafos cordais e também suas propriedades.

Blair e Peyton (1993) ressaltam a importancia da arvore de cliques para o estudo de
grafos cordais, mencionando que esta pode ser tratada como uma representagdo para o grafo.
Definem, ainda, a propriedade RIP (do inglés running intersection property) para as cliques
maximais da familia. Uma representacdo compacta baseada nestes conceitos é entdo aqui
proposta para grafos cordais. Apesar de a representagdo economizar significativamente espacgo de
armazenamento no computador, sua vantagem principal é o imediato reconhecimento de
importantes propriedades estruturais do grafo representado. Uma primeira abordagem do assunto
foi apresentada em Markenzon e Pereira (2008). O estudo de outra representa¢do para grafos
cordais baseada em conceitos semelhantes pode ser encontrado em Markenzon e Vernet (2006).

2. Conceitos Basicos

Um grafo é dito cordal quando todo ciclo de comprimento maior do que 4 tem ao
menos uma corda, isto é, uma aresta ligando dois vértices ndo consecutivos no ciclo. Conceitos
basicos e propriedades de grafos cordais sdo encontrados em Golumbic (2004) e Blair e Peyton
(1993). Ao longo deste trabalho, todos os grafos sdo supostos conexos.

Seja G(V, E) um grafo,
simplicial quando seu conjunto de adjacéncia Adj(v) é uma clique em G, isto é, o subgrafo de G
induzido por Adj(v), G|Adj(v)|, € um grafo completo. Um esquema de elimina¢do perfeita
(EEP) de G ¢ uma fungao bijetora ¢:{l,...,n} >V tal que o(i) é um vértice simplicial em
Gl{o(i)i< j<n}], para i=1,..n. O conjunto X,(v)={ueAdj(v);07'(v) <o '(v)} ¢
denominado conjunto de adjacéncia restrita de v.

V| =n sua ordem e |E| =m seu tamanho. Um vértice veV ¢

Um subconjunto ScV ¢é um separador de G se dois vértices ndo adjacentes
pertencentes a mesma componente conexa de G estdo em componentes conexas distintas de
G|V — S]; diz-se também que S separa o grafo. O conjunto S € um separador minimal de G se S é
um separador ¢ nenhum subconjunto proprio de S separa o grafo. Um subconjunto SV ¢ um
separador de vértices para vértices ndo adjacentes u e v (representado por uv-separador) se a
remogdo de S do grafo separa u ¢ v em componentes conexas distintas. Se nenhum subconjunto
proprio de S é um uv-separador, S é chamado uv-separador minimal. Quando o par de vértices
ndo ¢ identificado, S é chamado separador minimal de vértices. Observe que, um separador
minimal de G € um separador minimal de vértices, mas a reciproca nem sempre ¢ verdadeira.

Dado um grafo cordal conexo G(V, E) o grafo de intersecdo de cliques de G € o grafo
conexo valorado tal que seus vértices sdo as cliques maximais de G e suas arestas ligam vértices
que correspondem a cliques nao disjuntas. A cada aresta ¢ atribuido um peso inteiro, dado pela
cardinalidade do conjunto interse¢do das cliques maximais que correspondem as suas
extremidades. A arvore de peso maximo deste grafo ¢ chamada drvore de cliques.

Segundo Blair e Peyton (1993), uma ordenag@o total das cliques maximais Q,,0;,....0,
possui a propriedade RIP (do inglés running intersection property) se para cada clique Q,,
2< j<gq,existe umaclique Q, 1<i< j—1,talque O, N(QUO,V..UQ; ).

Os proximos resultados, ainda de Blair e Peyton (1993), relacionam cliques maximais,
arvores de cliques e separadores minimais de vértices.
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Teorema 1. [Blair e Peyton, 1993] Sejam G(V, E) um grafo cordal e T(V,, E,) uma arvore de
cliques de G. O conjunto SV ¢é um separador minimal de vértices de G se e somente se
S=Q N Q” para alguma aresta (Q’, Q") € E,.

Teorema 2. [Blair e Peyton, 1993] Seja G(V, E) um grafo cordal. O multiconjunto M de
separadores minimais de vértices de G é o mesmo para qualquer arvore de cliques de G.

3. Representacio de um Grafo Cordal

Nesta se¢do, a representagdo para grafos cordais denominada representagdo compacta é
apresentada. Em seguida, sdo provados teoremas que evidenciam vantagens dessa representagao,
como por exemplo, algumas propriedades estruturais desses grafos. Ressalta-se ainda que essa
representagdo permite uma resposta eficiente a algumas consultas computacionais tal como
verificar a relacdo de adjacéncia entre dois vértices.

3.1. Representacio Compacta de um Grafo Cordal

Sejam G(V, E) um grafo cordal e 0={Q,,0;.....0,} 0 conjunto de cliques maximais

de G com uma ordenagdo RIP. A representa¢do compacta de G ¢é a sequéncia de pares

CRG)=[(P.S)l 1= j<q,

talque §,=9, §,=0,N(QUO,U..UQ; ) e P,=0,-5,.

J

E interessante observar que um mesmo grafo cordal pode ter distintas representagdes
compactas tendo em vista que o conjunto de cliques maximais admite mais de uma ordenagao
RIP. O grafo cordal mostrado na Figura 1 admite, entre outras, as duas representagdes:

Figura 1

CR(G)=1({a.b.d}D).({c}{b.d})({h,i} {d})({j}{hi}).({&.f}{d}).({e}{d.[}]

CR,(G)=[({a.b.d} D), ({e.f}{d D), ({hi}{d D) (e} {bd D). j}{hi}) (g} {d.f D]

cujas sequéncias de cliques maximais estdo indicadas na Figura 2(a) e (b), respectivamente.
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(a) (b)
Figura 2

A vantagem mais importante de uma representacdo compacta de grafos cordais
G(V, E) € que ela possibilita a deducdo de algumas propriedades estruturais desses grafos. Por
exemplo, a partir de uma CR(G), € fécil ver que o conjunto {F,F.....,F,} ¢ uma parti¢do de V' e
também que as g cliques maximais de G sdo tais que @ =R U S,,...0, =P, US,.

A geragdo da representacdo compacta pode ser implementada de maneira bastante
eficiente. Blair e Peyton (1993) provam que a busca de cardinalidade méaxima, um algoritmo
classico para o reconhecimento de grafos cordais, exibe as cliques maximais numa ordem tal que
obedece a propriedade RIP. Basta entdo uma modificacdo nesse algoritmo para que se obtenha a

representagdo desejada; uma primeira implementagdo pode ser obtida em tempo polinomial. As
propriedades apresentadas na proxima segao possibilitam implementagdes mais eficientes.

3.2. Representacio Compacta e Propriedades

A seguir, alguns teoremas sobre propriedades estruturais dos grafos cordais obtidas das
representagdes compactas sdo apresentados. O primeiro teorema mostra como obter um EEP
diretamente de uma CR(G).

Teorema 3. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdio compacta
CR(G)=[(R.,S)),---(F,,S,)]. A sequéncia [F,,P,_,,...,F] ¢ um esquema de eliminagdo perfeita do
grafo G.

Prova: Pela definigdo, S, =0, N(QuU..uQ, ) e P,=0Q,-S,.Entdo P,N(QU..uQ,; )=
e os vértices de P, sdo simpliciais no subgrafo induzido G[QU..UQ,;]. Logo, pela

caracterizacdo de grafos cordais, a sequéncia [Pq ,Pq_l s B] éum EEP. u

Na realidade, a sequéncia [P,.P,_,....R] gera varios EEP, visto que os vértices de P,
i=1,...,q, podem aparecer sequencialmente no EEP em qualquer ordem. O préximo teorema
mostra como uma arvore de cliques do grafo G pode ser construida.

Teorema 4. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdio compacta
CR(G)=[(£,S)),---(F,,S,)]. Existe uma arvore de cliques T(V,, E,) associada & representac¢ao
compacta CR(G) de G.
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Prova: Sejam Q =FUS,,...0, =P, US,. Esta sequéncia de cliques maximais obedece a

propriedade RIP. Considere, sem perda de generalidade, Q, a raiz da arvore 7. Suponha que a
arvore de cliques esta construida para as cliques Q,,0,.....0, ;. A clique Q,, ao ser considerada,

determina um novo vértice da arvore de cliques. Os vértices de F, ndo pertencem a
GlQv..uQ, ]. Pela definicdo da propriedade RIP, existe uma clique Q, tal que
o,NQu..uQ0, )=S,cO,. Aclique O, pode entdo ser incluida na arvore de cliques com a
aresta (Q,, Q;) uma vez que a interse¢do Q, N Q, tem cardinalidade méxima pois os vértices

restantes da clique, que formam o conjunto F,, sdo simpliciais em G. =

Observa-se que, de acordo com a prova do Teorema 4, existem diversas cliques
maximais que podem ser escolhidas como a clique Q,, o que indica que existem diferentes

arvores de cliques correspondendo a uma sequéncia que possua a propriedade RIP.

A partir da arvore de cliques 7, dois resultados importantes sobre separadores minimais
de vértices e vértices simpliciais sdo demonstrados no teorema a seguir.

Teorema 5. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacio compacta
CR(G) =I(R,S))---(F,,S,)]. Entdo,

i. M={5,,5,....5, q} ¢ o multiconjunto dos separadores minimais de vértices de G.

ii. V'=V-{S,US8;U..US,} ¢o conjunto dos vértices simpliciais de G.
Prova: Considere a arvore de cliques T construida segundo o Teorema 4. Para 2< j< g, existe
uma aresta (Q;, Q;) na arvore de cliques associada, sendo que O, NQ, =S,. Pelo Teorema 1, S,
¢ um separador minimal de vértices de G.
Cada veértice v do grafo pertence unicamente a um dos conjuntos £,...,P,. Entdo, um vértice v
aparece apenas numa clique maximal, isto €, v & vértice simplicial se, ¢ somente se, v ndo

pertence a nenhum dos conjuntos S,,S; ,...,Sq. L]

A representacdo compacta de um grafo cordal G apresenta ainda outra vantagem, a
facilidade de implementacdo de consultas (queries). Pode-se considerar, por exemplo, a consulta
de adjacéncia (adjacency query), que testa se dois vértices u ¢ v sdo adjacentes, e € respondida no
Teorema 6.

Teorema 6. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdio compacta
CR(G)=[(F,S)),.--(P,,S,)]. Os vértices u,v eV tais que ue P, e ve P, sdo adjacentes se, e

J
somente se,

L. i=j,
. i<jeues; ou
iii.i>jeves.
Prova: Quando i = j, u e v sdo adjacentes porque pertencem a mesma clique maximal Q,.

Se i< j, v € um vértice simplicial no grafo induzido G[Q,U...UQ,] entdo u e v sdo adjacentes,
caso pertengam a mesma clique maximal Q;. Uma vez que u ¢ P, ¢ v € P, entdo u € S;. Pode-se

usar um argumento semelhante quando i > j. "
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3.3. Representacio Compacta e Contagem

Os teoremas a seguir fornecem resultados que relacionam a ordem e o tamanho do
grafo com a representagdo compacta, sendo que eles indicam uma economia de armazenamento
em memoria do computador dessa representagdo quando comparada com as usuais como matriz e
listas de adjacéncias.

Os numeros de vértices e de arestas de um grafo cordal ndo estdo explicitos na sua

~ ropre q . . ,
representagdo compacta, mas € facil notar que n= 2,-=1 |R , pois o conjunto {AR,P,,....P,} € uma

particdo de V. O proximo teorema fornece o numero de arestas do grafo G. Denota-se |R| por p;

e |Si| por s, para i=1,....q.

Teorema 7. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdio compacta
CR(G)=I(R,S));---(P,.S,)]. Entdo,

l «uq
m =Ezi=1pi(pi +2s,-1).

Prova: A construgdo do grafo ¢ feita usando a ordem inversa do EEP, P...F. Inicialmente, sdo

inseridas as p,(p,—1)/2 arestas da clique maximal P. Para cada P, 2<i<gq, s3o inseridas
p(p,—1)/2+ p;s,= p,(p,+2s,—1)/2 arestas. Como s, =0, o resultado fica demonstrado. u

Sejam Q o conjunto das cliques maximais de G ¢ M o multiconjunto dos separadores

minimais de vértices, 'BZZYEQM e 05=ZX€M|X|. Os valores de o e B sao obtidos
. ~ . q q

diretamente da representagdo compacta CR(G), pois « :21’:1|Si| e ﬁ:2i21|Qi|. A

representacdo compacta utiliza entdo f posicdes de memoria; os proximos resultados
quantificam a economia de armazenamento.

Teorema 8. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdio compacta
CR(G)=I(R,S))---(P,,S,)]. Entdo, a <m.

1
Prova: Do Teorema 7, se sabe que m = EZ; p(p;+2s;,—1),onde p, >1.

p(p =D Tga
LAY R (p.+2s.—1).
> 22,.:219,(19, )

Entao, m =
Da CR(G) e do Teorema 5, tem-se que ¢ = 2;|Si| = 2?:2si ,(s;,=0, quando i =1).

Para 2<i<gq, s, <

(p;+2s,—1 .
% e a igualdade ocorre somente quando p, =1.

-1
Como S,c P e s,>1,entdo p122e%21.

. 1
Assim, azz;si SEZ?:zpi(pi+2si—l) e, portanto, @ < m. L]

Corolario 9. Sejam G(V,E) um grafo cordal e sua representacdo compacta
CR(G)=I[(R,S));---(P,,S,)]. Entdo, f<n+m.

Prova: Dada a CR(G), tem-se que n :2;|Pi| e ﬁ:2?21|Q,-|. Além disso, n+o = 3. Como

o<m,entdo B<n+m. "
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4. Conclusiao

Neste trabalho, foi apresentada uma representagdo compacta para um grafo cordal, com
vantagens computacionais nao s6 do ponto de vista de economia de memoria utilizada, mas
também porque permite extrair informagdes a respeito do grafo de forma rapida e eficiente. Os
proximos passos desse trabalho incluem o desenvolvimento de um algoritmo linear para a
obtengdo da representagao.
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