15a18
!Q XLIIl Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL agosto de 2011

Ubatuba/SP
GRAFOS EXTREMAIS PARA IRREGULARIDADE SAO
NAO-BALANCEADOS?

Joelma Ananias de Oliveira
Universidade Federal de Mato Grosso - UFMT/Rondondpolis
Rodovia Rondondépolis-Guiratinga, KM 06 - Sagrada Familar-
j 0. anani as@mai | . com

Carla Oliveira
Escola Nacional de Ciéncias e Estatistica-ENCE/IBGE
Rua André Cavalcanti, 106 - Centro - RJ
carl a.oliveira@ bge. gov. br

Claudia Justel
Instituto Militar de Engenharia - IME
Praca General Tiburcio, 80 - Praia Vermelha - RJ
cj ustel @ne. eb. br

Nair Maria Maia de Abreu
Universidade Federal do Rio de Janeiro- COPPE- ufrj
Rua Jodo Lira, 106/401- Leblon -RJ
nai r @ep. ufrj. br

RESUMO

Top e gap séao invariantes definidos em funcdo dos graus diisegéde um grafo. Os
conjuntos equilibradores resultam de tais invariantes) bemo os grafos balanceados e grafos
com gap nulo. Grafos regulares sdo exemplos triviais degtadlanceados e grafos com gap nulo,
mas estes ndo sdo os Unicos. Este artigo trata de duas $addlgrafos extremais com relacdo a
medida de irregularidade de grafos, conhecida como medidaatjularidade de Collatz, e exibe
algumas condi¢fes para tais grafos serem ou ndo balanceados

PALAVRAS CHAVE. Média dos graus. Conjunto Equilibrador. Gr afo Irregular.

Area Principal (Teoria e Algoritmos em Grafos)

ABSTRACT

Top and gap are graph invariants given as a function of thiexelegrees. As a con-
sequence of these invariants, the turner sets and the darfdegianced, non-balanced graphs and
graphs with zero gaps were defined. It's trivial to see thgular graphs are balanced graphs and
graphs with zero gap, although, they are not the only graphhi$ situation. In this paper, we
approach two families of extremal graphs for a specific tagty measure, known as Collatz’s ir-
regularity measure. Also, we determine necessary conditio obtain balanced and non-balanced
graphs in the two families.

KEYWORDS. Average degree. Turner set. Irregular Graph.
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1. Introducédo

SejaG = (V, E) um grafo simples (sem arestas mdltiplas e sem lagos) nautaulie e
finito, ondeV (G) é um conjunto de vértices e£/(G) é o conjunto dam arestas dé&. Para tornar
0 texto 0 mais auto-contido possivel, apresentamos algomsop conceitos e notacdes basicas,
podendo os demais, se necessario, serem encontrados ¢eh 2@37). Utilizamosi; para denotar
o graudo vérticei, §(G), para grau minimo & (G), para grau maximo d&. Um grafo é-regular
sed; = r, para todol < i < n. Caso contrario, dizemos qdeé irregular ou, simplesmentado
regular. O conceito deonjunto equilibradorde um grafo, introduzido por Rodriguetal (1999),
foi inicialmente aplicado a grafos cordais planares paseniar como a destribuicdo dos graus
afeta a média dos graus do grafo. Motivados por esse conbitaeset al (2001) introduziram os
invariantestop e gap de um grafo. Damast al (2007) mostraram propriedades desses invariantes
para arvores e grafos uniciclicos. Além disso, generalman conceito de conjunto equilibrador
para qualquer grafo e introduziram os conceitos de ghadtsnceadosnao- balanceadog com
gap nulo Neste trabalho, determinamos os valores dos paramefessneiados acima para grafos
em duas familiasf,, ;. e G, ;. A primeira foi introduzida por Brualdi e Solheid (1986) esex
gunda, por Cvetkovie Rowlinson (1988). Os grafds,, ;. e G,, ;, s@o extremais para a medida de
irregularidade de um grafo dada em fungéo do indice, quesmonde ao maior autovalor da matriz
de adjacéncia do grafo. Tal medida, conhecida como medideedealaridade de Collatz, pode ser
encontrada em Bell(1992). Investigamos, também, a relegéie a irregularidade de um grafo e
a condicdo do mesmo ser ou ndo balanceado. Para isso, dediea®®cdo 2, as definicdes e re-
sultados ja conhecidos e, a Sec¢éo 3, aos gtEfps e G, ,, onde apresentamos nossos resultados.
Na secao 4 determinamos os conjuntos equilibradores payafws H,, ;. € Gy, i, parak = 0, 1.
Nestes casos, os grafos sdo isomorfos. As consideracomssfdictzam o artigo.

2. Resultados Preliminares

As duas primeiras definicbes, devidas a Rodrigaied (1999), introduzem os invariantes
top e gap de um grafo. Os conceitos dgafos balanceado:ao-balanceadgscomgap nuloe
conjuntos equilibradoreséao transcritos aqui e estdo em Dareasl (2007). Para completar a
secdo, uma série de resultados desses mesmos autoreses@nit@polos, finalizando com o teorema
gue caracteriza os grafos com gap nulo em fung¢éo do conjgoitibeador, que neste caso € unico.

Definicdo 2.1 O top de um grafo G, denotado pp(G), € o menor inteiro maior ou igual a média
dos graus de, ou sejau(G) = [d(G)].

Definicdo 2.2 Seja G um grafo com n vértices. O gap de G é um mdltiplo escalan gela
diferenga entre o top e a média dos graus de G, ou #&[d) = n(u(G) — d(Q)).

Quandou(G) = d(G), o grafoG possui gap nulo, isto &(G) = 0. Obviamente, todo
grafo regular possui gap nulo. Na Figura 1, exibimos todografos com até 5 vértices com esta
propriedade.

Damaset al (2007) definiram, como a seguir, trés subconjuntos dadosiegdd do top
de G, os quais determinam uma particdo do conjunto de vérticgsafo.

Definigao 2.3 SejaG um grafo eV (G) o conjunto de seus vértices. Entdo,

1. B={i e V(GQ)|d; = u(G)} € o conjunto de vértices balanceados(de
2. U ={i e V(G)|d; > u(G)} é o conjunto de vértices superiores@e
3. L={ieV(G)|d; < u(G)} é o conjunto de vértices inferiores @&
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Figura 1: Grafos com gap nulo pata< n < 5.

Giq

Da Defini¢do 2.3, seguem naturalmente 0s conceitos a segulir.

Definicdo 2.4 Um grafoG € ndo-balanceado, se o conjunto de vértices superirésnéo vazio.
Caso contrario,iG é dito balanceado.

Ja vimos que os grafos regulares sdo grafos com gap nulo. éfamles sdo exemplos
triviais de grafos balanceados. No entanto, ha grafos bedatos que sao irregulares, como aquele
dado na Figura 2.

Figura 2: Grafo balanceado e nédo regular.

Recorrendo novamente a Figura 1, vemos que todos os grdfesgp e G14 (incluséo
fechada), sao irregulares e com gap nulo, tendo como top el més graus, o valor igual a 2.
Além disso, esses grafos possuem, pelo menos, um vérticawegior ou igual a 3, o que acarreta
emU # (). Portanto, sdo grafos ndo-balanceados. Os resultados opzesgaguem sado de Danets
al (2007).

Lema 2.5 SejaG conexo comn vértices. Sei(G) = n — 1, G é balanceado. Sg(G) <n —2e
A(G) =n — 1, G é ndo-balanceado.

Proposicdo 2.6Seja G um grafo conexo néo-balanceado cenvértices. Temos que
2 < u(G@) < n — 2, com limite superior atingido se e somentensé par.

Proposicao 2.7 SejaG um grafo conexo com vértices en par. G € um grafo nao-balanceado,

com gap nulo e top(G) = n — 2 se e somente & possuim = M arestas e grau maximo
A(G)=n—1.
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O Teorema 2.8 da condi¢cdes para a existéncia de grafos camteagaracterizados pela
Proposicéo 2.7.

Teorema 2.8 Sejan par en > 2. Para qualquerg € N,2 < ¢ < n — 2, existe um grafo com n
vertices, ndo-balanceado com gap nulo e tgg) = g.

A seguir apresentamos a definicdo de conjunto equilibradard grafo que, também,
pode ser encontrada em Dangasl (2007).

Definigdo 2.9 SejamU, L C V(G), U # (), o conjunto de vértices superiores @ee L, 0 conjunto
de vértices inferiores. Se existir, ¥ # () e U C L, tal que a seguinte equacao seja verificada

SNdi+ > dy

_ tev uelU

diz-se que&& possui um conjunto equilibradob. Caso contrario,G ndo possui conjunto equili-
brador. O conjunto¥ é denominadaonjunto equilibrador plenee¥ = L. SeV¥ C L, dizemos
que¥ é umconjunto equilibrador préprio

A Figura 3 exibe um grafd@ cuja média dos graus &G) = 2,8; o top éu(G) =
3 e 0 gap ér(G) = 1. Os subconjuntos de vértices balanceados, superioregmomlt sdo,
respectivamente = {3,4}, U = {1} e L = {2, 5}.

Figura 3: Grafo com conjunto equilibrador préprio

Utilizando-se a equacéo (1), da Definicdo 2.9 verificamosrdsliato quel = {2} é
um conjunto equilibrador dé/, mas queL = {2,5} ndo o é. Assim( ndo possui conjunto
equilibrador pleno. Nem todo grafo possui conjunto eqralifor e, quando possui um, este nao é
necessariamente unico. Por exemplo, o gfdfda Figura 4 ndo possui conjunto equilibrador. Ja
aguele da Figura 5 possui mais de um conjunto equilibradar.eiemplo, 0s conjuntos unitarios
{2} e {7} s&o conjuntos equilibradores d& assim como o s&o, cada subconjunto formado por
quaisquer dois vértices de grau 3.

O Teorema 2.10 caracteriza os grafos com gap nulo como aggudepossuem um Unico
conjunto equilibrador, sendo este, um conjunto equilibragdeno. Sua prova pode ser encontrada
em Damat al (2007).

Teorema 2.10 SejaG um grafo qualquer €. o conjunto dos vértices inferiores de. Tem-se
que h(G) = 0 se e somente 98 possui um Unico conjunto equilibradak. Tal conjunto é o
equilibrador pleno, ou sejal = L.
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Figura 4: Grafo que ndo possui conjunto equilibrador.

Figura 5: Grafo que possui mais de um conjunto equilibrador.

3. Grafos H, . e G, , balanceados e nédo-balanceados

Nesta secao os grafds, ;, e Gy, ;. devidos a Brualdi e Solheid (1986) e a Cvetkoei
Rowlinson (1988), respectivamente sdo apresentadositdfagrafos determinamos top e conjun-
tos equilibradores. Além disso, mostramos para quaisesldek, os grafos séo balanceados ou
nédo-balanceados.

Os grafog,, ;, decorrem da defini¢cdo dos grafos quase-completos que dsaeftdswede
e Katona (1978) e apresentamos a seguir.

Definicdo 3.1 Um grafo comn vértices em arestas é chamado quase-completo e denotado por
QC(n,m) quando é obtido da seguinte forma:

i) primeiramente rotula-se os vértices tig . . , n;

ii) determinam-sel et inteiros, parad > 2e0 < t < d, tais quem = (g) +t;

iil) os vértices rotuladod, ..., d formam a maior clique do grafo;

iv) o vérticed + 1 é adjacente aos vértices rotulados. .., ¢t e osn — (d + 1) vértices restantes
séo isolados.

Os valores de e d sdo necessariamente (inicos, comenor qued e d sendo o maior
valor possivel capaz de representar a maior clique do gfdém disso, o vérticel + 1 deve ser
adjacente aos primeiros vértices da clique. Desta forma, temos que o grafsui, a menos de
isomorfismo, uma Unica representacéo. A Figura 6 exibe grpfase-completos. O grafC (5, 5)
temd = 3 et = 2 e é construido da seguinte forma: rotulamos os cinco vértieg até5, em
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seguida formamos uma clique com os vértitegse 3, para depois ligarmos o vértice 4 aos vértices
numerados 1 e 2. O vértice restante 5, fica isolado. De forrage sdo construidos os grafos
QC(6,7)eQC(6,13).

QC(5.5) QC(6.7)

Figura 6: Grafos quase-completos.

A definicdo que segue corresponde aos grafps que foram introduzidos por Cvetkavi
e Rowlinson (1988). Para isso, lembramos a definicdo da ¢ciejain. SeG; = (V1,E;) e
G2 = (Vi, Ey) séo dois grafos tais qué(Gy) N V(G2) = 0, seugrafo somaé G; + Gy =
(Vi1 U Vo, By U E»), e ojoin, denotado pofs; 57 G2, € o grafo obtido pelgrafo somaG; + Go,
adicionando-se as arestas que ligam cada vértice, detodos os vértice d€'’s.

Definicdo 3.2 Paran, k € Z tais que0 < k < w temos ques, ;, € um grafo conexo com

n + k arestas, dado pofs,, ,, = K1 7 QC(n — 1,k + 1).

Na Figura 7 exibimos alguns exemplos dos grafQs;.

1 3 2 4 1 4
6 7 3 7
{ ><4 >a<5 M 5
1
2
Geo 5 3 Gy 6 2 G, 6

Figura 7: Grafog7s,0, G7,1 € G7,2.

L - -3
A proposi¢cédo que segue mostra que, pafxoe0 < k < % os valores do top de
G 1, crescem com o valor de

.~ . n(n—3
Proposicdo 3.3Dado n fixo, para todo grafo G, 0 <k < %

2 < p(Gny) <n— 1. Alémdissou(Gro) < ... < u(Gng) < .o S (G, win-s) ).
’ 2

, tem-se que

Prova:Conforme a Defini¢&o 3.27,, ;. possuin+k arestas, tendo como média dos gré(G,, ) =
2 + 2t Da hipétese, tem-se < k < "% Assim,2 < d(G,x) < n —1eentdo?2 <

1(Gn) < n — 1. O nimero de arestas do gradb, . difere do namero de aresta do graifg ;,
por uma unidade. Logal(G,, s+1) = d(Gnx) + 2 e, paratodd, 0 < k < @ — 1, tem-se

N(Gn,k) < N(Gn,k+1)' Portantovu(Gn,O) <...< N(Gn,k) <...< N(Gm"(ngi’)) ) u
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Pela Definigdo 3.2A(G, ) = n — 1. Dai,2 < u(Gpr) < n — 1. Do Lema 2.5, se
w(Gn i) = n—1, G, € um grafo balanceado. Por outro lado2se u(G, ) < n — 2, temos
G, Ndo-balanceado. A Proposicéo 3.4, apresentada a segoandigdes sobre e k para se ter
G, 1, balanceado.

Proposicéo 3.4Sejan € N, n > 4. Sen € impar, seja € N, w —1<k< @ e se
n € par, sejak € N, ("_22)2 —-1<k< @, entdo, em ambos os cas6s, ;, € balanceado.

Prova: Faremos a prova para o casompar. A prova no case par € semelhante. Da hipétese
geral temos: € N, n > 4. Da Defini¢do 3.2¢+,, , = K1 v QC(n—1,k+1) e A(G, ) =n— 1.
Suponhamos: impar e0 < k < w — 2. Da Proposi¢édo 3.34(G, ) € uma funcéo
crescente erh. Logo, precisamos somente determinar o valon @&, ;) parak = w —2.
Sendon impar ek natural,u(Gn <n71)<n73)_2) =n—2. Do Lema 2.5G,, ; € ndo-balanceado,

’ 2

para todo0 < k < % — 2. Tomemos agorgé = W — 1. Para este caso, é

facil provar queu(G = (w-1w-s ) =n —1, 0 que implicall = () e o grafo é balanceado, sendo
) 2

n — 1 0 maximo valor possivel payaG,, ). Assim, da Proposi¢édo 3.3, para todo natural

g, 08 g < < 28) (G, 1) = n— 1. Portanto, novamente chegamoba= () e o

grafo séo balanceaddl.

Na Proposicdo 3.4 é importante observar guek € N e que a variagao de depende
da paridade de.. A Tabela 1 exibe o top dos grafd@ss ., 0 < k < 9eGry, 0 < k < 14,
enumerando todos os valoresidgque satisfazem as condi¢des para o grafo ser ou ndo-balancea
atendendo-se os limites impostos pela Proposicéo 3.4mApsiran = 6(par) tem-s& < k <9e
paran = 7(impar)11 < n < 14.

Gé 0<k<9 G7k 0<k<14
k| d(G) | n(G) k| d(G) | M(G)
0 2 2 nao-balanceado 0 2 2 nao-balanceado
1] 2,4 3 nao-balanceado 1 | 2,28 3 nao-balanceado
2| 2,66 3 ndo-balanceado 2 | 2,57 3 nao-balanceado
3 3 3 nao-balanceado 3 | 2,85 3 nao-balanceado
4| 3,33 4 ndo-balanceado 4 | 3,14 4 ndo-balanceado
5 3,66 4 ndo-balanceado 5 | 3,42 4 nao-balanceado
6 4 4 ndo-balanceado 6 | 3,71 4 ndo-balancead®
714,33 5 balanceado 7 4 4 nao-balanceado
8 | 4,66 5 balanceado 8 | 4,28 5 nédo-balancead®
9 5 5 balanceado 9 | 4,57 5 nao-balanceado
10 | 4,85 5 nao-balanceado
11| 5,14 6 balanceado
12 | 5,42 6 balanceado
13 | 5,71 6 balanceado
14 6 6 balanceado

Tabela 1: Grafo$7s,, 0 < k < 9eG7, 0 < k < 14 balanceados e ndo-balanceados
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A definicdo que segue corresponde aos grafps que foram introduzidos por Brualdi e
Solheid (1986).

Definicéo 3.5 Sejamn, k € Z tais que0 < k < n — 3. Considere,, ;, um grafo conexo com
vértices en + k arestas construido da seguinte forma: primeiro rotulamswértices dd an e
ligamos 1 a cada um dos demais vértices, para construir &lesst,, de centro 1. A seguir, ligamos
0 Vértice 2 aos vertices numerados3iaté k + 3.

Na Figura 8 exibimos alguns exemplares dos grafos dadosfiradae 3.5.

Figura 8: Grafong,g, H9,4 eHlo,s .

A proposi¢éo que segue mostra, para gudixo, e0 < k < (n — 3) o top do grafoH,, ;.
€ uma funcao crescente éntuja prova € analoga a aquela dada na Proposi¢éo 3.4.

Proposicéo 3.6 Para todo grafoH,, 5, tal que0 < k£ < n — 3, temos

N(Hn,O) <...< N(Hn,k) <...< N(Hn,n—i’))-

A Proposicéo 3.7 mostra, que os valores do topige sao exatamente 2,3 ou 4, depen-
dendo do subintervalo dé,n — 3] ondek esteja.

Proposicéo 3.7SejaH,, , tal quen > 7e0 < k < n — 3. Paran par, tem-se

Paran impar, tem-se
2>Se k= 0,
p(Hyp) =14 3,se 1<k<mH 1
4,se 2EL <k <n-—3,

Prova: Paran par, o grafoH,, ;. possuin+k arestas, logo a média dos graus é igu#{l@) = 2+%.
Sek = 0, entdod(G) = 2 = p(Hy). Sek = 1, entdou(H,,1) = [2+ 2] = 3. Dado quen é par,
podemos tomak = 3, entaou(H,, » ) = [2+ 2.2] = 3. Logo, pela Proposicéo 3.6(H, ;) = 3
paratodol < k < %.Sek = % + 1, entdop(H, 2 1) = [2+ 2(3 +1)] = 4. Sek =n —3,
entdou(Hy,,—3) = [2+ 2(n —3)| = [4— &] = 4, para todox > 6. Portanto, pela Proposi¢&o
3.6,u(Hy ) = 4 parag + 1 < k < n — 3. Paran impar a prova segue de forma similmir.
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Lema 3.8 Exceto para os grafosls o e H, ; todos os demai#l,, ;, sdo grafos ndo-balanceados.

Prova: Para os casos em que= 3,k =0en =4,k = 1, os grafos ten\ (H3 o) = A(Hs1) =3
eu(Hso) = p(Ha) = 3. Portanto,Hs o e H, 1 S@o balanceados. Agora, Para: 5, A(Hs i) = 4
ese0 < k < 2, é facil verificar queu(Hs 1) = 2 ou 3. Assim, neste cas@/ = () e o grafo é néo
balanceado. Pama = 6, A(Hgx) = 5 e se0 < k < 3, facilmente obtemog(Hg ;) = 2 ou 3.
Novamente obtemas +# (), provando sef, ;, ndo balanceado. Finalmente, par& 7, segue-se
da Proposicéo 3.7 que(H,, ;) € {2,3,4}. Nestes casos\(H, ;) > 6 e, portanto, o conjunto de
vértices superiores de tais grafos é ndo vazio e o grafo éaldondeado, o que completa a prova.
|

O Lema 3.9 determina os conjuntos de vértices inferiorelganbaados e superiores de
H, k.

Lema 3.9 Dadon > 7, sejaH,, ; tal que0 < k£ < n — 3. Entao,

i) sek=0,|L|=n—-3,|B|=2e|U| =1,
i) sek =1,

Ll=n-2,

Bl=1le|U|=1;
iy se2<k<n-—3,|L|=n—2|Bl=0e|U|=2.

Prova: Sek = 0 ouk = 1, os grafosH,, o e H,,; possuem exatamente 1 vértice de grad 1, 2
vértices de grau 2. Pafd,, o han — 3 vértices de grau 1, enquanto pdfg ; ha somente 1 vértice
de grau 3 e» — 4 vértices de grau 1. Da Proposi¢ao 3u{H, o) = 2 e u(H, 1) = 3. Portanto,
enquanto pardl,, o temos|L| =n — 3, |B| =2e|U| = 1, paraH,,; temos|L| =n — 2, |B| =1,
|U| = 1.

Sejamm > 8, npare2 <k < %. Logo, H,, ;, possui exatemente 1 vértice de grau 1,
k + 1 vértices de grau 2, 1 vértice de grau- 2 en — k — 3 vértices de grau 1. Pela Proposi¢éo
3.7u(Hpy) = 3. Como2 < k < 5 temos que o vértice de grau+ 2 € um vértice superior,
poisk + 2 > 4. Portanto,|L| = n — 2, |B| = 0, [U| = 2. Agora analisaremos 0 caso em que
% +1 < k < n-—3. Assim, H, ; possui exatemente 1 vertice de grau- 1, k + 1 vértices de
grau 2, 1 vértice de graki+ 2 en — k — 3 vértices de grau 1. Pela Proposicao 3., ;) = 4.
Como3z +1 < k < n— 3temos que o vértice de grau+- 2 € um vertice superior, pois+2 > 7.
Portanto|L| =n — 2, |B| =0, |U| = 2. Paran impar en > 7 a prova é similaril

4. GpreH,parak =0el

Para os casos = 0,1, decorre diretamente das Definicdes 3.2 e 3.5 o isomorfismo
H, = G, k- A partir dessa observagao, obtivemos os resultados asegui

Lema 4.1 Paran > 5 ek = 0, os grafosH,, o = G, o sdo grafos nao-balanceados, com gap nulo
e possuem apenas um conjunto equilibrador pleno.

Prova: Pelo Lema 3.8H, ( € ndo-balanceado. Conto= 0, da Proposi¢éo 3.8L| = n — 3,
sendo 03! — 3 vértices de grau 1, /| = 1 sendo o vértice de grau— 1. Considerd¥| = ¢,

0 numero de vértices de um subconjuto Id@ossivel candidato a conjunto equilibrador. Como
d(Hy0) = p(Hpp) = 2, usando a expressao (1), chegamos a

t+n—1
t+1

Portanto,H,, o possui um conjunto equilibraddr comn — 3 vértices. ComgQL| =n — 3,V = L
e portanto é o conjunto equilibrador plerb.

=2=t=n-—3.
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Lema 4.2 Paran > 7 ek = 1, os grafosH,, ; = G, 1 Sdo ndo-balanceados e possuem conjuntos
equilibradores de cardinalidad&;> sen é impar €25 sen é par.

Prova: Comon > 7, podemos usar o Lema 3.8 para concluir diig; € ndo-balanceado. Como

k =1, pelas Proposigdes 3.7 e 3.9, teny$é/,, 1) = 3, |L| = n — 2, sendon — 4 vértices de grau

1 e 2 vértices de grau 2. ComdH,, 1) = 3,n > 7 e H, ; possui um Unico vértice universal, entdo
|U| = 1. Nessas condigdes, um possivel conjunto equilibradde H,, ; poderia tert; vértices

de grau 1 e um vértice de grau 2 buvértices de grau 1 e dois vértices de grau 2. Novamente da
express&o (1) e de modo analogo ao raciocinho anterioractegque; = 252 ety = 255, Dado
quety,ty S80 nUmeros naturais, a cardinalidade de cada equilibssidpode ser satisfeita poy
guandon é impar e pot, quandon é par. Logo, para > 7, por construcao é facil realizar grafos
H, 1 com mais de um conjunto equilibradd.

5. Consideracgdes Finais

Neste trabalho foram determinados os valores do top pareaéssd?,, ;. e G, ;, com a
finalidade de encontrar valores kepara os quais esses grafos sdo balanceados ou ndo. Visto que
estes grafos sdo extremais para a medida de irregularicdithidd por Collatz (ver Bell (1992)),
seria natural esperarmos que tais grafos fossem ndo-baldos: O que realmente acontece para 0s
grafosH,, ;. Ja para os grafos da familia, ;,, se o valor dé: for relativamente grande, a intui¢éo
n&o se confirma. E muito provavel que o valor da medida deulagigade diminua enquanto o
valor dek cresce. Como trabalho futuro sugerimos a investigacie ¢ast
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