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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo propor um novo modelo para analise do mapa
perceptual gerado via escalonamento multidimensional ndo métrico aplicado a matrizes de
similaridades (correlacdo). O modelo explora a variabilidade interna do algoritmo SMACOF
(Scaling by MAjorizing a COmplicated Function). O SMACOF necessita uma matriz de entrada
para obtencdo da solucdo final e no caso deste trabalho diferentes solugdes iniciais foram geradas
utilizando distribui¢do Normal das coordenadas. Como resposta o SMACOF produz diferentes
mapas perceptuais, que apds o alinhamento das configuragdes via analise de Procrustes
Generalizada é obtido o mapa de consenso ¢ também as regides de confianca dos objetos no
espacgo bidimensional utilizando técnicas ndo paramétricas de reamostragem. Como resultado da
aplicagdo de método obteve-se o mapa perceptual de consenso que e incorpora a variabilidade da
solugdo em fungdo da configuragdo inicial adotada, gerando regides de confianga.

PALAVRAS CHAVE. Escalonamento Multidimensional. Procrustes. Reamostragem.
Area de classificagdo principal (Outras aplicagdes em PO (OA))

ABSTRACT

The main issue of this paper is to propose a new model for evaluation of the perceptual
map obtained by nonmetric multidimensional scaling applied to similarities matrix (correlations).
The model explores the internal variability of SMACOF algorithm (Scaling by MAjorizing a
COmplicated Function). SMACOF needs an initial matrix to obtain the final solution and in this
paper different initial solutions were provided using Normal distribution of the coordinates.
SMACOF produces different perceptual maps, which are aligned by General Procrustes Analysis
and a consensus map is obtained and also objects confidence regions in a bi-dimensional space
using non parametric techniques, known as randomization tests. As a result the method generated
the consensus perceptual map and the variability introduced by the initial configuration adopted,
producing confidence regions.

KEYWORDS. Multidimensional Scaling. Procrustes. Randomization tests.
Main area (Other applications in OR (OA)).
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1. Introducao

O Escalonamento Multidimensional — MDS ¢ um método que toma por base a
proximidade de objetos, sujeitos ou estimulos utilizados para produzir uma representagdo
espacial dos mesmos (HARDLE; SIMAR, 2007). A proximidade expressa a similaridade ou
dissimilaridade entre objetos. O MDS ¢ uma técnica de redugdo de dimensdo, uma vez que seu
objetivo € encontrar um conjunto de pontos em baixa dimensao (usualmente duas dimensoes) que
reflitam a configuracdo dos dados em alta dimensao.

Cox e Cox (2001) apresentam uma definicdo de MDS que chamam de “estreita”
parecida com a apresentada acima, ¢ uma “larga”, ou seja, MDS pode conter varias técnicas de
analise multivariada de dados, e no extremo, ela se refere a qualquer técnica que produza uma
representacdo grafica dos objetos a partir de dados multivariados.

Borg e Groenen (2005) definem MDS como um método que representa medidas de
similaridade (ou dissimilaridade) entre pares de objetos como distancias entre pontos em um
espaco de baixa dimensdo. Os autores descrevem quatro propoésitos do MDS: a) MDS como um
método para representar (dis)similaridade como distdncias em um espaco dimensional com
poucas dimensoes, afim de tornar os dados acessiveis a inspegdo visual e analise exploratoria; b)
Como uma técnica que permita que se teste de que forma certos critérios pelos quais uma pessoa
pode distinguir diferentes objetos de interesse sdo espelhados em uma correspondente diferenca
empirica desses objetos; ¢) Uma aproximagdo analitica que permita descobrir as dimensdes que
estdo sob os julgamentos de (dis)similaridade; d) Como um modelo psicoldgico que explica
julgamentos de (dis)similaridade em termos de regras que se aproximam de um tipo particular de
func¢do de distancia.

Paez (2009) apresenta os modelos MDS divididos em dois grandes grupos: Métrico e
Nao-Métrico. Os modelos métricos consideram transformagdes que relacionam dissimilaridades a
distancias considerando além da ordem, os valores de dissimilaridades intrinsecos. O MDS
métrico estd usualmente associado a transformagdes de razdo, ou seja, d; j = bd;; onde b € um

escalar, d;; € a pseudodistancia e 6;; € a dissimilaridade. Para transformagdes intervalares tem-se

~

dij =a+bd;;, a representa a generalizagdo do modelo de razdo, sendo a € b valores
desconhecidos. Desta forma o problema do MDS ¢ estimar simultaneamente os valores de d; jea

configuragdo de pontos X, de tal forma que d;;(x) ~ d; j- Nos modelos ndo métricos, doravante
designados por NMDS as disparidades estdo restritas somente a manutengcdo da ordem das
proximidades. Os valores das disparidades sdo arbitrarios e devem obedecer somente a
monotonicidade.

O NMDS ordinal ¢ um caso especial de MDS, e possivelmente o mais importante na
pratica (COX; COX, 2001). Ele é usado normalmente quando, por exemplo, desejamos obter o
julgamento, colocando os objetos em ordem crescente ou decrescente de importancia sob a Otica
de um avaliador.

O objetivo deste trabalho ¢ o de propor um novo modelo de NMDS, que incorpore a
variabilidade interna do mesmo na solugdo final, isto ¢, a solu¢do do NMDS parte, via de regra,
da solugdo do MDS (métrico). Nesta proposta a solugdo do NMDS se dard a partir de varias
solucdes iniciais geradas aleatoriamente por uma distribuicdo ~N(0,1), e com isso se pode obter
ndo somente as coordenadas dos objetos no espago em baixa dimensdo, mas também as regides
de confianca permitindo a analise do resultado obtido considerando a incerteza de
posicionamento dos objetos no novo espago.

Tal solugdo permite avaliar melhor as diferencas entre os objetos, bem como a
distribuicao dos dados bivariados (para o caso de 2 dimensdes).
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Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: na se¢do de introdugdo, foi
abordada a motivacgdo e os objetivos para desenvolvimento deste trabalho; a Se¢do 2 uma breve
revisdo sobre inferéncia estatistica no MDS. A Secdo 3 apresenta o método proposto MDSvarint;
a Secdo 4 apresenta um experimento realizado e resultados obtidos com a utilizagdo do método; e
finalmente a Secdo 5 com as consideragdes finais.

2. Inferéncia Estatistica no MDS

A inferéncia estatistica para problemas MDS foi muito debatida no passado, conforme
citado por Cox e Cox (2001), sendo que alguns pesquisadores sugerem que o MDS permaneca
com uma caracteristica de técnica exploratéria ou representacdo dos dados, enquanto outros
afirmem que alguns esforcos deveriam ser envidados para dotar os modelos MDS da teoria do
erro ¢ alguns aspectos probabilisticos.

Cox e Cox (2001) citam que desde 1982 algumas pesquisas sobre inferéncia no MDS
foram realizadas, mas que ainda ndo causaram grande impacto na utilizag@o da ferramenta.

A idéia é que exista uma configuragcdo de pontos no espago Euclidiano que representa
os objetos, e como usual, d;s é a distancia Euclidiana entre os objetos r ¢ s. Considerando que d,s
tem fungdo de densidade de probabilidade p(6,s\d,s). Assume-se que as observagdes sdo
independentes e identicamente distribuidas e, portanto a fung¢ao de verossimilhanga ¢

=" Inp(Srs\dys) (1)

As distincias podem ser escritas em termos das coordenadas dos pontos, dZ; =
(x, — x5)T(x, — x,), e, portanto a fungio de verossimilhan¢a pode ser minimizada em relagdo a
x, e todos os parametros da fungdo de densidade de probabilidade p. Obtém-se dessa forma os
estimadores de maxima verossimilhan¢a das coordenadas, X;..

Duas distribuigdes possiveis para §,5\d,s sdo a Normal e a Log-Normal. Para a Normal
tem-se:

8rs~N(dys, d7s0?) )
Neste modelo existe probabilidade diferente de zero para valores negativos de &,..
Para o modelo log-Normal, tem-se:
Ln §,s~N(Ln d,g, c?) 3)

Ramsay (1982) citado por Cox e Cox (2001) sugere uma transformacdo das
dissimilaridades baseada em regressoes splines, o que torna o modelo muito complicado, e esta ¢
a principal razdo de criticas aos modelos de inferéncia para o MDS.

O modelo MULTISCALE (Maximum likelihood Scaling) foi proposto por Ramsay
(1991) para resolver o modelo MDS de maxima verossimilhanga, considerando a distribuigao
Normal e Log-Normal e transformagdes splines das dissimilaridades. O modelo permite inclusive
obter as regides de confianga, pela estimativa da matriz de covaridncia. Um problema ocorre
porém devido ao fato dos modelos MDS serem invariantes a rotacao, translacdo e reflexdo, e
desta forma a matriz de covariancia ¢ afetada. Ramsay resolveu este problema restringindo a
configuragdo de méxima verossimilhanga de forma que o centroéide da configuragdo esteja na
origem e a matriz X7 X transformada seja diagonal. Observa-se desta forma que a configuragio de
maxima verossimilhanga é dependente da restricdo imposta ao modelo.

Weinberg, Carroll e Cohen (1984) utilizaram as técnicas de reamostragem Bootstrap e
Jackknife para verificar se as mesmas podem ser generalizadas para os modelos INDSCAL
(Individual Differences Scaling) para obtengdo das regides de confianga. As duas abordagens
foram comparadas ao modelo MULTISCALE. A conclusdo € que as técnicas podem ser
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utilizadas para testar a precisdo da localizacdo das coordenadas dos objetos no espago. A técnica
Jackknife que é uma aproximacao linear da estatistica em comparagdo com o Bootstrap, que nio
¢ linear, e apresentou resultados satisfatérios e muito proximos.

Krzanowski (2006), afirma que muitas andlises de MDS findam com a produgdo de
uma representagdo pictorica em duas ou trés dimensoes, mas na verdade este é apenas o ponto de
partida e assim propds um método para analise de sensibilidade do MDS métrico que consiste em
realizar n+1 andlises de coordenadas principais (PCO), uma vez na matriz completa e uma vez
para cada omissao de uma linha/coluna desta matriz. As coordenadas dos pontos s3o calculadas
pela decomposi¢@o espectral. Cada versdo reduzida da matriz é aumentada calculando-se as
coordenadas do ponto omitido, usando uma foérmula que requer somente a multiplicagdo de
matrizes ja calculadas. O autor sugere novos estudos para avaliar qual modelo probabilistico
poderia ser utilizado para inferéncia, e sugere que estes estudos sejam realizados com Bootstrap.

Jacoby (2009) coloca muito bem o problema do MDS utilizado como ferramenta
exploratoria de dados ao invés de ferramenta para inferéncia, afirmando que o MDS ao reduzir
dimensdes ¢ estabelecer as coordenadas dos objetos nesse espagco de baixa dimensdo ndo
proporciona nenhuma informagéo sobre a variabilidade dos dados, de forma que ¢ praticamente
impossivel generalizar as conclusdes para uma populagdo. O autor utilizou o WMDS (modelo
INDSCAL) juntamente com o Bootstrap para gerar regides de confianca das coordenadas dos
objetos e também para analisar os pesos atribuidos a cada dimenséo.

Abdi, Dunlop e Williams (2009) apresentam um método para calcular intervalos de
confianca e de tolerdncia para classificadores representados em mapa tipo MDS utilizando
Bootstrap com a justificativa de incorporar a variabilidade na analise da representagdo espacial
dos objetos e também comparar a discriminagao entre as classes.

Saburi e Chino (2008) desenvolveram um modelo de maxima verossimilhanga para o
MDS assimétrico, que incorpora no seu resultado a confiabilidade das coordenadas dos objetos
na forma de regido de confianga. Os autores citam o método como superior aos obtidos via
técnicas de reamostragem, tais como Bootstrap, pois segundo os mesmos ndao ¢ simples a
implementagdo para os problemas de MDS.

3. Método proposto - MDSvarint

O método proposto neste trabalho parte da premissa de que a configuracdo final das
coordenadas dos objetos no espago de baixa dimensdo é func¢do da configuracdo inicial adotada
para solugdo do MDS ndo métrico, doravante designado por NMDS. A cada configuragdo inicial
adotada, uma solucdo final ¢ alcangada. Desta forma, pode-se obter regides de confianga no
espago das possiveis localizagdes das coordenadas dos objetos e compara-las entre si. Esta
variabilidade das coordenadas ¢ obtida internamente ao proprio algoritmo MDS-SMACOF
(Scaling by MAjorizing a COmplicated Function), e por esta razdo passamos a denomina-la de
MDS variabilidade interna — MDSvarint.

3.1 Reducéo de Dimenséao

O método inicia-se com uma matriz de dissimilaridade — D e a mesma ¢ aplicado o
algoritmo de solu¢do SMACOF, proposto por De Leeuw (1977) e recentemente implementado
por De Leeuw e Mair (2009) em um pacote do software estatistico R. O algoritmo parte de uma
solucdo inicial, que pode ser gerada por uma distribuicdo de Poisson, Normal ou Uniforme.

Cox e Cox (2001) citam a utilizacdo de uma configurac@o arbitraria como uma possivel
solucdo inicial para o NMDS. Os pontos podem ser colocados nos vértices de uma grade regular
p-dimensional, ou podem ser geradas por um processo de Poisson p-dimensional. Os autores
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recomendam que varias configura¢des iniciais sejam testadas a fim de evitar 6timos locais. A
utilizacdo da solugdo do MDS métrico também é recomendada pelos autores.

Como se busca a variabilidade das configuragdoes finais gera-se uma série de
configuragdes iniciais — Z com base nessas distribuicdes de probabilidade e entdo se submete
cada uma dessas configurag¢des ao algoritmo SMACOF.

O algoritmo SMACQOF, para solugdo do MDS ¢ também denominado de majoracao
iterativa - MI.

O principio da MI ¢é que ela gera uma sequéncia monotonica ndo crescente de valores
da fungdo de Stress (fungdo de perda).

A idéia central do MI ¢ substituir iterativamente a func¢éo original complicada f(x) por
uma fung¢do auxiliar g(x,z), onde z ¢ um valor fixo. A fung@o g deve obedecer aos seguintes
requisitos para que g(x, z) seja uma fungdo de majoracdo de f(x):

- A funcdo auxiliar g(x, z) deve ser mais simples de obter a minimizagdo do que f(x).
Por exemplo se g(x, z) é uma fung@o quadratica em x pode ser resolvida em 1 passo;

- A fungdo original deve ser menor ou no maximo igual a fungdo auxiliar; f(x) <
9(x,2);
- A fung¢@o auxiliar deve tocar a superficie no ponto de suporte z; f(2) < g(z, 2).

Retomando a fungdo de Stress do MDS, apresentam-se algumas defini¢des:

a) n representa o numero de objetos empiricos (estimulos, variavel, item, questao,
dentre outros dependendo do contexto);

b) Se uma observagdo foi realizada para o par de objetos i e j, um valor de
proximidade P;; ¢ dado. Se P;; for indefinido, tem-se um valor faltante. O termo proximidade ¢
usado genericamente tanto para similaridade quanto para dissimilaridade. Para similaridades
valores altos de P;; indicam que o objeto i € j ao similares;

c) A dissimilaridade ¢ uma proximidade que indica qudo diferentes sdo os objetos.
Valores pequenos indicam que os objetos sdo similares e valores altos, o contrario. A
dissimilaridade € representada por &;;.

d) X representa 1) uma configuragdo de pontos (ie. Um conjunto de n pontos em um
espaco m dimensional); 2) uma matriz nxm de coordenadas de n pontos relativos a m eixos de
coordenadas cartesianas. Um sistema de coordenadas cartesianas é um conjunto de pares de
linhas e retas perpendiculares (eixos coordenados). Todos eixos tem interse¢do na origem, O. A
coordenada de um ponto no eixo a ¢ a distancia direcionada (sinal) da projecdo perpendicular do
ponto na dire¢do do eixo @, a partir da origem. A m-tupla (X;,...X;) denota as coordenadas do
ponto i com respeito aos eixos a=1,...,m, sendo a origem (0,...,0).

e) A distancia Euclidiana entre dois pontos quaisquer i € j em X € o comprimento
de uma linha reta entre os pontos i e j em X. E calculado pela Equagdo

1
dij = [ Z‘=1(xl-a — xja)z]z, onde x;, ¢ a coordenada do ponto i relativo ao eixo a do sistema
cartesiano de coordenadas. Utiliza-se também d;;(X) para demonstrar que a distancia ¢ fungdo de
X.

f) O termo f(P;j) denota o mapeamento de P;j, ou seja, o valor atribuido a P;; de
acordo com a regra f. Algumas vezes pode ser escrito na forma f:P;; — f(P;j). Também
denomina-se f(P;j) como uma transformagédo de P;j. Outra simbologia que pode ser utilizada ao
invés de f(Pl]) ¢é dl]

O erro total de representagdo no MDS ¢ definido por:
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n
0 () = ) (diy = 8y)° @)

i<j
A relagdo i<j em (4) mostra que € suficiente somar somente metade dos dados, pois as
matrizes de dissimilaridade e distancias sdo simétricas. Com relagdo ao termo §;;, ressalta-se que
experimentalmente 0 mesmo pode ndo estar disponivel, de forma que o termo §;; € ndo definido.
Valores faltantes ndo impdem nenhuma restrigdo em qualquer distdncia X, entretanto define-se
um peso fixo wj; com valor de 1 se §;; € conhecido e 0 se for faltante. Outros valores de wj

também sdo permitidos, uma vez que w;>0. Isto define a versdo final do Stress proposto por
Kruskal (1964).

o, (X) = Z wi;(di (0 — 6ij)2 (5)
i</

Para todo conjunto de coordenadas X, um valor de Stress pode ser calculado, mas o
objetivo € obter o valor que minimiza o erro (4), ou seja, deseja-se minimizar o,.(X) em X.

A funcao de Stress em (5) pode ser desmembrada da seguinte forma:

i<j i<j i<j
o, (X) = n§ +n*(X) — 2p(X) (7)

A primeira parte 73 ¢ dependente somente dos valores fixos dos pesos w; j € nas
dissimilaridades fixas e ndo depende de X, portanto o termo 3 é constante.

A segunda parte, 72(X) é uma soma ponderada da distincia quadratica dl-zj(X ). A parte
final —2p(X) € a soma ponderada da distancia plana d;;(X).

No algoritmo SMACOF para solugdo do MDS, tem-se que:
0,(X) =n3+trX VX —2trX BX)X <n3 + trX VX — 2trX B(Z)Z = 1(X, Z)

Assim a fungdo 7(X, Z) € a fungdo simplificada de majoragao, que ¢ quadratica em X. O
minimo pode ser obtido analiticamente fazendo a 1* derivada T = 0.

Vi(X,Z) = 2VX — 2B(Z)Z = 0 (8)

De forma que VX = B(Z)Z
Para resolver o sistema de equagdes lineares para X, pré-multiplica-se por V',
entretanto a inversa V' ndo existe, pois V ndo tem posto completo. Utiliza-se entdo a inversa de
. i ~—1 _ ,
Moore-Penrose. A inversa de Moore-Penrose de V ¢ dada por V* = (V +11 ) -n7211.0
ltimo termo —n~211 ¢ irrelevante no contexto do SMACOF, uma vez que V* é multiplicado

por uma matriz ortogonal a 1, pois B(Z) tem autovetor 1 com autovalor = 0, assim atualizamos a
Equacao.
X4 =V*B(2)Z )

Se todos w;j = 1, entéo Vt=n"1Y,comJ=1-— n'111', e entao:

XU =n"1'B(2)Z (10)
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A equagdo (9) foi batizada por De Leeuw (1977) de transformacao de Guttman.

Apbés a redugdo de dimensdes via SMACOF, procede-se ao alinhamento das
configuragodes utilizando a Analise Procrustes Generalizada — GPA.

3.2 Analise Procrustes Generalizada - GPA

Como resultados obtém-se uma série de configuragdes finais, que pelo fato de suas
solu¢des serem invariantes a rotacdo, reflexdo e translagdo, as mesmas sdao entdo submetidas ao
processo de alinhamento utilizando a andlise Procrustes generalizada — GPA, que submete as
diferentes configuragcdes a um processo de obtengdo de uma configuragdo de consenso por meio
das transformacdes rigidas admissiveis das configuragdes, obtendo consequentemente
configuragdes finais alinhadas segundo um critério de erro das coordenadas. O termo Procrustes
originou-se do trabalho de Hurdley e Cattell (1962) apud Gower e Dijksterhuis (2004) que
estavam a busca de comparar uma configura¢do obtida por intermédio da analise fatorial com
uma configuracdo hipotética.

A GPA segundo Brombin e Salmaso (2009) ¢ uma ferramenta da estatistica da forma. O
termo forma ¢ definido pelos autores associando as propriedades geométricas de uma
configurag@o de pontos que sdo invariantes a mudangas de translagéo, rotacdo e escala. A analise
direta de um conjunto de pontos ndo € conveniente devido a presenga de erros sistémicos tais
como posi¢do, orientacdo e¢ tamanho, ¢ usualmente para que se possa conduzir uma analise
estatistica da forma confiavel normalmente o GPA ¢ utilizado para eliminar os fatores ndo
relativos a forma e para alinhar as configuragdes para um sistema de coordenadas comum.

A GPA ¢ uma técnica estatistica multivariada empirica na qual trés dimensdes estdo
envolvidas: os objetos de estudo, as pessoas que avaliam os objetos e os atributos nos quais os
objetos sdo avaliados. A GPA ¢ ideal para analisar dados oriundos de diferentes individuos
(DIJKSTERHUIS; GOWER, 2010).

As transformagoes permitidas no GPA sao translacdo, rotacao/reflexdo e escalonamento
isotropico, de forma que as distdncias relativas entre os objetos permanecam inalterada.
(RODRIGUE, 1999)

Diferentemente da andlise Procrustes cldssica que visa ajustar uma configuracdo teste
em relacdo ao uma configuragdo alvo, o GPA permite o ajuste simultdneo das m configuracdes a
uma configuracdo comum, referenciada por Rodrigue (1999), Borg ¢ Groenen (2005) como
configuragdo de consenso, ou espaco de consenso. O espago de consenso ¢ a média de todas as

N . ~ o . m
configuragdes apos as transformagdes. Desta forma, ao invés de examinar todos os o ) pares de

configuragdes, o principio é generalizar de forma que todas as m configuracdes sejam
simultaneamente transladas, rotacionadas, refletidas e escalonadas usando um processo iterativo,
de forma que o critério de ajuste seja minimizado.

A similaridade pode ser expressa segundo Rodrigue (1999) como uma minimizagao da
soma de quadrados das distdncias entre cada um dos mn pontos QY (configuragdes individuais
transformadas) e sua configuracdo centroide (soma de todas as configuracdes), denotada por Z;, e
o critério de otimizagdo consiste na minimizagao das distancias pela aplicagdo de transformacdes
adequadas as configuracdes.

A formula¢do matematica do GPA pode ser descrita da seguinte forma: Seja T; uma
matriz nxp com todas n linhas iguais a t; (1xp vetor linha), H; uma matriz ortogonal pxp e seja p;
escalares (j=1,...m). A translacdo para uma nova origem ¢ dada pela adicdo do mesmo vetor linha
(1xp) t; a toda linha de Xj. O escalonamento, a rotagdo e a translacdo podem, portanto, ser
expressos pela transformagao

Xj — pjXiH; + T; (11)
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O problema do GPA ¢ a determinagdo dos escalares p;, e das matrizes H; e T;

(j=1,...,m), de forma que a soma dos quadrados dos residuos, S, , seja minima. Isto ¢, obter uma
transformacao que torne as configuragdes iniciais tdo similares quanto possivel.

A estimagdo dos parametros desconhecidos usa a minimizacdo da soma dos quadrados
das diferencas entre cada par de configuragao:

n m
Sy = z A2 (p;Xi;H; + T; py Xy Hye + Tye) (12)
=

A forma de estimar os pardmetros Tj, p; € H; consiste na diferenciagdo de S, com
relagdo a Tj, p e H;. Entretanto alguns aspectos desse problema devem ser investigados antes da
realizacdo dessa operagdo. Inicialmente, sem perda do poder de generalizacdo, todas as
configuragdes X; podem ser centralizadas em seus centroides. Essa operagdo simplifica a
operacgao de translacdo. S, pode ser minimizado, tomando todos p; como 0, mas esta solu¢do nao
¢ interessante, € uma outra aproximagdo ¢ fixar o fator de escalonamento igual a 1. Gower e
Dijksterhuis (2004) propuseram uma forma mais satisfatoria para a estimativa do escalonamento
impondo a seguinte restri¢do Z}"zlpztr(XijT) 225-”21 tr(XijT), ou seja, a soma final de
quadrados na origem das configura¢des rotacionadas e escalonadas ndo ¢ alterada em relagdo a

inicial, ¢ este fato garante que a soma de quadrados dos residuos sera a mesma independente do
escalonamento realizado.

Finalmente a minimizagdo ¢ submetida a restrigdo de que as matrizes H;j, matrizes de
rotacdo, sejam ortogonais.

3.3 Obtencéo das Regibes de Confianga - reamostragem

Apés o GPA obtém-se as configuracdes alinhadas, cujas coordenadas sdo entdo
submetidas a uma estratégia de reamostragem (randomization tests), uma vez que ndo existe
garantia de que as coordenadas seguem uma determinada distribuicdo probabilistica (ie.:
distribuicdo Normal), especialmente por se tratar de um caso multivariado. A técnica escolhida
para esta implementagao foi o Jackknife, pois 0 mesmo apresentou bons resultados no trabalho de
Weinberg, Carroll ¢ Cohen (1984), e o mesmo ¢ de facil implementagdo. O objetivo do teste é o
de estimar a matriz de covaridncia, permitindo assim obter as regides de confianga das
coordenadas finais.

O Jackknife, introduzido por Quenouille (1949, 1956) apud Weinberg, Carroll e Cohen
(1984) como uma técnica estatistica para reduzir o viés na estimacdo de pardmetros, foi
generalizado por Tukey (1958) apud Weinberg, Carroll e Cohen (1984) para estimar o desvio
padrao dos pardmetros estimados.

Seja X,Xy,...,X, uma amostra aleatoria de tamanho N de uma distribuicio F
desconhecida. Se € ¢ um parametro de F, 6 € um estimador de 8 e 6; ¢ o estimador obtido pela
eliminagdo do i-ésimo membro da amostra. A estimagdo da variancia de 0:

N

Var = — IZ[éi =1k (13)

n 4
=1

Sendo § = %2?’:1 6,

Tukey (1958) apud Weinberg, Carroll e Cohen (1984) definiu ainda os pseudovalores,
6;, e os mesmos calculados da forma:

0; = N6 — (N —1)6; (14)
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Desta forma, a estimativa da variancia em fun¢ao dos pseudovalores ¢ dada por:

N
_ 1 _
Var = m;[b’i -0] (15)

Sendo = % N.o;

No caso multivariado, 6 passa a ser um vetor de parametros da populagdo e Sz a matriz
de covariancia. Dessa forma tem-se que:
1 N
~  =\rx  a\T
S~=—Z€-—9 6;—06 16

4. Experimento

Com o objetivo de demonstrar o método proposto, MDSvarint foi realizado um
experimento utilizando os dados extraidos do livro de Borg ¢ Groenen (2005) a partir de um
exemplo apresentado por Wish (1971), referente ao julgamento das similaridades entre 12
nacgoes.

O algoritmo SMACOF necessita na entrada de uma matriz de dissimilaridade, e desta
forma a matriz original foi transformada segundo §;; = S;; — 6,68, onde §;; ¢ a dissimilaridade e
S;j representa a similaridade de forma que a maior similaridade seja transformada na menor
dissimilaridade. Os elementos diagonais por definicdo, sdo igualados a zero.

Na sequéncia, para gerar uma referéncia comparativa, o problema foi resolvido
utilizando o MDS métrico ¢ também o NMDS, para duas dimensdes, utilizando o algoritmo
KYST (Kruskal-Young-Shepard-Togerson), com o resultado representado na Figura 1. No caso
do NMDS a configuragdo inicial foi a solugdo do MDS métrico. O valor de Stress obtido foi de
19,21.

O proximo passo ¢ a geragdo aleatdria de solugoes iniciais utilizando uma distribuigdo
~N(0,1). No caso deste experimento foram utilizadas 100 iteragdes do algoritmo (C=100). A
resolugdo via SMACOF, gerou uma distribuigdo dos valores de Stress que ndo tem aderéncia a
distribuicdo Normal (Teste KS - D = 0.3812, p-value = 4.766x10"%), com média igual a 25,19,
valor minimo de 21,59 e valor maximo de 47,06.

Comparando com a referéncia do MDS nao métrico, Stress de 19,21, conclui-se pelo
teste de Wilcoxon com correcéio de continuidade que os valores de Stress obtido sdo superiores
ao da referéncia ao nivel de significancia de 5%. (p-value < 2.2x10™'°)

Esta ja representa uma constatacdo importante, pois as solu¢des geradas aleatoriamente
ndo foram capazes de superar o ajuste obtido a partir da configuragdo obtida pelo MDS métrico.

A Figura 1 apresenta as 100 solugdes finais obtidas e a comparagdo com a solugdo do
MDS métrico e ndo métrico NMDS.
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FIGURA 1 — Resultado obtido pela solugdo do MDS métrico, Nao métrico e MDSvarint, sem
alinhamento das configuracdes.

Como era de se esperar, verifica-se que as solucdes geradas pelo MDSvarint, sdo
invariantes a rotacdo e reflexdo, e desta forma os pontos homologos das diferentes iteracdes

assumem uma distribuicdo aleatéria em torno da origem com diferentes raios.

Para eliminar este efeito realiza-se entdo o alinhamento das configuragdes por meio do

GPA. Na Figura 2 apresenta-se o resultado desse alinhamento.

o MDS
~ 8 Y. . . = NMDS
at L v" 5| e e MDSvarint
s 5SR E
= géﬂ * XL T, TP
L 2 - =2
o~ - 5
3 g, S gl o R HUSA
% o - - . -%
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- | o - '] (L] o
! |tP..' . & -
- L] 'l.
N 16 -
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| T I I T [
=3 =2 -1 0 1 2 3
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FIGURA 2 — Resultado obtido pela solugdo do MDS métrico, Nao métrico e MDSvarint, apds o

NMDS.

alinhamento das configuragdes com GPA.

Os pontos agora mostram a dispersdo obtida comparada com as solugdes do MDS e
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Para possibilitar analisar os dados (objetos individualmente) as matrizes originais
(k,m,n)=(12,2,100) foram convertidas em (n,m,k)= (100,2,12).

A seguir os pontos foram avaliados quanto a aderéncia a distribuicio normal
multivariada pelo teste Shapiro-Wilk, e todos os pontos (12) foram rejeitados (ndo seguem
distribui¢do normal multivariada)

Finalmente apresenta-se o resultado final do MDSvarint, na Figura 3, com as regides de
confianga construidas a partir da matriz de covariancia obtida pelo Jackknife Nao foram
representados todos os Paises pois o mapa ficaria confuso, € o objetivo ¢ o de mostrar a
habilidade do mesmo na analise de cada objeto.

Dimensé&o 2
0

=2

-4

Dimensé&o 1

FIGURA 3 — Resultado do MDSvarint, com regides de confianca gerados pelo Jackknife ao nivel
de significancia de 95% para os Paises Estados Unidos — USA, Japao — JP, Cuba — CB e China -
CH.

O MDSvarint proporciona ao analista visualizagdo das regidoes do espaco dos possiveis
pontos da solugdo MDS para o espago bidimensional. Verifica-se, por exemplo, que Estados
Unidos e Japao nao diferem estatisticamente entre si ao nivel de significAncia de 95%. O mesmo
para China ¢ Cuba. No entanto, tanto Estados Unidos quanto Japdo difere estatisticamente de
Cuba e/ou China.

5. Consideragdes finais.

O método proposto possibilita a analise exploratoria dos dados (ie.: representagdo
pictorica) e proporciona incorporar a variabilidade da solugdo em fungdo da configuragdo inicial
adotada.

Do ponto de vista tedrico, ndo se esta analisando a variabilidade dos dados de entrada,
até porque as mesmas ndo existem para o caso em que se parte de uma matriz de correlacdes
(similaridades) entre julgamentos de vérios observadores, mas sim a variabilidade interna do
MDS, que incorpora a variabilidade do proprio método, ou seja, a solugdo do MDS néo € tnica,
no sentido que a mesma ¢ dependente da solugdo inicial. O fato de partirmos sempre da solucdo
do MDS métrico reflete: 1) uma facilidade, pois se garante que ndo existirdo dois pontos iguais
(que inviabiliza a solucdo pelos métodos tradicionais); 2) limita a analise a um padrdo
estabelecido; 3) Define o NMDS como deterministico.
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A adogdo do MDSvarint apresenta como vantagens: a) O algoritmo SMACOF permite
a solucdo, mesmo com configuracdes iniciais com “empate” entre os objetos (“fies”); b)
Apresenta um novo modelo de analise permitindo explorar as possiveis configuragdes do espaco
final, dotando o NMDS com a teoria do erro. O fato das solugdes iniciais aleatorias gerarem
valores de Stress superiores aos métodos classicos pode ser considerado como limitante € merece
ser melhor investigado.

Como desenvolvimentos futuros, os autores sugerem a compara¢do do MDSvarint
utilizando métodos ndo paramétricos ¢ método de maxima verossimilhanga, bem como a
aplicagdo de outros métodos ndo paramétricos tais como Bootstrap, ¢ modelos que permitam
inferéncia (teste de hipdtese) via Permutagao.
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