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RESUMO

O presente trabalho traz uma nova proposta pagaducdo do problema de estratificacdo. Em tal
problema, deve-se determinarestratos populacionais (grupos) de forma queemeaxitos em cada
um dos estratos sejam mais homogéneos entre aiaRanstrucao de estratos homogéneos utiliza-se
funcdo objetivo que corresponde a uma expressawadéncia. A utilizacdo da estratificacdo
possibilita a obtengdo de estimativas mais prec@maseja, com um menor erro padrdo associado.
Com o objetivo de produzir estratos mais homogénpagpde-se no presente trabalho um novo
algoritmo que usa os conceitos da metaheuristicASPRA Ultima secao traz alguns resultados
computacionais para um conjunto de instanciassiderando a aplicacdo do GRASP e de
quatro algoritmos da literatura

PALAVRAS CHAVE: Estratificacdo. Amostragem. Metaheuristica GRASR.

ABSTRACT

This paper presents a new approach to solve théfisation problemln this problem, we must
determineL strata (clusters) so that the elements in eaciustr are more homogeneous among
themselves-or the construction of homogeneous strata, arctgefunction that corresponds to an
expression of variance should be considefé application of stratification makes it possibde
obtain more precise estimates, i.e., with a smaltesociated standard erréiming at producing
more homogeneous strata, this paper proposes aalgasithm that uses GRASP metaheuristic
conceptsComputational results are presented for a setsifiumtes and consider the application of
the GRASP algorithm as well as four algorithms fibimthe literature.

KEYWORDS: Stratification. Sampling. GRASP Metaheuristic. MH.
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1. Introducéo

Atualmente, boa parte das pesquisas realizadas pedtitutos oficiais de estatistica
considera a adocdo de um plano amostral. Ou sefes @a realizacdo da pesquisa define-se a
populacdo que sera investigada, o recorte geograibase de dados a ser utilizada para selegéo e o
esquema de amostragem que sera considerado. Oalenanio por amostragem possibilita a
obtencdo de estimativas (valores aproximados) parametros reais da populacdo entrevistando
apenas um subconjunto dessa populagédo denominamiirar(Bolfarine e Bussab, 2005

Acrescenta-se, ainda, que ao aplicar-se um plamsteath busca-se o equilibrio entre o
orcamento disponivel para a pesquisa e a necessid@dum bom nivel de precisdo para as
estimativas a serem divulgadas. Tal nivel de piegmde ser alcancado explorando de uma forma
eficiente a relacdo de homogeneidade observadaelementos da populacdo em estudo.

A consideracdo essas duas questbes implica enrporeo ao plano amostral a
amostragem estratificada. Com a utilizacdo datdstegdo, ou seja, com a reunido dos elementos da
populagdo em grupos, otestratos mais homogéneos, possibilita-se a producdo deastas com
um maior nivel de precisdo (menor erro padréo #&doc O “grau” de homogeneidade dos estratos
€ medido a partir da avaliacdo de uma expressdd@ne@ associada com uma variavel de
estratificacdo previamente escolhida da pesquisamséljuentemente, quanto menor o valor da
variancia, mais homogéneos seréo os estratos.

A partir da descricdo acima, observa-se que o @nudblde definicdo dos estratos pode ser
mapeado em um problema de agrupamento com umaofwigéativo ndo linear (variancia). De
acordo com a literatura, a elevada complexidadepioblemas de agrupamento torna atrativa e
necessaria a utilizacdo de abordagens baseadasueistinas e/ou metaheuristicas, em detrimento de
abordagens exatas. Em particular, propfe-se n@rmieesrabalho um algoritmo de estratificacédo
baseado na metaheuristica GRASP.

Este trabalho est4 dividido da seguinte forma:atds dois sdo apresentados 0s conceitos
basicos de amostragem e de estratificacdo. A $e&siraz uma descri¢do detalhada do problema de
estratificagdo e comenta os principais trabalhobtelatura. A se¢cdo quatro tem uma descricdo da
metaheuristica GRASP e do novo algoritmo de efitatfo proposto. Finalmente, na se¢éo cinco,
h& uma apresentacdo de um conjunto de resultadgsutacionais obtidos a partir da aplicacdo do
algoritmo GRASP e de quatro algoritmos da litemtufais algoritmos foram aplicados em
instancias artificiais e reais.

2. Conceitos sobre Amostragem e Estratificacao

Segundo Barbetta (2008) “A amostragem é naturaknesada em nossa vida diaria. Por
exemplo, para verificar 0 tempero de um alimentopeaparacdo, podemos provar uma pequena
porcdo. Estamos fazendo uma amostragem, ou sdjajne do todo (populagdo) uma parte
(amostra), com o propésito de termos uma idéizifimhos) sobre a qualidade de tempero de todo o
alimento”.

A aplicacdo da amostragem permite a obtencdo deniaf;des a respeito de parametros
populacionais desconhecidos, mediante a obserdidpenas uma parte (amostra) do seu universo
de estudo (populagdo). Os elementos de uma populs@d definidos como as unidades de
observacdo. Em termos matematicos, uma populagésponde a um conjunto 8kelementos que
possuem pelo menos uma caracteristica em comunopAlagdo pode ser formada por pessoas,
familias, estabelecimentos, domicilios, setoressitémins, ou qualquer outro tipo de elementos,
dependendo basicamente dos objetivos da pesquit@ & motivos para o uso da amostragem,
destacam-se os seguintes: (1) Economia: Em gerah-se muito mais econémico o levantamento
de somente uma parte da populacdo; (2) Tempo: Em penquisa eleitoral, a trés dias de uma
eleicdo presidencial, ndo haveria tempo suficigate pesquisar toda a populacéo de eleitores do
pais, mesmo com a disponibilidade de grandes mzidisanceiros; (3) Operacionalidade: E mais
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facil realizar operacdes de pequena escala. Unprabddidemas que tipicamente ocorrem nos grandes
censos é o de controlar os entrevistadores, ougajantir que: (i) o entrevistador fara as pergsint
de forma correta, evitando entendimento incorr@op entrevistador realizara todas as entrevistas
previamente estabelecidas, etc.

Levando-se em conta as informacdes que se preigfiedie para a populacdo, as restricdes
de custo da pesquisa e 0 nivel de precisdo desgjade-se optar por varios esquemas classicos de
amostragem (Lohr, 2010), quais sejam: amostragemsat@ma simples, amostragem de
conglomerados, amostragem sistematica e amostregieatificada.

Em particular, descreve-se a seguir 0s conceitosamestragem aleatéria simples
estratificada, tendo em vista que tal esquemaassidciado ao problema que foi o objeto de estudo
deste trabalho.

Segundo Bolfarine e Bussab (2005), na amostragtmatifisada divide-se uma populacao
em grupos, chamados de estratos, segundo algumastecisticas (variaveis) conhecidas na
populacdo da pesquisa. A utilizacdo da amostragtmratiicada tende a ser mais conveniente para o
administrador, resultando em um menor custo pasgyiea e pode produzir estimativas (valores
obtidos a partir da amostra) mais precisas parapal@cdo, ou seja, com um menor erro padrao
associado. Quando a variabilidade interna dostestfarmados for pequena, a estratificacdo foi bem
sucedida. Apresenta-se a seguir a notacdo bascaiada a amostragem estratificada e que foi
considerada nesse trabalho.

L Numero estratos

N NuUmero total de unidades daufegiio

n NUmero total de unidades mastra

Ny, Ndmero total de unidades daupagiio em cada estre(h =1,...,L)
n, Ndmero total de unidades dastracem cada estra(h =1,...,L)
Yii Valor de uma variavy , para d-ésimaunidade dd-ésimoestrato

L= YN, Valor médio d'Y na populagéo db-ésimoestrato

i=1
N
2 (YY) . « o
SHEE Variancia deY na populagéo db-ésimoestrato
N, -1
Tx Total associado com uradavel de estratificaca®

A estratificacdo é uma técnica bastante usada squisas por amostragem probabilistica,
sendo a parte essencial do planejamento amostrgdesguisas econémicas e de producdo. Com
aplicacdo da amostragem estratificada, uma populU d&com N unidades é dividida en L

subpopulagdes, con N;,N,,...,N;,...,N, unidades, respectivamente, chamadas de estratos
(Lohr 2010). Essas subpopulagbes nédo se superpdemadas em conjunto, abrangem a totalidade
da populacgéo, de tal modo que:
N, +N,+...+ N, +..+N_=N QD
Para que sejam obtidos todos os proveitos daifisa@dio, os valores cN, ,h=1,...,L ,

devem ser conhecidos, o que implica, consequentemarn definicdo dos estratos. Depois de
definidos os estratos, a partir do conhecimentoud® ou mais caracteristicas (variaveis) da
populagédo e considerando um tamanho de amnitreelecionam-se, de forma independer L,

amostras aleatorias de tamain,» (h=1...,L) que serdo alocadas ¢ sestratos, de forma que:

n+n,+..+n_ =n (2)
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A aplicagdo de um plano amostral estratificado eeqooncomitantemente, a solugéo de
dois tipos de problemas, quais sejam: a constrdgd@stratos e a escolha dos métodos de selecdo e
alocacdo das amostras nos estratos. Os fatores, (ROh0O) que influenciam a eficiéncia da
estratificacdo estatistica no que diz respeitoréstcacdo dos estratos sdo: a escolha da variavel de
estratificacdo, o nimero de estratos a serem farsnaccomo os estratos devem ser delimitados. A
escolha do método de alocacdo da amostra entrsti@gos também tem um impacto direto na
eficiéncia da estratificacédo, ou seja, no valovai#@ncia.

3. Problema de Estratificacédo

Considere que seja definida uma populagcédo de pesdgentificada por um conjunt®
formado por todas afN unidades da populagdo tal que= {123...,i,...,N}. Em seguida,

definindo-se uma variavel de interesse na pesquisa, para a qual sera cilouaa estimativa, a
populagéo € dividida em um ndmero pré-fixado deestratos, denotados pdt, E,,...,E, .

Considera-se, também, uma variavel de tamanfio (Azevedo, 2004) que é usada para a
estratificacdo e tem o valor conhecido para cad#ade da populacgéao.

Seja Y, ={y,,Y,,-Yy} um vetor populacional associado a variavel e
Xp ={X,, X,,...,Xy} 0 vetor populacional gerado pela variavel auxilr tal que, sem perda de
generalidade, se supde quex <x, <...<X,. As observagdes populacionais do vetd, séo
distribuidas enL estratos denotados pd ,E,,...,E,,...,.E, . Sendo tais estratos construidos em
funcéo de.-1 pontos de corteb, <b, <...<b, <...<b_:

E ={i:x <b} ’ E ={i:b <x<b}h=23.L-1 ’ E ={i:b_ <x}

ApOs a construgdo dos estratos seleciona-se de waddeles uma amostra aleatéria

simples de tamanhn, ,h =1...,L. A amostragem aleatéria simplésAQ é o método mais simples

e mais importante para selecdo de uma amostrapdele ser caracterizado através da seguinte
definicdo operacional: “De uma lista coN unidades elementares, sorteiam-se com igual
probabilidade n unidades”.

A partir de tais consideracfes, a resolucdo dolgmubd de estratificacdo consistird em
determinar os limites (pontos de cortg)<b, <...<b, <...<b_, de forma a minimizar a variancia

da variavelY ,
L 2

S
V= YN - ®)
et My Np
Deve-se observar que os valores @&, e th sédo definidos em fungéo dos limites dos

estratos. Todavia, o0 valor da variancia (equacata®iém dependerd do critério adotado para
definir o tamanho de amostra,, alocado em cada um dos estratos, a partir do taonda amostra

n. Para efetuar tal alocacéo, pode-se utilizar usrsdguintes expressdes abaixo (Lohr, 2010):

n nN n —M
n, =— 3.3 n, = —" 3.4 h— L 3.5
T (3.3) " TN (3.4) ZNh'Shy (3.5)
h=1

A expresséao (3.3) esta associada com a alodagifarme(AUn), que considera a alocacéo
de um mesmo tamanho de amostra para cada estrates@iiema de alocacéo indicado quando se
pretende apresentar estimativas separadas pare&staakm. A expressao (3.4) esta associada com a
alocacadProporcional (APr). Neste caso, a amostra de tamanhé distribuida proporcionalmente
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ao tamanho dos estratos, o que corresponde a uostramautoponderada, normalmente utilizada
guando se deseja fazer numerosas estimativasniéinad, a expressao (3.5) esta associada com a
alocacdo dédNeyman(ANe. Neste caso, o nimero de unidades da amostreem sdbservadas no

estrato h é proporcional aN,.S,,. Em geral, os tamanhos de amostra obtidos a parilocacdo

deNeymarproduzem uma maior reducdo do valor da variamcjadcao trés).

Um fato comum em amostragem é o de substitul¥-per X na expressdo de variancia,
levando-se em conta a correlacdo entre as varidvessa forma, tanto os pontos de corte quanto a
expressao da variancia serdo calculados em funea¥. dVuitos autores fazem essa mesma
substituicdo, entre os quais: Dalenius e Hodges9)l Ekman (1959), Lavallée e Hidiroglou (1988),
Hedlin (1998, 2000).

Uma vez efetuada tal substituicdo, deve-se mininsigguinte expressao de variancia:

-2 S Ny
V, =) N =2 a-— 4
CEIND ) (4)

A obtencdo do minimo global para a variancia deéfinem (3) ou (4), aplicando um dos
esquemas de alocacdo mencionados anteriormentespande a um problema de dificil resolucéo

tanto analitica quanto computacional, pd&, € uma funcé&o néo linear dos valolgsh,,....b _; e

0 numero de possibilidades diferentes de escolbsedevalores (para um dddel e ao menos duas
observacdes em cada estrato) é, no minimo, iguatameero de combinagbes dEN(/ZJ—l)

tomados (-1) a (L-1): CN/#%, ou seja, é da ordem EN"").
Observa-se que a alocacao de Neyman raramentezmedamanhos de amostra inteiros, o

gue implica, por sua vez, apenas em uma solucaa gua 6timo local. Ademais, para algumas
populacgdes, a aplicacéo de tal alocacdo pode fradornhos de amostra maiores que 0s tamanhos

populacionais K, > N, ). Adotando-se, nesse caso, um procedimento dstribdir o tamanho de
amostra excedente para outros estratos epdeN, , sendo mais uma vez comprometida a questéo

da otimalidade.

Em decorréncia, principalmente, da dificuldade efegninar os limites nos estratos, varios
algoritmos heuristicos foram propostos nas Ultidesadas. Um algoritmo bem conhecido e antigo
foi proposto por Dalenius and Hodges (1959). Tgbiamo aproxima a distribuicdo da variavel de
estratificacddX usando um histograma com varias classes, adotahgmtese de que a variavel de
estratificagdo é uniformemente distribuida (Lol¥1® dentro de cada classe. Com isto, o problema
tem uma solucdo simples com a aplicacdo da Regr®istabuicdo Cumulativa da Raiz da
Frequéncia, ou regra de Dalenius-Hodges, cuja igéscpode ser encontrada em Cochran (1977)
(capitulo 5). O algoritmo proposto por Hedlin (192800) estd associado com a regra extendida de
Ekman (1959), sendo, por esta razdo, também chamedalgoritmo de Hedlin alterado. E o
primeiro algoritmo a tratar simultaneamente do [@ola de delimitacdo dos estratos e de alocacéo
da amostra.

Considerando um nivel de preciséo pré-fixado, léead Hidiroglou (1988) proporam um
algoritmo que constréi os estratos considerandoirantizacdo uma expressdo associada com o
tamanho de amostraque sera alocado absestratos. Esse estudo também se diferencia dugigle
por considerar a alocacao poténcia (Azevedo, 2004).

Gunning e Horgan (2004) propuseram um algoritmoon#nado Geométrico. Um
algoritmo muito simples e pratico para a definigas limites dos estratos. Eles verificaram que para
distribuicbes assimétricas (Barbetta, 2008) os icieetes de variacdo poderiam ser
aproximadamente iguais entre os estratos, desdeogukmites dos estratos formassem uma
progressao geométrica e que a variavel de estediffo tivesse uma distribuicdo aproximadamente
uniforme. Kozak (2004) apresentou um algoritmo steatificacdo denominadeandom Searchral
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método tem certa similaridade com a metaheuristit&(Glover and Kochenberger, 2002). Khetn
al. (2008) desenvolveram um algoritmo baseado emramuagdo dindmica para determinar 0s
limites dos estratos. Tal algoritmo pode ser agticapenas quand¢ tem uma distribuicdo normal
ou triangular e a amostragem é feita com repogBélarine e Bussab, 2005).

Acrescentam-se a tais algoritmos heuristicos tvésdagens baseadas em metaheuristicas,
quais sejam: Keskintirk e Er (2007) proporam umortigo genético que determina
simultaneamente os limites dos estratos e alocd@d@amostra considerando quatro possiveis
esquemas de alocacgdo. Além disso, a concepcgaoalgesémo permite o nimero de estratos varie,
caracterizando um problema de clusterizacdo auicen@®ruz, 2010). Britet al (2007) também
desenvolveram um algoritmo genético que determénlimites dos estratos e que utiliza a alocagéo
de Neyman Em um trabalho mais recente, Brébal (2010) proporam um algoritmo que utiliza os
conceitos da metaheuristica ILS e do Path Reliniigver and Kochenberger, 2002).

4. Método de Resolucéo

Tendo em vista as dificuldades de resolucdo dolgmab e a limitagdo dos métodos
heuristicos propostos na literatura, no que comecarmualidade das solugbes vidveis produzidas,
prop8e-se no presente trabalho um algoritmo deatdgtacdo que utiliza os conceitos da
metaheuristicaGRASP (Feo e Resende, 1995; Glover e Kochenberger, 200a) algoritmo
apresentar-se-4 como mais uma alternativa em cebg;@abordagens propostas por Keskintirk e Er
(2007) e Britcet al (2007, 2010).

4.1 Metaheuristica GRASP

A metaheuristicaGRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procédweum
procedimento iterativo utilizado para resolver peafas de otimizacdo combinatéria. Cada iteracdo
do GRASP consiste de duas fases: construcdo e mcadaA fase de construcdo é caracterizada
pela obtengdo de uma solucdo viavel cuja vizinh@ngavestigada na fase busca local. A melhor
solucdo obtida apds todas as iteracdes sera adealogproblema.

Para construcdo da soluc8g € considerada uma lista de candidgidS) formada por
todos os elementos que se incorporado$Sgmio a tornam inviavel. DefinidalaC, deve-se avaliar
todos os seus elementos através de uma funcd@g(lpgiue representa o custo de se adicionar um
novo elementod LC na solu¢é&,. Uma forma de possibilitar uma maior variabilidades solu¢des
obtidas consiste em definir uma lista de candidagstita(LCR), formada pelos melhores elementos
avaliados nd C através da funcag. Ou seja, aqueles que se incorporados a solucamestrucao
produzem um acréscimo minimo (problema de minindi@gagEste processo representa o aspecto
gulosodo GRASR pois se considera sistematicamente os melhogeseatos para serem inseridos
na solucao.

O trabalho de Feo e Resende (1995) descreve desfvps esquemas para a construcéo da
LCR: (i) um inteirok é fixado e ok melhores candidatos, ordenadod._@asegundo algum critério,
sdo selecionados para compoL@R e (ii) em cada iteracdo da fase de construcémotd-se
respectivamente pogmi, € gmax 0S Menores e maiores acréscimos provocados peleciio de um
elemento [l LC na solugéo, segundo a avaliagdo de um funcdoayg(ds. A partir da aplicacao
dessa funcao e da utilizacdo dos valgrgs € Omax, pode-se definir;

LCR={t0 LC |g(t)< Gmin* ®(Omax Gmin), «0[0,1]}.
Quandoa=0, o procedimento de construcdo tornaysmsq pois aLCR tem apenas um

elemento, e quando=1, produz-se uma solucdo aleatéria, tendo em gistaalL CR tera todos os
elementos d&C. Tomando-se um valor intermediario para procedimento torna-se semi-guloso.
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A busca local é aplicada com o objetivo de melharsolucao iniciai, obtida na primeira
fase, tendo em vista que esta solucdo ndo é ndeessate uma solucao 6tima para o problema. Ou
seja, a busca local consiste na substituicdo dg&o®, pela melhor solu¢d®’ encontrada em uma
vizinhanca de&,.

Alternativamente, pode-se trabalhar com um conjdigoreto de valores pacaem vez de
considerar apenas um valor fixo. Dessa forma, etla d@racdo seleciona-se um vatgrde um
conjunto de valores. Prais e Ribeiro (2000) moatnaque ao utilizar-se um valor fixo para o
parametroa, pode-se retardar a obtencdo de solugbes de wdiaape, as quais eventualmente
seriam encontradas caso fosse utilizado outro yelaa. Sendo assim, foi proposta uma extensao
do procedimento GRASP basico, denominado GRASR/oeaita qual o parametmm é selecionado
aleatoriamente a cada iteracéo a partir de um ptmfliscreto de possiveis valores.

4.2 Algoritmo GRASP
Antes da aplicacao do algoritmo, efetua-se uma ficadéio no vetor populacionaX, .

Tendo em vista que abl observactes deX, estdo em ordem crescente, € possivel agrupa-las
considerando-se apenas os seus valores distintbsoligervacdes com mesmo valor devem
obrigatoriamente ficar em um mesmo estrato). Oa, sjnstréi-se um conjuntB ={b,,b,,...,b, }

que conténk valores distintos d¥, que correspondem aos possiveis limites paraatiésticdo da

populacédo. Uma vez definidos o numédrade estratos e o conjur®y deve-se escolh¢-1) limites
de B de forma a obter a menor varidncia possivel cerailo a expressao (4). Tais limites
corresponderdo aos pontos de ctxte b, <...<b, <...<b,_, da solugado corrente.

4.2.1 Procedimento de construcéo:
Define-se uma lista de candida LC cujos elementos correspondem aos limites (porgos d

corte) deB que podem ser adicionados a solucdo, e consementte definir os estratos
populacionais. Cada limite daLC tem o seu custo de sua insergdavaliado através a seguinte

expressao: th.th. Tal expressédo, denominada variancia parcial, éimitelsuperior para o valor

da variancia total definida na equagdo @gssa forma, para o primeiro limibeinserido na
solugao calcula-se a variancia parcial no 1° estrato (hfHra o segundo limite,

selecionado, calcula-se a variancia parcial p&@estrato (h=2), e assim sucessivamente.
. Ap6s o célculo do custo de insercdo de cada mtmrte na solugdo, também se calcula o

minimo e o maximo deg,, ou seja, a menor e a maior variancia parcialafipdestes valores,

define-se uma lista de candidatos restrifd que é formada por todos os pontos de corleGlais
queLCR={ b O LC | g<Ominta(gmax-9min)}- O ponto de corte que sera adicionado na solécao
selecionado aleatoriamenteldaR.

A condicao de parada do procedimento de constrégdefinida pelo nimero de estratos
gue devem ser formados. Sendo assim,‘riterh¢cdo temos a escolha dbpbnto de corte, na®2
iteracdo temos a escolha dod2 corte, e assim sucessivamente, até a escolthaldeésimo ponto
de corte. ApOs a escolha de um ponto de corttGRy atualiza-se 4C e sdo recalculados os
valores degmi € Gmax

Considerando o procedimento descrito acima,cs@istruidap solucdes iniciais em cada
iteracdo do GRASP, selecionando-se a de melhoidgdal (menor variancia) para a aplicacdo da
busca localTais solucdes correspondem a algumas das posssimdificacdes para o problema. A
aplicacao sistematica de tal procedimento tendiennar as solugdes iniciais de baixa qualidade.

Uma vez definidos os pontos de corte e, por coimstgws termosN, e S’ , deve-se
calcular os tamanhos de amositxaque serdo alocados do®stratos. Todavia, em vez da aplicagao
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da alocacdo déNeyman optou-se pela utilizacdo de uma formulacdo degrproacédo inteira
(proposta por Brito em 2005) que utiliza variavbigarias que assumem 0 valor um se um
determinado tamanho de amostrafor alocado a um estrato (h=1,...L). Para resolucédo desta
formulagédo, programou-se um algoritmo em linguagengue faz uso de um algoritmo de
programacao inteira disponivel no pacopSolve(também do R). Com a aplicacdo deste algoritmo
garante-se: 0 cumprimento das restrigdeiN, e Y n,=n e tamanhos de amostra que minimizam a
variancia da equacdo (4). Apds a aplicacédo dégsstmo, temos construida uma solucéo inicfal S
4.2.2 Procedimento de Busca Local:

A busca local é aplicada em cada ponto de cort8’ désando uma reducéo do valor da
variancia. Mais especificamente, a busca localréaterizada pela aplicacdo de dois tipos de buscas
binarias, sendo a primeira entre o primeiro pot@alte deB e cada um dof.-1) pontos de corte
de S e a segunda entre o Ultimo ponto de c@te os(L-1) pontos de corte de’.SA partir da
aplicacdo dessas buscas, sdo gerados pontos dentertnediarios que redefinem os estratos, ou

seja, ha uma alteracé@o nos valored\je szh, n, e, consequentemente, no valor da variancia.
Busca (1): Inicialmente, define-se um limite inferl; igual a 1 (1° ponto de corte B¢ e

um limite superiorLigual a um valox, que corresponde a posigdo que’ @dnto de corte de’S
ocupa enB. Em seguida, substitui-se 8 ponto de corte de’Spelo ponto de corte que ocupa a
m-ésima posi¢do emB , tal que m=(L, +L,)/2. Tal troca implica na redefinicdo dos estratos.
Consequentemente, calculam-se novos valores,detilizando o algoritmo exato (Brito, 2005) e
calcula-se o valor da variancia (eq. (4)). Haveradtucao no valor da variancia, atualiza-se a melhor
solucdo obtida até o momento (denomins&fa L, permanece inalterado e definedssg=m-1.
Em caso contrariol; =m+1 e L permanece inalterado. Considerando tal procedonaritusca é
aplicada em cada um dos pontos de corte da sobegéente enquantd, <L..

Busca (2): De forma analoga, define-se um limiterior L, igual q (posi¢éo do 1° ponto

de corte em $§ e um limite superiorl igual a um valok que corresponde a posicédo do Ultimo
ponto de corte eB. Em seguida, substitui-se ddonto de corte de’Belo ponto de corte que ocupa
a m-ésima posicao ers, tal que m= (L, +L,)/2. E novamente, havendo reducédo no valor da

variancia, atualiza-se a melhor solucdo obtidacat@omento (denominads), L, permanece

inalterado e L,=m-1. Em caso contrariol; =m+1 e L, permanece inalterado. A busca é

realizada em cada ponto de corte considerando manesndicéo de parada citada anteriormente.
Observa-se que as duas buscas partem da mesmaosioliegal S e ao longo das divisGes
(redefinicdio dos estratos) as solucBbe S sdo atualizadas, caso ocorra uma reducdo no valor d
variancia. Ao final da aplicac&o das duas busoasatse a melhor solucdo enBee S°. A tabela a
seguir ilustra a aplicacdo da busca local bindigufnas iteracdes) considerando L=4, o primeiro
ponto de corte de’® |B|=31.
Tabela 1- Exemplo da Aatido da Busca Binaria

Solugéo Pontos de Corte
S b, bis P21
S' (Li=1,L=7,m=4) b, D15 D24
S' (L=1,L=3,m=2) b, bis [
S (Li=7,L=31,m=19) bie bis b,
SZ (Li:20,L5:31,m:25) b25 blg b21
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A partir da tabela 1 é possivel observar, que gunads situacdes, a busca binaria pode
gerar uma solucdo com os pontos de corte fora orBama tais situacles, efetua-se uma simples
reordenacédo desses pontos.

5. Resultados Computacionais

O algoritmo GRASP e o algoritmo exato (Brito, 2065am implementados em linguagem
R. De forma a avaliar a eficiéncia do algoritmo GRA&Prealizado um conjunto de experimentos
computacionais com dados artificiais e dados réatslizando 27 instancias. Todos 0s experimentos
foram efetuados em um computador com 4GB de merR#li e dotado de dois processadores de
3.33 GHz Core 2 Duo). Os dados artificiais (disponibilizados bttp://www.britomopt.net/13.html
link Instancias GRASP foram construidos utilizando um procedimento dasmo trabalho de
Hedlin (2000) e os dados reais correspondem a agugtopulagfes. A primeira populacdo esté
associada com um conjunto de estabelecimentos exgrapos produtores de café (IBGE), sendo o
efetivo de pés de café a varidvel de estratificagiitsiderada. As outras trés populacbes foram
extraidas da pesquisa industrial anual de 2004 E)lBGendo o nimero de pessoas ocupadas a
variavel de estratificacdo considerada. Por motiessigilo da informacgdo, os dados das quatro
populagdes supracitadas néo foram disponibilizados.

5.1 Aplicacdo do Algoritmo GRASP

Em todos os experimentos realizados com 0 GRASEntero de iteragbes foi fixado em
100 e o numero de filtros foi igual a cinco. Acessia-se, ainda, que o algoritmo foi aplicado em
cada uma das 27 instancias considerando o nUmestidé¢os variando entre trés e seis.

Além da aplicacdo do algoritmo GRASP, foram utdias, para efeito de comparacéo,
guatro algoritmos da literatura, quais sejam: ibstcdo Cumulativa da Raiz da Frequéncia
(Cochran 1977, capitulo 5), Geométrico (Gunningoegien 2004), Genético (Britet al, 2007) e o
Random SearciKozak, 2004). Os dois primeiros algoritmos estigponibilizados em uma
biblioteca do softwar® e o algoritmo Genético esta disponibilizado em lirggrraDelphi. O Unico
algoritmo implementado pelos autores (Bjnfoi o Random SearchEm funcao dos algoritmos da
Distribuicdo Cumulativa e do Geométrico ndo sertarmaiivos, e do algoritmo genético ter sido
implementado enDelphi, a avaliacdo da eficiéncia dos algoritmos ficatrita a uma comparagéo
entre os coeficientes de variacdo (cv's) produzpples mesmos. O coeficiente de variacdo € uma

medida adimensional que pode ser definida @orF 100110X /T, . Ou seja, quanto menora,

menor é a variancia (e vice-versa).

As tabelas 2 e 3 a seguir contém alguns resul@daaplicacdo do algoritmo GRASP e dos
quatros algoritmos listados acima. Em particulartrés primeiras colunas dessas tabelas tém a
identificac@o da instancia (onde nimero ap6s a lefrindica o tamanho da populacibe o *
indica que os dados da instancia sdo reais) e lapasodois e trés trazem, respectivamente, o
tamanho da amostra considerada e o nimero de pitmate do conjuntB. E as colunas restantes
trazem os valores dos coeficientes de variacadabtnediante a aplicacdo do algoritmo GRASP e
dos algoritmos Geométrico (GEQO), da DistribuicdanQlativa da Raiz da Frequéncia (DCRF), do
Random SearctRS) e do algoritmo Genético (AG). Os valores istialdos e em negrito indicam a
melhor solugdo encontrada para cada instancia.

Uma andlise das tabelas dois e trés permite olssgueao GRASP produziu solucdes
melhores do que os demais algoritmos para a malaganstancias, sendo essas de tamanho variado.
Além disso, o algoritmo Genético (AG) seguidoREndom SearcfRS) foram os que produziram as
solucdes mais proximas das solugcbes GRASP. Umiagfb plausivel para esta Ultima observacéo
€ a de que esses algoritmos incorporam procedisertbusca local e perturbacédo que exploram de
uma forma mais eficiente do espaco de solu¢des.pracedimentos inexistem no caso do algoritmo
Geométrico e da Distribuicdo Cumulativa.
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Tabela 2 — Resultados dos Algoritmos (Trés e Quedtmatos)

N° de Estratos = 3 cv N° de Estratos = 4 cv
Instancia n |B| Grasp GEO DCRF RS AG Instancia n |B| Grasp GEO DCRF RS AG
r800 100 402 1555 3,129 1,669 1,917 1,581 r800 100 402 0997 2,747 1,054 1,475 1,051
r1000 200 469 0592 1,909 0,911 1,091 0,595 r1000 200 469 0369 1,184 0,623 0,581 0,458
r1076* 200 88 1045 2,215 1,065 1,900 1,047 r1076* 200 88 0,692 1,665 0,791 1,475 0,688
r1500 140 578 2,055 3,420 2,266 2,008 2,056 r1500 140 578 1,290 2,393 1,297 1,439 1,289
r1616* 200 165 1,570 2,400 1,572 2,165 1,570 r1616* 200 165 1,004 1,732 1,043 1,439 1,010
r2000 500 730 0231 1,301 0,646 0,548 0,238 r2000 500 730 0,148 0,378 0,421 0,243 0,188
r2911* 200 247 3,224 3,619 4,117 3,441 3,224 r2911* 200 247 2,227 2,525 2,664 2,326 2,226
r4000 700 1159 0,248 0,735 0,504 0,388 0,248 r4000 700 1159 0,155 0,511 0,328 0,184 0,156
r5000 800 1331 0156 1,133 0,436 0,388 0,169 r5000 800 1331 0,099 0,285 0,418 0,184 0,135
r8000 900 1855 0,341 1,366 0,631 0,720 0,344 r8000 900 1855 0,213 0,551 0,493 0,335 0,214
r10000 2000 2072 0,126 0,563 0,393 0,282 0,126 r10000 2000 2072 0,079 0,187 0,253 0,123 0,080
r12000 800 2410 0536 1,701 0,798 0,917 0,539 r12000 800 2410 0,322 1,062 0,657 0,574 0,324
r15000 2000 2688 0,220 0,772 0,487 0,420 0,221 r15000 2000 2688 0,137 0,410 0,318 0,215 0,138
r16000 1000 2794 0,603 1,887 0,927 1,026 0,605 r16000 1000 2794 0364 1,342 0,765 0,676 0,366
r18000 1000 3059 0,972 2,305 1,269 1,296 0,977 r18000 1000 3059 0,594 1,906 0,904 1,222 0,596
r20000 2000 3227 0,309 1,038 0,642 0,562 0,310 r20000 2000 3227 0,191 0,655 0,388 0,303 0,192
r20742* 734 784 1,997 2,195 2,859 2,053 1,997 r20742* 439 784 1,973 2200 2,821 2,081 1,973
25000 2000 3685 0419 1,073 0,651 0,613 0,421 25000 2000 3685 0,258 0,846 0,486 0,439 0,259
28000 1500 3942 0,658 1,227 0,885 0,727 0,660 r28000 1500 3942 0402 1,126 0,602 0,720 0,404
32000 1000 4321 1,509 2,506 1,570 1489 1,513 r32000 1000 4321 0,709 1,899 1,028 0,720 0,911
35000 2800 4486 0,336 1,218 0,585 0,656 0,337 35000 2800 4486 0,209 0,662 0,476 0,330 0,212
r40000 3400 4882 0,350 0,840 0,596 0,482 0,351 r40000 3400 4882 0,219 0,695 0,382 0,373 0,220
50000 3000 5558 0,513 1,291 0,770 0,740 0,516 r50000 3000 5558 0,316 1,046 0,525 0,626 0,318
60000 1000 6218 1,728 3,175 1,859 1,813 1,738 r60000 1000 6218 1,043 2,474 1,563 1,957 1,046
70000 1800 6762 1,159 1,971 1,197 1157 1,163 r70000 1800 6762 0,692 1,615 0,829 1,153 0,694
r80000 2400 7222 0,903 1,907 1,041 1,093 0,907 r80000 2400 7222 0546 1,549 0,900 1,142 0,548
90000 2800 7925 0,789 1,335 0,974 0,788 0,791 r90000 2800 7925 0474 1,127 0,700 0,789 0,480
Tabela 3 — Resultados dos Atgwt (Cinco e Seis Estratos)
N° de Estratos = 5 cv N° de Estratos = 6 cv
Instdncia  n |B| Grasp GEO DCRF RS AG Instancia  n |B| Grasp GEO DCRF RS AG
r800 100 402 0704 1,617 0,883 1,018 0,890 800 100 402 05560 1,431 0,698 0,799 0,800
r1000 200 469 0,272 0,694 0,503 0,435 0,395 r1000 200 469 0,205 0,671 0,385 0,362 0,280
r1076* 200 88 0517 1,290 0,644 1,018 0,521 r1076* 200 88 0410 1,069 0,521 0,799 0,429
r1500 140 578 0927 1,958 0,991 1,224 0,927 r1500 140 578 0749 1567 0,824 0,908 0,768
r1616* 200 165 0,735 1,383 0868 1,224 0,732 r1616* 200 165 0,632 1,096 0,705 0,908 0,630
r2000 500 730 0,109 0,415 0,295 0,223 0,153 r2000 500 730 0,088 0,238 0,251 0,154 0,114
r2911* 200 247 1617 2,038 1,713 1,931 1,620 r2911* 200 247 1,272 1675 1,322 1,602 1,262
r4000 700 1159 0,116 0,296 0,240 0,152 0,118 r4000 700 1159 0,092 0,268 0,212 0,115 0,123
r5000 800 1331 0.072 0,323 0,400 0,152 0,106 r5000 800 1331 0.059 0,180 0,387 0,115 0,073
r8000 900 1855 0.154 0,508 0,456 0,291 0,160 r8000 900 1855 0.122 0,363 0,432 0,209 0,136
r10000 2000 2072 0,059 0,199 0,193 0,118 0,061 r10000 2000 2072 0.047 0,124 0,139 0,078 0,049
r12000 800 2410 0,239 0,647 0,611 0,387 0,245 r12000 800 2410 0,188 0,572 0,572 0,369 0,206
r15000 2000 2688 0,101 0,291 0,236 0,174 0,101 r15000 2000 2688 0,081 0,238 0,202 0,134 0,090
r16000 1000 2794 0,270 0,696 0,697 0,424 0,273 r16000 1000 2794 0,211 0,653 0,635 0,447 0,214
r18000 1000 3059 0433 1,016 0,755 0,605 0,437 r18000 1000 3059 0,345 0,885 0,689 0,623 0,340
r20000 2000 3227 0140 0,393 0,329 0,232 0140 r20000 2000 3227 0,110 0,337 0,302 0,190 0,112
r20742* 327 784 1,883 2,104 2,589 1,979 1880 r20742* 242 784 1864 2,118 2,595 1,995 1,860
r25000 2000 3685 0,188 0,444 0,340 0,264 0,187 r25000 2000 3685 0,148 0,408 0,312 0,261 0,150
r28000 1500 3942 0,296 0,733 0,450 0,401 0,295 r28000 1500 3942 0,236 0,523 0,383 0,353 0.236
r32000 1000 4321 0,507 1,532 0,790 0,501 0,664 r32000 1000 4321 0,406 1,133 0,652 0,353 0,525
r35000 2800 4486 0,153 0,436 0,431 0,264 0,152 r35000 2800 4486 0,120 0,376 0,404 0,211 0,129
r40000 3400 4882 0,160 0,367 0,285 0,219 0,163 r40000 3400 4882 0,124 0,330 0,246 0,206 0,135
r50000 3000 5558 0,231 0,544 0,455 0,324 0,231 50000 3000 5558 0,189 0,499 0,401 0,337 0,183
r60000 1000 6218 0,741 1,852 1,355 1,359 0,759 60000 1000 6218 0,585 1,272 1,237 1,015 0,581
r70000 1800 6762 0499 1,203 0,686 0,872 0,502 r70000 1800 6762 0,396 0,844 0,611 0,621 0,393
r80000 2400 7222 0,399 0,929 0,774 0,591 0,402 r80000 2400 7222 0,313 0,753 0,698 0,560 0,312
r90000 2800 7925 0,341 0,832 0,598 0,587 0,342 r90000 2800 7925 0,274 0,575 0,532 0,416 0,277
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Além dessas tabelas, construiu-se um grafico dajass no eixo vertical correspondem ao
numero de instancias para as quais os algoritmosSBPRAG e RS produziram a melhor solugéo
(denominada “solugéo 6tima”). Considerando a cawa das instanciagersuso nimero de estratos,
0 GRASP produziu a melhor solucdo em 79% dos casgsjdo respectivamente pelo AG com 28%
dos casos e pelo RS com 6% dos casos.
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Gréfico 1
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E finalmente, foram calculadas (tabela 4) algumaslidas resumo (minimd,’quartil,
mediana, médiaz°quartii e maximo) relacionadas com o g@p100*(SOhg-SOkrasp/SOkrAsH
considerando apenas as instancias cujas solu¢c@®8RASP foram melhores do que as solugbes do
AG. Analisando a tabela quatro, e em particulagags médio e a mediano, observa-se que os
maiores ganhos GRASP em relacdo ao AG ocorrem &denqde o nimero de estratos aumenta. Em
contrapartida, quando se analisa o quantitativeotlecdes (grafico 1) observa-se que a medida que o
namero de estratos aumenta o AG tende a produsrsolucdes 6timas.

Tabela 4 - Medidas Resumo déapsentre oxGRASP e 0AG

Estratos 3 4 5 6
Minimo 004 022 0,15 0,09
Q1 034 039 0,62 2,20

Médio 0,93 564 11,15 13,70
Mediano | 0,44 0,60 2,24 8,40
Q3 0,50 1,29 1532 25,85
Méaximo 8,61 3551 47,44 42,69

Embora o tempo de processamento ndo tenha sidadvalos experimentos desse estudo,
destaca-se que o algoritmo GRASP consumiu um tenipimo dez segundos para resolver a menor
(N=800) instancia e um maximo de duas horas parévezsao maior N=9000) instancia.Todas essas
observacdes indicam que a combinacdo do GRASP agoatmo exato proposto por Brito (2005)
pode constituir-se como mais uma boa alternativa @aesolucao do problema de estratificacéo.

Em trabalhos futuros pretende-se: (i) Incorporasse algoritmo novos procedimentos de
construcdo e novas buscas locais que utilizéPath Relinkinge o VNS (Glover e Kochenberger,
2002), (ii) Estudar e propor algoritmos para o pewta de estratificacdo multivariada (Khetnal,
2010) e (iii) Resolver o problema de estratificagiovariada sem fixar previamente o numero de
estratos, ou seja, utilizando a ideia de clustediaautomatica (Cruz, 2010).
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