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RESUMO

Apresentamos neste trabalho os Métodos Restauracao Inexata e Duas Fases utiliza-
dos para resolver problemas gerais de programacao nao linear e analisamos a aplicabilidade
destes ao problema de confiabilidade estrutural. Tal problema consiste em determinar o indice
de confiabilidade, definido como a minima distancia de uma superficie de falha a origem do sis-
tema de coordenadas, representadas pelas varidveis de projeto no espaco padronizado. Testes
numéricos foram realizados e os resultados indicam que os métodos sao eficientes e competitivos
com o método desenvolvido especialmente para determinar o indice de confiabilidade, HLRF,
mas que nao possui garantia de convergeéncia.

PALAVRAS-CHAVE. Confiabilidade Estrutural, Método de Restauragao Inexata,
Método Duas Fases.

PM - Programacao Matematica.

ABSTRACT

This paper presents the Inexact Restoration and Two Phases Methods used to solve
general nonlinear programming problems and analyzes their applicability to the reliability
structural problem. This problem consists of determining the reliability index, defined as the
minimum distance from the failure surface to the origin of the coordinate system, represented
by design variables in standardized space. Numerical tests have been performed and the results
indicate that the methods are efficient and competitive with the specially developed method
to determine the reliability index, HLRF, which doesn’t have guarantee convergence.

KEYWORDS. Structural Reliability. Inexact Restoration Method. Two Phases
Method.
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1. Introducao

Todo projeto de engenharia estrutural tem como propdsito garantir um desempenho
satisfatorio do sistema, com seguranca, funcionalidade, durabilidade e outros critérios estabele-
cidos na fase de pré-projeto. Porém, devido a presenga de incertezas associadas as propriedades
dos materiais, aos parametros de resisténcia do solo, as propriedades geométricas das formas
dos elementos estruturais projetados e aos carregamentos, existe um risco de que a estrutura
nao atenda a finalidade para a qual foi projetada. Para avaliar este risco, denominado de
probabilidade de falha, utiliza-se a metodologia Andlise de Confiabilidade Estrutural. Nesta
metodologia sao empregados métodos de simulagao, métodos analiticos ou métodos aproxima-
dos. Os métodos analiticos sao conhecidos como FORM (First Order Reliability Method) e
SORM (Second Order Reliability Method). Nestes métodos um dos passos fundamentais é a
determinagdo do ponto de projeto, ou ponto mais provavel de falha. A determinagdo desse
ponto é um problema de otimizagao no qual se busca localizar o ponto sobre a superficie de
falha que esta a uma menor distancia da origem de um sistema de coordenadas que representam
as variaveis de projeto. A solucao desse problema enfrenta dificuldades cldssicas de otimizacao,
como por exemplo, a garantia de convergéncia.

Entre os vérios algoritmos desenvolvidos para a determinacao do ponto de projeto,
destaca-se o algoritmo HLRF elaborado em 1974 por Hasofer e Lind e aperfeigoado em 1978 por
Rackwitz e Fiessler. Na sua forma original, este algoritmo é instavel, podendo nao convergir
em alguns casos. Isto tem impulsionado pesquisadores a proporem aperfeicoamentos a este
algoritmo e novas metodologias para o calculo da probabilidade de falha.

Santos e Matioli (2010), propuseram a utilizagdo do Método Duas Fases, desenvolvido
por Luenberger (1974) que combina os métodos de Penalizacao e Gradiente Projetado, na
determinacdo do ponto de projeto. A primeira fase consiste em determinar um ponto que
reduza a medida de inviabilidade, enquanto que a segunda fase, melhora a otimalidade.

Apresentamos neste trabalho uma metodologia alternativa para obtencao do ponto de
projeto. Trata-se de um Algoritmo de Restauracao Inexata que utiliza filtro como critério de
avaliacao do passo, proposto por Karas, Oening e Ribeiro (2008). O método de Restauragao
Inexata (RI), proposto inicialmente por Martinez e Pilotta (2000), possui carateristicas seme-
lhantes ao Método Duas Fases, embora sejam executados de forma diferente, pois calcula o
passo em duas fases independentes. A primeira tem por objetivo reduzir a inviabilidade. Ja
na segunda fase, o valor da fungao objetivo é reduzido na aproximacao tangencial do conjunto
vidvel. Dessa forma, analisamos o desempenho deste método e do proposto por Santos e Ma-
tioli (2010) aplicados ao problema de Confiabilidade Estrutural e, por fim, os comparamos ao
método HLRF.

2. Problema de Confiabilidade Estrutural

Em Confiabilidade Estrutural as grandezas fisicas presentes em um projeto, denomi-
nadas de varidveis béasicas ou varidveis de projeto, sao consideradas varidveis aleatdrias que
podem ser tratadas por meio de um vetor aleatério,

X =(X1,Xo,...,Xp) (1)

e a probabilidade de falha de uma estrutura é obtida a partir da avaliacao das incertezas
inerentes as varidveis de projeto por meio das distribuigoes de probabilidade dessas varidveis
aleatorias. Primeiramente, para a avaliacao da probabilidade de falha é necessario estabelecer
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relagoes funcionais entre as varidveis bésicas do sistema estrutural sob consideragao. Matema-
ticamente, essa relacao ou funcao de desempenho pode ser descrita como:

B(X) = h(X1, X, X), (2)

A superficie de falha ou equagao de estado limite é definida como h(X) = 0. Essa
superficie define o limite entre a regido de seguranca, h(X) > 0, e a regido de falha, h(X) < 0.
Dessa forma, a probabilidade de falha P ¢é calculada por

Pf:/... / fx (X1, Xo,...,X,)dX1dXs ... dX, (3)
h(X)<0
onde fx (Xi,Xo,...,X,) é a funcdo densidade de probabilidade conjunta das varidveis de

projeto.

A obtengao da probabilidade de falha por meio da resolucao de (3) é uma tarefa com-
plexa e, por este motivo, (3) é geralmente resolvido por meio de métodos analiticos conhecidos
como FORM e SORM, que consistem em estimar o indice de confiabilidade, denotado por g,
no espago normal padrao. De acordo com Haldar e Mahadevam (2000), esse indice é definido
como a minima distancia da origem a superficie de falha no espaco normal padrao.

Em geral, o cdlculo de 8 pode ser formulado como o seguinte problema de otimizagao

min B=Valx

sujeito a h(zx) =0

restrito
(4)

onde x denota a variavel padronizada. A probabilidade de falha pode ser obtida a partir da
relagao:

Pr=1-2(p) (5)
onde, 5
o(B) :/_OO \/IQ?e_éxzdac. (6)

O algoritmo HLRF foi desenvolvido especificamente para resolver o problema (4) e
consiste em substituir, a cada iteragdo, a funcao estado limite por sua linearizacdo no ponto
corrente. Este método é baseado na seguinte férmula recursiva

1

= x T:c — (T Tk )-
= [Shtag P |V m — hw)] Vhiz) "

Tk+1

Santosh et al. (2006) propuseram uma melhoria ao algoritmo HLRF, incluindo uma re-
gra de selecao do comprimento do passo, conhecida como Regra de Armijo. Além deste método,
varios algoritmos de otimizagao disponiveis na literatura podem ser aplicados na resolucao do
problema (4). Liu e Der Kiureghian (1991) avaliaram a aplicacdo dos métodos Gradiente Pro-
jetado, Lagrangeano Aumentado e Programacao Quadratica no célculo do ponto de projeto e
compararam os resultados aos obtidos pelo HLRF. Na préxima secao, apresentaremos um al-
goritmo de Restauragao Inexata, que até entao nao foi estudado no contexto da Confiabilidade
Estrutural, e o método proposto por Santos e Matioli (2010) para ser usado neste contexto.
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3. Métodos de Programagao Nao Linear

Nesta secao vamos discutir dois métodos utilizados para resolver o problema de pro-
gramacao nao linear
minimizar f(x)
sujeito a  g(x) <

(8)

onde assumimos que as fungbes f : R® — IR, g : R®" - IR" e h : R" — IR™ sao
continuamente diferencidveis. As matrizes jacobianas de g e h sado denotadas por Ag4(-) e
Ap(+), respectivamente.

Seja ¢ € IR™"" o vetor

+
_ | 9"(@)
c(r) = l hx 17 (9)
onde g7 (x) = max{0,g(z)}. Dizemos que a i-ésima restrigao, i = 1,...,m + r, é satisfeita

em z € R" se ¢;j(x) = 0. Assim, se ¢(z) = 0, entdo = é um ponto vidvel, ou seja, satisfaz as
restrigoes de (8).

Os algoritmos de programacao nao linear que podem ser aplicados na resolugao do
problema (8) lidam com dois objetivos conflitantes: minimizar f e obter viabilidade. Estes
dois objetivos podem ser combinados por meio de funcoes penalidades ou Lagrangeano au-
mentado ou, ainda, podem ser tratados de forma independente. A seguir apresentaremos dois
métodos empregados na resolugao de (8): Restauragao Inexata e Duas Fases. O primeiro, per-
tence a classe de métodos em que otimalidade e viabilidade sao tratadas como dois objetivos
independentes. J4 o segundo constréi uma funcao penalidade e, para minimizé-la, aplica um
procedimento de duas fases de modo que, a primeira fase consiste essencialmente de um passo
elaborado para melhorar a viabilidade, e a segunda fase melhora a otimalidade.

3.1 Método de Restauracao Inexata com Filtro

Os métodos de Restauragao Inexata descritos por Martinez e Pilotta (2000) e Martinez
(2001) geram uma sequéncia z* considerando viabilidade e otimalidade em diferentes fases de
cada iteracdo. A fase de viabilidade tem por objetivo determinar um ponto intermedidrio,
z¥ com o valor da medida de inviabilidade menor que a de z* e na fase de otimalidade é
calculado um ponto que diminui a funcdo objetivo, em relacao a z*. Esse passo é dado em uma
aproximacao tangencial do conjunto viavel, a fim de nao perder demais o ganho em viabilidade
obtido na fase anterior. Além disso, uma estratégia de regiao de confianca é aplicada em torno
de z* para controlar o tamanho do passo.

O ponto obtido na fase de otimalidade é um ponto tentativo que sera aceito como
proximo iterando se passar por algum critério de aceitagdo do passo. Um critério cléssico de
aceitacao do passo é fazer uso de uma funcao de mérito, sendo este o critério usado pelos
autores citados acima. Uma outra opg¢ao é usar o critério de filtro, proposto por Fletcher e
Leyffer (2002).

O método de Restauracao Inexata apresentado neste trabalho foi proposto por Karas,
Oening e Ribeiro (2008), o qual utiliza o critério de filtro para avaliagdo do passo tentativo.
A seguir discutiremos alguns aspectos tedricos deste método, descrevendo cada uma das fases
citadas acima, e apresentaremos o algoritmo, cuja aplicabilidade ao problema de confiabilidade
estrutural serd investigada.
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3.1.1 Fase de viabilidade

Vamos considerar aqui uma medida de inviabilidade dada pela fungao 6 : IR" — IR
definida por

0(x) = [le()|l; (10)
onde || - || representa uma norma arbitraria. O ponto obtido na fase de viabilidade, 2*, deve
satisfazer a seguinte condigao

0(2%) < (1 — a)f(z"), (11)

onde a € (0,1). Esta condigao estabelece a necessidade de 2% ser melhor que zF no que se

refere a viabilidade.

A principio, qualquer algoritmo que minimize 6 pode ser usado nesta fase. Neste
trabalho, optamos por utilizar um algoritmo de filtro multidimensional prosposto por Gould,
Leyffer e Toint (2004), que combina técnicas de filtro e regidao de confianga, a fim de resolver
sistemas de equagOes e/ou inequagbes nao lineares. Este algoritmo, bem como outros que
podem ser aplicados nesta fase, podem falhar quando 6 possui um ponto estacionario inviavel.
Neste caso, o método de Restauracao Inexata para sem sucesso.

3.1.2 Fase de otimalidade

Como citado anteriormente, o passo obtido nesta fase é dado em uma aproximagao
tangencial do conjunto vidvel, representada por

L(F) = {zk +deR" | Ay(F)d =0, g(z*) + Ay(F)d < g+(zk)} . (12)
Dessa forma, o algoritmo usado na fase de otimalidade deve encontrar z**1' em L(z%) que
satisfaca f(2F*1) < f(2*) e algum critério de aceitacdo de passo. O algoritmo que Karas,

Oening e Ribeiro (2008) empregam nessa fase foi proposto por Gonzaga, Karas e Vanti (2003)
e consiste em resolver aproximadamente o problema

minimizar my(2F +s) = f(zF) + Vf(2*)Ts + 15T Bys
sujeito a  2F + s € L(2F) (13)
sl < A,

onde By, é uma matriz simétrica que pode ser uma aproximacao de V2f(z¥), e A é o raio da
regiao de confianga.

3.1.3 Critério de aceitacao do passo

O algoritmo proposto por Karas, Oening e Ribeiro (2008) usa o critério de filtro para
avaliar o passo tentativo. Neste algoritmo, uma regido proibida em IR? ¢ definida, armazenando
pares (f(z7),0(27)), escolhidos convenientemente das iteragoes anteriores. Um ponto tentativo
é aceito quanto nao for dominado por nenhum elemento do filtro, segundo a regra

x é dominado por y se, e somente se f(x)+ af(z) > f(y) e O(x) > (1 — a)b(y),

onde a € (0,1).

No inicio de cada iteracdo, o par (f(z*),0(z¥)) é temporariamente introduzido no
filtro e, ao término da iteracao, este elemento se tornard permanente somente se a iteracao
nao produzir um decréscimo em f. A figura 1 ilustra o conceito de filtro, segundo a regra
de dominacao definida anteriormente, onde a regido pintada representa a regido proibida. A
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regiao mais escura representa o filtro permanente, enquanto que a regiao proibida pelo ponto
corrente é a mais clara. Na figura, para simplificar a notagao, usamos = para representar o par
(f(z),0(x)). Note que o ponto zT é aceito pelo filtro, pois nao pertence & regiao proibida.

ex

v

—

Figura 1: Filtro

3.1.4 Algoritmo de Restauracao Inexata com filtro

As discussoes apresentadas anteriormente acerca do Método de Restauragao Inexata
estao resumidas no seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1
Dados: 2° € R", Fy =0, Fo =0, Ag >0, A = Ay, a € (0,1), n € (0,1).
k=0
REPITA
Defina os conjuntos Fy, = Fj, U {(f(z¥),0(z*))} e
Fo=Fi U{z € R"| f() + af(z) > f(z") e 0(x) > (1 - a)0(z")}.
Fase de viabilidade:
SE 0(z*) = 0, entdo 2F = 2*.
SENAO, calcule 2% ¢ Fy, tal que () < (1 — a)f(z¥).
SE impossivel, pare sem sucesso.
Fase de otimalidade:
SE 2" ¢ estaciondrio, pare com sucesso.
SENAO,
Defina A = max {Ag, 2A}.
REPITA (enquanto z**! ndo é obtido)
Encontre s, solu¢ao aproximada de (13).
Defina ared = f(2F) — f(2* + s) e pred = my(2%) — my (2% + s).
SE 2F 4+ s ¢ F E ared > 1 pred,
Faca 2! = 2% + 5, A, = A e pare com sucesso.
SENAO A = £.
Atualizacdo do filtro
S6 f(25+) < f(ab),
Fy11 =Fk, Fri1 = Fk (0 novo elemento é descartado)
SENAO,
Fyy1=Fy,  Fry1 = Fi (0 novo elemento é incluido no filtro)
k=k+1.
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Para compreender o significado da expressao “ponto estaciondrio”, empregada no
Algoritmo 3.1, vamos definir a direcdo do gradiente projetado associada a cada z € IR™ como

de(z) = Pr(z) (2 =V f(2)) — 2 (14)

onde Po(w) denota a projecao ortogonal de w € IR™ no conjunto fechado 2 C R"”. Em um
ponto vidvel z as condi¢oes de KKT sao equivalentes a d.(z) = 0 e, portanto, este ponto é
chamado estacionario.
Karas, Oening e Ribeiro (2008) provaram que todo ponto de acumulagao da sequéncia
gerado pelo Algoritmo 3.1 é estaciondrio, ou seja, o algoritmo é globalmente convergente.
Para implementacao desse algoritmo, escolhemos os seguintes valores para as constan-
tes: a=10"% Ag=1en=0,25.

3.2 Método Duas Fases

O Método Duas Fases, proposto por Luenberger (1974) para a resolugao do problema
(8), combina as caracteristicas do Método do Gradiente Projetado com o baixo esforgo com-
putacional por passo do Método de Penalizacao e utiliza apenas os valores das funcgoes e de
suas derivadas primeiras.

O Método do Gradiente Projetado é a generalizagao do Método de Cauchy, de forma
que o gradiente negativo é projetado em direcao a fronteira da regiao viavel e a busca pelo
minimizador é feita ao longo da curva resultante, gerando uma sequéncia de pontos vidveis
convergindo para a solucdo do problema restrito. Esse Método possui uma desvantagem, a
necessidade satisfazer continuamente a viabilidade durante o processo de minimizagcao.

O Método Duas Fases possui a mesma taxa de convergéncia assintotica do Método
do Gradiente Projetado, porém com a vantagem de contornar as dificuldades associadas com
a manutencao da viabilidade, exigindo deste modo, menos célculos a cada iteracao.

Utilizando a abordagem do Método de Penalizagao o problema (8), no Método Duas
Fases, é substituido por um problema alternativo dado por

ming(z) = /(@) +  [A@)|* + pllg* (@) (15)
em que i é uma constante positiva grande.

Cada passo do Método Duas Fases é um procedimento para resolver o problema pe-
nalizado (15), de modo que, a primeira fase consiste na aplicacdo do Método de Newton a
funcao ¢, com o objetivo de tentar mover-se para perto da regiao vidvel obtendo um ponto zj
que melhora a viabilidade do problema. O passo dado nesta fase é analogo a corregao do passo
exigido no Método do Gradiente Projetado. Ja na segunda fase, um passo é dado na diregao
oposta ao gradiente de g em z; com o intuito de reduzir o valor da fungao ¢ a partir do ponto
obtido na fase de viabilidade. Vale observar que uma busca linear usual, como por exemplo
busca de Armijo, é necessaria para a realizacao desta fase.

A figura 2 ilustra a aplicacdo do método para o caso de uma unica restricao de igual-
dade em que M é o subespaco tangente definido por:

M:{yGIR":VTh(x)y:O}. (16)

Na aplica¢ao do Método de Newton é necessério o conhecimento da hessiana de g(z).
Luenberger (1974) determinou, para grandes valores de p, uma aproximagao da direcdo de
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Vh(x")

Figura 2: Método Duas Fases (Adaptado de Luenberger)

Newton, que utiliza somente informagao de primeira ordem, dada por
dt = —2; [Vc (xk> vle (a:kﬂ - Ve (SUk) Vq (mk) (17)

onde Ve (:ck) é a transposta da matriz jacobiana de ¢(z) com dimensao (m + 7) x n. Detalhes

sobre a obtengdo de d* podem ser obtidos em Santos e Matioli (2010).

3.2.1 Algoritmo do Método Duas Fases

As ideias do Método Duas Fases, apresentadas anteriormente, sao mostradas no
seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.2
Dados: 2° € R", Bo =1, ag =1, u° >0, e € (0,1), v € (0,1).
k=0
e = [Vc (xk) Ve (mk)} ' Ve (:):k) Vf (:1:’“)
ENQUANTO o critério de parada nao for satisfeito
Fase de viabilidade:

Calcular d* = —i [Vc (:Uk) vTe (xk” - Ve (xk Vq (a:k)
Determinar 8 > 0, tal que ¢ (xk + BiVe (mk) d*) < q(z¥).
Fazer zF = zF + 8, Ve (ajk) dk.

Fase de otimalidade:

Determinar oy > 0, por meio de busca linear, tal que ¢ (zk —ap Vg (zk)) < q(2").

Fazer zF+1 = 2% — ;. Vq (zk)
Atualizacdo do parametro de penalidade:
(R = 9k

Atualizacao do multiplicador de Lagrange:
-1
PUAREES {Vc (CL‘k—H) vTe ($k+1)] Ve (93’“‘1) \%i (l‘k+1).
Verificagao do critério de parada:
kaJrl_xk ’/\kJrl_)\kH <
[ESa e =7
k=k+ 1.

<e e
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Na implementacao deste algoritmo, consideramos u° = 100, ¢ = 10~¢ (também usado
como tolerancia para o critério de parada dos demais métodos) e v = 1076,

De acordo como Luenberger (1974), nao é necessario encontrar [ para garantir boas
propriedades de convergéncia global do método, o que torna a implementacao desse algoritmo
relativamente simples. J& no caso do Método do Gradiente Projetado nao ha garantia de
convergéncia global sem a introducao de métodos de perturbacao, e, além disso, é necesséario
que o retorno ao conjunto vidavel, etapa que constitui a primeira fase do processo, seja executado
dentro de uma tolerancia aceitavel. Neste sentido, o baixo esforco por passo no Método Duas
Fases e a semelhanca da taxa de convergéncia com o Método do Gradiente Projetado, indicam
a vantagem desse método.

4. Testes numéricos

A fim de comparar os algoritmos apresentados na se¢ao anterior com o HLRF, selecio-
namos 12 fungoes estado limite (EL) disponiveis na literatura. Em todos os casos, consideramos
vardveis aleatérias normais e independentes. A seguir apresentamos as funcoes selecionadas,
bem como os parametros das varidveis consideradas (média e variancia).

EL 1: h(X) = X1 X, — 146, 14, onde X, ~ N(78064, 4; 11709, 72) e X5 ~ N(0,0104;0,001562).
9

EL 2: h(X)=2+0,015> X7 — X0, onde X110 ~ N(0,1).
i=1

EL 3: h(X) = 0,1(X; — X3)?> = 22222 125, onde X1 5 ~ N(0,1),

EL 4: h(X) = —0,5(X; — Xp)? — B2 43 onde X5 ~ N(0,1).

EL 5: h(X)=2— X5 — 0,1X? + 0,06 X3, onde X; 5 ~ N(0,1).

EL 6: h(X)=2,5-10,2357(X; — X3) + 0,0046(X; + X5 — 20)%, onde X; 2 ~ N(10,3%).

EL 7: h(X) =3 — X2 + 256X, onde X712 ~ N(0,1)

EL 8: h(X) = X} + X3 — 18, onde X1 ~ N(10,5%) e X2 ~ N(9,9;5%)

EL 9: h(X) = X} + X3 — 67,5, onde X1 ~ N(10,5%) e Xo ~ N(9,9;52).

EL 10: h(X) =1+ XX 4y, — X5)2 onde X9 ~ N(0,1).

EL 11: h(X) = 2,2257 — 2922V2 (X, 4 X5)3 +0,2357(X; + X), onde X; 5 ~ N(10,32)

6

EL 12: h(X) = X1 +2Xo+2X3+ X, —5X5—5X6+0,001 Zsen(lOOXi), onde X; ¢~ N(0,1).

=1

Os algoritmos 3.1, 3.2 e HLRF foram implementados em Matlab 7.8, versao R2009a, e
os testes foram executados em um processador Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T5870 2,00GHz
e 3,00GB de memoéria RAM. Para resolver o subproblema quadrético (13), referente & fase de
otimalidade do Algoritmo 3.1, utilizamos o comando Quadprog do Matlab. Iniciamos este algo-
ritmo com By = [ e, para a atualizagdo de By, implementamos a férmula de atualizacdo BFGS.
Para determinar a4 na fase de otimalidade do Algoritmo 3.2, utilizamos a busca de Armijo.
E importante observar que as varidveis originais foram padronizadas nos casos necessarios e
assim, os algoritmos foram executados considerando os pontos no espago normal padrao.

A tabela 2 resume os resultados observados para cada um dos trés algoritmos testados,
onde [ representa o valor do indice de confiabilidade, #h é o ntimero de avaliagbes da funcao
estado limite, #Vh representa o ntimero de avaliacoes do gradiente de h e ite é o nimero de
iteragoes. Os simbolos *, NC e — indicam que o algoritmo nao resolveu o problema, nao con-
vergiu para um minimizador e atingiu o nimero méximo de iterac¢oes (1000), respectivamente.
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Consideramos a média das varidveis padronizadas, ou seja, o vetor nulo, como ponto inicial
para todos os problemas.

EL | Alg. | #h | #Vh |ite | B || EL]| Alg. | #h | #Vh | ite | B
31 | 621 | 161 | 47 | 5,3333 31 | 6 | 6 1 | 3,0000
1| 32 [159] 10 | 4 | 54280 || 7 | 32 |426| 32 | 25 | 3,0000
HLRF | 6 | 6 | 5 | 54280 HLRF | 3 | 3 | 2 |3,0000
31 | 5 | 5 | 1 |2,0000 31 | 30 | 22 | 4 |22259
2 | 32 [432] 32 |15/20000 | 8 | 32 [362] 28 | 13 | 2,2260
HLRF | 3 | 3 | 2 |2,0000 HLRF | NC | NC | NC | NC
31 | 5 | 5 | 1 |25000 31 | 29 | 21 | 4 |1,9003
3| 32 |426] 32 |15[25000 9 | 3.2 [304| 24 | 11 | 1,9003
HLRF | 3 | 3 | 2 |2,5000 HLRF | NC | NC | NC | NC
31 | 6 | 6 | 1 |3,0000 31 | * * ¥ ¥
4 | 32 |438| 32 |15|30000| 10| 32 | * * * *
HLRF | 3 | 3 | 2 |3,0000 HLRF | * * * *
31 | 5 | 5 | 1 |2,0000 31 | 38 | 38 | 1 | 22257
5 | 32 |412| 32 | 15[20000 | 11| 3.2 |560| 38 | 18 | 3,9327
HLRF | 3 | 3 | 2 |2,0000 HLRF | 154 | 154 | 153 | 2,6557
31 | 6 | 6 | 1 |2,5000 31 | 367 | 247 | 51 | 2,6146
6 | 32 |428| 32 |15 25000 12| 32 | - | - | - -
HLRF | 3 | 3 | 2 |25000 HLRF | - | - | - -

Tabela 2: Resultados - Algoritmos 3.1, 3.2 e HLRF

Podemos observar que existem diferencas significativas entre o nimero de iteracoes
realizadas em cada algoritmo. Porém, essa medida nao pode ser considerada como um critério
que define o melhor método. Isto porque os algoritmos possuem mecanismos diferentes para
o célculo do passo. Por exemplo, no Algoritmo 3.1 é necessario chamar dois algoritmos inter-
nos, que determinam o passo de viabilidade e otimalidade. O nimero de iteragoes para esse
algoritmo mostrado na tabela 2 nao leva em consideragao os algoritmos internos. Podemos
observar que o Algoritmo 3.1 resolveu aproximadamente 58% dos problemas em apenas uma
iteracao. Na verdade, nestes problemas, o passo de viabilidade obtido pelo algoritmo de filtro
multidimensional, proposto por Gould, Leyffer e Toint (2005), é estacionario. Dessa forma,
nao foi necessario executar a fase de otimalidade. Para ter uma ideia do custo desse passo,
apresentamos na tabela a seguir o nimero de iteracoes do algoritmo de viabilidade para os
problemas resolvidos em uma iteragao.

EL | EL2 | EL3|EL4 | ELS5|ELG6|ELTY]|ELI11
ite 2 2 3 2 3 3 35

Tabela 3: Numero de iteragoes do algoritmo de viabilidade

Podemos notar, que mesmo no algoritmo de viabilidade o niimero de iteracoes foi
baixo, exceto para a funcao estado limite 11.

Na tabela 2 observamos que o numero de avaliagoes de funcoes realizadas pelo Algo-
ritmo 3.2 é superior aos demais. Isto se justifica pelo fato de que, ao empregar o Método de
Cauchy, é necessario realizar busca linear até que o comprimento « do passo dado na fase de
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otimalidade seja obtido. A avaliacdo da funcdo h é necessario na verificagdo da condicao de
Armijo em cada ponto tentativo.

Ao analisar o desempenho dos algoritmos na resolugdo do problema cuja restricao é
dada por EL 1, observamos que os algoritmos 3.2 e HLRF alcancaram a solugao em um pequeno
nimero de iteragoes. Embora o Algoritmo 3.1 tenha demorado mais para atingir o critério de
parada, este obteve um ponto cujo valor do indice de confiabilidade é menor do que aquele
obtido pelos outros algoritmos, alcangando assim, um ponto sobre a fun¢ao estado limite mais
préximo da origem quando comparado com os demais. Vale lembrar os dois pontos obtidos,
(—5,0971; —1,5695) e (—3,8383; —3,8381) sdo minimizadores locais do problema (4).

O algoritmo HLRF apresentou um comportamento oscilatério ao tentar resolver os
problemas com EL 8 e EL 9. Tal comportamento permaneceu mesmo quando foram conside-
rados outros pontos iniciais. Este é o grande inconveniente deste método. Vemos facilmente,
que quando o algoritmo HLRF converge, a convergéncia é rapida e os calculos sao simples. Por
outro lado, nao ha garantia de convergéncia global, uma vez que este é dependente do ponto
inicial. J4 os algoritmos 3.1 e 3.2 sao globalmente convergentes, como apresentado em Karas,
Oening e Ribeiro (2008) e Luenberger (1974), respectivamente.

Vamos justificar agora o fato dos trés algoritmos falharem ao considerar EL 10. O
Algoritmo 3.1 obteve falha na fase de restauracao, aquela ja prevista na teoria como possivel
de ocorrer, uma vez que foi verificado que o ponto inicial 2% = (0,0) é um ponto estacionario
para a medida de inviabilidade 6. J4a os algoritmos 3.2 e HLRF nao foram capazes de resolver o
problema partindo de 2° = (0,0), pois Vh(2?) = 0 e, dessa forma, erros numéricos ocorreram
ao calcular d*, dado por (17), e 2**1 dado por (7). Dessa forma, executamos mais uma vez os
algoritmos partido de x° = (1, —1) e, neste caso, os algoritmos 3.1, 3.2 e HLRF alcancaram a
solugao 8 = 0,3536 em 1, 16 e 5 iteragoes, respectivamente.

A funcao estado limite dada por EL 12 é frequentemente considerada nos trabalhos
que propoem novas metodologias para o cdlculo da probabilidade de falha, por se tratar de uma
situagao desfavoravel aos algoritmos, uma vez que contém um ruido artificial, como mencionado
por Liu e Der Kiureghian (1991). Isto justifica a dificuldade encontrada pelos 3 algoritmos tes-
tados na resolugao deste problema. O Algoritmo 3.2 converge para uma solugao cuja distancia
até a origem é de 20,54, sendo assim, no contexto da confiabilidade estrutural, este resultado
nao é valido.

5. Conclusao

Analisamos neste trabalho o desempenho de dois métodos de Programacao Néo Linear,
Restauracao Inexata e Método Duas Fases, quando aplicados ao problema de confiabilidade
estrutural e comparamos os resultados aos obtidos pelo HLRF. Os dois métodos possuem carac-
teristicas semelhantes pois calculam o passo a cada iteracao considerando duas fases, sendo que
uma delas tem por objetivo reduzir a inviabilidade e a outra reduz a otimalidade. A diferenca
entre eles reside no fato de que o Método Duas Fases combina viabilidade e otimalidade em
uma funcao penalidade. J4 no Método de Restauracao Inexata, viabilidade e otimalidade sao
consideradas separadamente. Neste método cada passo deve satisfazer o critério de filtro.

Os dois métodos de Programagao Nao Linear apresentados e o algoritmo HLRF foram
implementados no ambiente Matlab e testes foram realizados considerando 12 problemas de
confiabilidade estrutural, com varidveis aleatérias independentes e normalmente distribuidas.
Os métodos mostraram-se eficientes na determinacao do indice de confiabilidade 8. Em dois
problemas (EL 2 e EL 3) observamos que o algoritmo HLRF, amplamente utilizado na en-
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genharia estrutural, ndo convergiu para um minimizador do problema (4) e em outro (EL 6),
excedeu o nimero maximo de iteracoes. O algoritmo 3.1 de Restauracao Inexata convergiu ra-
pidamente na maioria dos casos, porém quando EL 4 foi considerada, apresentou falha na fase
de viabilidade. O Método Duas Fases ultrapassou o nimero méximo de iteragoes ao resolver
o problema (4) com h(X) dada por EL 12. Em relagao ao algoritmo HLRF, os outros dois
algoritmos apresentam a vantagem de serem globalmente convergentes. Isto motiva a aplicacao
de tais métodos ao problema de determinar a probabilidade de falha de uma estrutura.
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