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Novas Abordagens Exatas para o Problema de
Particao de um Grafo em Arvores k-Capacitadas

Tibérius O. Bonates® Claudio P. Santiago’ Jorge B. C. Silval

Resumo

Dados um grafo nao-direcionado GG, um inteiro positivo k£ e uma fun¢éo de custo, o Pro-
blema de Particao em Arvores k-Capacitadas (PAKC) consiste em encontrar uma particdo,
de custo minimo, de G em arvores contendo k£ ou mais vértices. Fazemos uma breve revisao
da heuristica HEF para o PAkC, que constréi uma solu¢ao baseada em uma Arvore Ge-
radora Minima (AGM) e descrevemos um algoritmo branch-and-bound para o PAkC, que
nos permite calcular a melhor solucdo que é um subconjunto de uma AGM. Apresentamos,
também, um modelo de programagao linear inteira mista para o PAkC. Mostramos como
utilizar o algoritmo branch-and-bound e o modelo para: (i) avaliar a qualidade da heuristica
HEF com relagao & melhor solucao baseada em AGM; e (ii) mostrar que, para grafos densos
e pequenos, o custo desta melhor solu¢ao baseada em AGM é préximo do custo 6timo. Por
fim, discutimos resultados computacionais e possiveis extensoes do estudo.

Abstract

Given an undirected graph G = (V, E), a positive integer k and a cost function, the
k-Capacitated Tree Partition Problem (PAkC) asks for a minimum-cost partition of G into
components, each of which is a tree spanning at least k vertices. We briefly review the HEF
heuristic, which computes a solution based on a minimum spanning tree (MST). Next, we
present a branch-and-bound algorithm for the PAkC, which computes the best solution
that is a subset of a MST. We also present a mixed integer linear programming model for
the PAkKC. Then, we show how to use the branch-and-bound algorithm and the model to:
(i) assess the quality of the HEF heuristic as compared to the best MST-based solution;
and (ii) show that for small, dense graphs the cost of the best MST-based solution is close
to the optimum. Finally, we present computational results and discuss extensions of our
work.

1 Introducao

Sejam G = (V, E) um grafo simples ndo-orientado, ¢ : F — R uma fungao real sobre as arestas
de G, e k um inteiro positivo menor ou igual a |V|. O problema de Particionamento de G em
Arvores k-Capacitadas (PAKC) (ver Crescenzi (1998)) consiste em encontrar um subconjunto
S C FE de arestas, com as seguintes propriedades:

(i) o subgrafo de G induzido por S seja uma colecao 7 de arvores;
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(ii) cada arvore de T contenha pelo menos k vértices de V;
(iii) cada vértice de V' pertenga a uma unica arvore em 7; e
(iv) o conjunto de arestas S tenha custo total minimo.

Seja F' C E um subconjunto de arestas de G. Iremos denotar por ¢(F') o custo total das
arestas em F, ouseja c¢(F) = ) . pc(e). Para um inteiro positivo £ < n, uma solugao para uma
instancia do PAkC consiste em uma colegao 7 de arvores disjuntas com relacdo a vértices, cada
uma das quais contém, no minimo, k vértices. O conjunto de arvores definido pelo conjunto
F' é chamado de uma particao de G, ja que cada vértice de G pertence a exatamente uma
arvore de 7. A restricdo que requer um minimo de k vértices em cada arvore é chamada de
restrigdo de capacidade. Dentre os resultados tedricos acerca do PAKC, é interessante mencionar
que Imieliriska (1993) mostrou que o PAKC é NP-Arduo, para k > 4, e que Goemans (1995)
demonstrou que o PAkC pode ser aproximado com um fator de 2 — |—‘1/|

O PAkKC tem sido descrito na literatura sob alguns nomes diferentes. Crescenzi (1998)
documenta o problema sob o nome “Minimum k-Capacitated Tree Partition Problem”, en-
quanto Imieliniska (1993), Goemans (1995) e Laszlo (2005a) tratam do mesmo problema sob a
denominagao genérica de “Constrained Forest Problem”. Mais recentemente, o problema foi
estudado por Ji (2004) sob 0 nome de “Minimum Weight Constrained Forest Problem”. Laszlo
(2005b) apresenta uma aplicacdo do problema no contexto de micro-agregacao, uma técnica
de divulgacao limitada de dados, na qual registros similares sao agregados em grupos de k ou
mais registros, anteriormente a divulgacao dos dados.

No restante do artigo iremos assumir que o grafo G = (V, E) é um grafo nao-orientado
simples (isto é, sem arestas ligando um né a si mesmo e sem arestas paralelas), onde V =
{v1,...,vn} é 0 conjunto de vértices do grafo e £ C {{v;,v;} : v;,v; € V, v; # v;} é seu conjunto
de arestas, com m = |E|. Utilizaremos a notagao V(H) para nos referirmos ao conjunto de
vértices de um subgrafo H de G. Vértices de G serao representados por letras minusculas,
tais como u, v, and w (possivelmente com indices), enquanto que arestas serao tipicamente
representadas pelas letras e, f, and g, ou por pares nao-ordenados de vértices {u,v}, e assim
por diante.

A estrutura deste artigo estd organizada da seguinte maneira. A Secdo 2 descreve a
heuristica HEF, que é atualmente a heuristica mais bem-sucedida, em termos de tempo de
execugao e qualidade de solugao, para o PAkC. Na Secao 3, descrevemos um novo algoritmo
de branch-and-bound, que nos permite partir de uma AGM T do grafo G e encontrar a melhor
solugdo que pode ser obtida por meio da remocao de arestas de 7. A Secao 4 descreve um
modelo de programagao linear inteira inédito para o PAkC, além de apresentar duas familias
de restricoes que podem ser utilizadas para reduzir ou eliminar a simetria naturalmente exis-
tente no modelo proposto. Uma dessas familias de restrigoes pode ser manipulada para reduzir
o espago de solugoes de maneira dréastica, permitindo apenas solucoes com determinado grau
méaximo. A Secdo 5 apresenta resultados computacionais e descreve o primeiro conjunto de
instancias publicamente acessivel. Por fim, na Se¢ao 6 discutimos as contribuicoes do artigo e
listamos possiveis trabalhos futuros.

2 Heuristica Heaviest Edge First

Neste secao, descrevemos brevemente a heuristica Heaviest Edge First (HEF), originalmente
proposta por Laszlo (2005a), e discutida por Laszlo (2006). A heuristica consiste em uma
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estratégia gulosa, que, partindo de uma Arvore Geradora Minima (AGM) T do grafo G (ver
Tarjan (1983)), remove sucessivamente as arestas mais caras (ou mais pesadas) de T com o
devido cuidado para evitar que, durante este processo, surjam componentes com menos de k
vértices.

Na descricao da heuristica, o cdlculo de uma AGM é considerado como uma etapa de pre-
processamento do algoritmo e pode ser implementado por meio de um dos algoritmos classicos
para o problema, como os algoritmos de Boruvka (1926), Kruskal (1956) e Prim (1957), ou,
ainda, o algoritmo recente de Chazelle (2000).

Seja T uma arvore geradora minima do grafo G. O algoritmo HEF prossegue de maneira
gulosa, removendo as arestas mais caras de T, desde que isso nao acarrete a criacdo de compo-
nentes com menos de k vértices. Para tanto, é necessario, primeiramente, ordenar as arestas de
T. Seja S a lista ordenada da arestas de 7. As arestas de S sdo inspecionadas seqliencialmente,
em ordem decrescente de custo. Para cada aresta, verifica-se se sua remocao de S resulta na
existéncia de uma componente conexa com um numero de vértices menor do que k. Se este for
0 caso, a aresta é mantida em S. Caso contrario, a aresta é removida.

E f4cil ver que, ao final deste procedimento, obtém-se um conjunto de arestas que nao
somente constitui uma solucao vidvel para o PAkC, mas também é uma solu¢do minimal, nao
admitindo a remocao de nenhuma aresta adicional.

3 Um Algoritmo Branch-and-Bound

Neste secao, propomos um algoritmo do tipo branch-and-bound, que baseia-se no fato de que,
dependendo da estrutura do grafo G, pode ser possivel garantir que certas arestas farao, neces-
sariamente, parte de qualquer solucao vidvel do PAkC. Em particular, para k > 2, se o grafo
contiver algum vértice v que possua exatamente um vizinho, entao esta tnica aresta adjacente
a v devera fazer parte de qualquer solugao viavel do problema; caso contrario, v nao faria parte
de uma componente de tamanho maior ou igual a k.

Assuma que o grafo foi preprocessado da maneira descrita acima, e que uma solucao parcial
foi construida, consistindo apenas daquelas arestas adjacentes a vértices que possuiam um
unico vizinho em G. Note que, neste cendrio, algumas componentes com 2 ou mais vértices
comecaram a ser construidas e irao, na medida em que o algoritmo progredir, constituir partes
de solugoes completas para o PAkC.

Diremos que um dado vértice v é um vértice de ligagao se, e somente se: (i) v pertence a uma
componente de tamanho estritamente menor que k; e (ii) dentre todas as arestas adjacentes a
v, existe exatamente uma aresta que nao pertence a solugao parcial atual. A Figura 3 ilustra
este conceito.

Figura 1: Exemplo de um vértice de ligagao: né 3 é um vértice de ligacao, para k = 4.

Seja v um vértice de ligacao em um grafo G que foi submetido ao passo de preprocessamento
descrito acima, e seja e a Unica aresta adjacente a v que nao pertence a solucao parcial atual.
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Como e é a Unica ligagdo entre a componente invidavel & qual v pertence na solucao parcial em
questao e o resto do grafo G, entdao podemos afirmar que e deve, necessariamente, pertencer a
qualquer solucao vidvel do problema. O mesmo raciocinio pode ser aplicado sucessivamente,
enquanto houver alguma componente invidvel com uma tinica aresta conectando-a ao restante
do grafo. Apds sucessivas aplicagoes deste raciocinio, é possivel que nos deparemos com uma
solucao completa para o problema, ou com uma solucao parcial que nao contém vértices de
ligacao. Para ilustrar este tultimo cendrio, considere o caso de um caminho contendo 7 vértices
(isto é, um P7), com k = 3. Apds a aplicacao do preprocessamento e do raciocinio envolvendo
vértices de ligacao descrito acima, obtemos duas componentes (cada uma com tamanho 3), um
unico vértice que nao pertence a nenhuma componente (ou pertence a uma componente de
tamanho 1), e nenhum vértice de ligagao.

A partir de tal situacdo, o algoritmo escolhe uma aresta e para realizar a operagao de
ramificacao, criando dois novos nés da arvore de branch-and-bound:

e um nd que incluird a aresta de ramificagdo em sua solucao parcial. Nesta situacao, tenta-
se novamente aplicar o raciocinio de identificar vértices de ligacao e incorporar as arestas
associadas a eles na solucao parcial atual;

e um no onde tal aresta serd descartada, o que significa que e nao serd considerada para
inclusdo em nenhuma solucdo futuramente gerada a partir daquele né da drvore. A partir
deste ponto, pode ser possivel aplicar tanto o passo de preprocessamento que identifica
vértices que possuem um unico vizinho, quanto o raciocinio de identificar vértices de
ligagao.

Na implementacao discutida neste artigo, o algoritmo seleciona preferencialmente, como
arestas de ramificacao, aquelas que sdo adjacentes a vértices que possuem apenas uma aresta
que ainda nao pertence a solucao e que nao foi ainda descartada durante a busca de branch-
and-bound.

A seguir, discutimos um processo de limitacdo, que permite a poda prematura da arvore
de branch-and-bound e que constitui um aspecto fundamental para o bom desempenho do
algoritmo.

3.1 Limitacao

A seguir, mostramos os detalhes do procedimento de limitagao (bounding) do algoritmo de
branch-and-bound aqui proposto. A idéia principal consiste em obter uma estimativa otimista
do valor da funcao objetivo de uma solugao vidvel construida a partir da solugao parcial cor-
respondente a um dado né da arvore de branch-and-bound. O seguinte lema estabelece um
limite inferior para o nimero de arestas necessarias para se obter uma solucao viavel a partir
da solucao parcial existente em um determinado né da arvore de branch-and-bound.

Lema 3.1 Sejam G = (V, A) um grafo, com |V| = n > k vértices, e S uma solu¢ao parcial
para uma instancia do PAkC sobre G. Seja I = {C1,Cy,...,C} o conjunto dast componentes
mvidveis de S, isto €, as componentes de S que possuem menos de k vértices. A sequinte
expressao fornece um limite inferior para o mumero minimo de arestas mecessdrias para Se
construir uma solucdo vidvel S* a partir de S':

N(I) = [I] = P(I), (1)
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t .
onde P(I) = {X:l:/im

Prova Iremos assumir que o grafo G é completo. Tal hipotese é condizente com o fato de
estarmos lidando com um limite inferior para o niimero de arestas necessarias para se construir
uma solucao vidvel a partir de S. Caso G nao seja completo, é possivel que este limite seja
valido de maneira estrita.

Considere o caso em que P(I) = 0. O menor nimero de arestas necessarias para se criar
uma solucao vidvel a partir de S é ¢, satisfazendo (1) na igualdade.

Assumindo que (1) vale para |I| <t — 1, iremos mostrar que a expressao tambem ¢é valida
para |I| = t. Considere F' C I um subconjunto minimal (com relacdo a inclusao) de compo-
nentes invidves de S, satisfazendo ch cr |Cj| > k. Sao necessarias pelo menos |F| — 1 arestas
para se transformar as componentes em F' em uma ou mais componentes vidveis. Assumindo
que as componentes em F' serao ligadas com este niimero minimo de arestas, podemos escrever

N(I) = [ - P(I)

I\ F|+|F[ = (P(I\ F)+ P(F))
I\ F|+|F[ - P(I\F) -1
(IF[=1) +[I\F| = P(I\F)

= (FI =1+ NI\ F),

completando a prova. [

Para um dado né da arvore de branch-and-bound, o valor obtido no célculo de (1) pode ser
utilizado para se calcular um limite inferior para o custo da fungao objetivo da melhor solucao
completa que se pode obter a partir da solugdo parcial associada aquele nd. Se ordenarmos
todas as arestas do grafo G antes de iniciar o algoritmo, podemos calcular a soma dos custos
das N (i) arestas mais baratas de GG, obtendo uma estimativa otimista do custo adicional para
se construir uma solugao vidvel a partir de S. E este o método de estimativa utilizado para
limitagao (poda) da arvore de branch-and-bound nos experimentos reportados aqui.

3.2 Aplicagao a Subgrafos Esparsos

O algoritmo branch-and-bound descrito nesta secao pode ser aplicado a grafos gerais. No
entanto, seu sucesso depende fortemente de sua capacidade de fixar multiplas varidveis, em de-
corréncia da aplicacao das idéias de vértices com um tnico vizinho e de vértices de ligagao. Em
um grafo denso, tais oportunidades costumam ser reduzidas, na medida em que cada vértice
tende a possuir véarios vizinhos. Assim, a idéia de se aplicar o algoritmo a subgrafos esparsos de
G surge como alternativa natural de obtencao de uma solucao vidvel para o problema original.
Como o algoritmo branch-and-bound aqui descrito é capaz de encontrar a solucdo 6tima
para o grafo dado, a escolha cuidadosa de um subgrafo esparso de G pode representar uma
alternativa interessante para a construgao de uma solugao de boa qualidade para o PAkC em
um grafo geral. De fato, esta é a abordagem que adotamos em nossos testes computacionais
descritos na Segao 5, nos quais o subgrafo esparso escolhido consiste de uma AGM de G.
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4 Modelo de Programacao Matematica

Nesta secao, apresentamos uma formulagdo em programacao matemadtica para o problema
PAKC, que consiste em um modelo de fluxo em redes sobre um grafo direcionado. Considere
o grafo direcionado D = (V, A), onde A é o conjunto de arcos contendo todos os arcos (v;, v;)
e (vj,v;), para todas as arestas {v;,v;} € E. Seja vy um vértice artificial, e considere os arcos
artificiais (v, v;), para todos i = 1,...,n. Mostraremos abaixo como formular o PAkC como
o problema de enviar n unidades de fluxo a partir do vértice vy até os demais vértices da rede
D utilizando apenas um subconjunto de arcos corresponde a um subgrafo de custo minimo do
grafo G.

Uma importante suposicao que faremos a respeito dos custos é de que todos os ciclos pos-
suem custo positivo. Conforme veremos, esta suposicao é crucial para que possamos estabelecer
a viabilidade das solugoes do modelo aqui apresentado.

A solucao do seguinte modelo de programacao inteira mista fornece um projeto de rede que
induz uma solugao para o problema PAkC. A solugao do modelo seleciona um subconjunto das
arestas do grafo original D, determinando uma particdo daquele grafo. As restrigoes de fluxo
ao longo da rede D asseguram que as restricoes de capacidade de cada uma das componentes
conectadas resultantes sao satisfeitas.

(ND)  minimizar Zc(e)ye

ecE
sujeito a: Z Toj =M (2)
jeVv
To,i + Z Tji— Z zij=1, Vo eV (3)
(Jii)eA (4,5)€A
kz; < MRS <nz, Yy, eV (4)
n
< | =
:E:ZZ—-{kJ (5)
eV
Z Ye + Z Zi=n (6)
eck eV

zij < (n—1)ye
Ve={v,vj} € E (7)
zji < (n—1)ye
Tij >0, V ('UZ',’UJ') cA
ye € 10,1}, ec E
Zi € {0,1}, v; € V.

A variavel bindaria de decisao y., para e € E, corresponde & inclusao ou nao do arco e
no subgrafo de G. Para cada ¢ € V, temos uma varidvel bindria de decisao z;, cujo valor
corresponde & inclusdo ou nao do arco artificial (vg,v;) no subgrafo de G. Para cada arco
(vi,v5), definimos a varidvel continua x;; cujo valor corresponde ao fluxo que passa por esse
arco. Para cada vértice j € V, definimos a varidvel continua ¢ ; cujo valor corresponde ao
fluxo que passa pelo arco (v, v;). Claramente, o fluxo em um arco (v;,v;), v;,v; € V deve ser
zero se este nao nao estiver contido no subgrafo da solucao.

As restrigoes (2) e (3) definem a quantidade de fluxo a ser enviada aos vértices em V' de
tal forma que cada um destes recebe exatamente uma unidade de fluxo. As restrigoes (4) e
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(5) fazem com que o fluxo seja enviado de tal forma que as arestas correspondentes aos arcos
utilizados definam componentes conexas com pelo menos k vértices.

Finalmente, o grupo de restrigoes (7) forga que, para cada aresta nao selecionada (i.e., as
arestas e com y. = 0), o fluxo através do arco correspodente seja zero; caso contrario, o fluxo
é limitado por n — 1, que é o fluxo maximo possivel no arco (vj,v;), vi,v; € V, devido as
restrigoes (2) e (3).

O seguinte lema caracteriza as solugoes obtidas pelo modelo.

Lema 4.1 As componentes conexas obtidas em uma solu¢ao dtima do modelo (ND) sao drvores.

Prova Seja (z,y,z) uma solugdo 6tima para o modelo (ND). Suponhamos que haja uma
componente conexa F' induzida pela solugdo (x,y,z) que ndo seja uma arvore. Entao, F
contém um ciclo H. Seja E(H) o conjunto de arestas no ciclo H. Sabemos que ¢(H) > 0, de
acordo com a suposicao feita no inicio desta secao. Considere a seguinte quantidade:

e= min  max{w;j, x;;}.
(vi,vj)€E(H)

Agora, considere o conjunto H, = {(v;,vj) € E(H)|x; j = €} e a seguinte solucdo (z*, y*, 2*):

T = T Y(vi,vj) € E(H)

ys = 0 V(vi,v;) € He
Yo = Ye V(“i’?”j) €G- H.
zF = oz VieV.

7

Pode-se perceber que a nova solugao (z*, y*, z*) é vidvel para o modelo (ND). Além disso, como
c¢(H) > 0ee >0, asolucao (z*,y*, 2*) tem custo menor do que o custo da solugdo corrente,
contradizendo sua otimalidade. [

4.1 Restricoes de Quebra de Simetria

Dependendo do valor do parametro k, vérias solugdes diferentes para o modelo (ND) podem
representar a mesma solucao viavel do PAkC. De fato, por meio de uma escolha adequada
de valores das varidveis z; é tipicamente possivel se descrever exatamente a mesma solugao
do PAKC de varias formas diferentes. Este fenémeno é comumente chamado de simetria no
modelo e advém do fato de que cada componente C' C V' em uma solucao vidvel de (ND) deve
ter exatamente uma varidvel z; igual a 1, para algum ¢ € C, embora nao haja restricdo em
relacdo a qual das varidveis z; (i € C) deve assumir o valor 1. Portanto, em uma solugao
vidvel onde C' é uma componente, existem |C| maneiras de se descrever exatamente a mesma
componente C' em termos do conjunto das variaveis de decisao envolvidas, uma para escolha
de z, =1 (i € C).

Claramente, esta simetria pode ter um efeito bastante negativo durante um procedimento
de enumeracao implicita, tal como um algoritmo de branch-and-bound baseado em programacao
linear (ver, por exemplo, Sherali (2001)). A seguir, propomos dois conjuntos de restrigoes, os
quais podem ser utilizados, separadamente, com o prop¢sito de reduzir o efeito de simetria
durante a resolugao do modelo (ND).

No que se segue, faremos referéncia ao vértice associado a varidvel nao-zero z; como o vértice
de referéncia da componente C. O vértice de referéncia da componente C' é o tinico vértice de
C' que é ligado ao vértice artificial de origem do fluxo no modelo (ND).
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4.1.1 Folhas como Vértices de Referéncia

Este conjunto de restrigoes forca que o vértice de referéncia de uma componente C' seja uma
folha, i.e., um vértice de C com um tunico vizinho. J4 que C' corresponde a uma arvore
(pelo Lema 4.1), podemos garantir que C' contém, no minimo, um vértice com um tnico
vizinho , desde que k > 1 (o caso k = 1 é trivial). Portanto, este conjunto de restrigbes nao
elimina nenhuma solucao 6tima do PAkC, ao mesmo tempo em que elimina certas solugoes
vidveis de (ND): aquelas que utilizam um vértice nao-raiz como o vértice de referéncia de uma
componente. Perceba que podemos ainda ter varios vértices que satisfazem as condigoes para
serem candidatos a ser o vértice de referéncia de uma dada componente. O nimero de tais
vértices candidatos, contudo, é menor do que o tamanho da componente em questao. Desta
forma, o beneficio resultante do uso deste tipo de conjunto de restrigoes fica evidente na redugao
do espaco de busca.
O conjunto de restrigoes pode ser expresso da seguinte maneira:

Y w1+ n-2)(1-z), VieV. (8)
e={v;,v; }eE

E interessante notar que (8) também pode ser utilizado com o intuito de se obter solugoes
vidveis de grau limitado: substituindo-se o fator (n — 2) no lado direito da desigualdade por
um inteiro positivo d < n — 2, podemos forcar cada vértice nao-referéncia a ter grau menor ou
igual a d+ 1. Isto pode nos permitir obter rapidamente solugoes vidveis de qualidade razoavel,
ja que o espaco de busca pode ser reduzido drasticamente com uma escolha de d pequeno.

4.1.2 Vértices de Indice Minimo como Vértices de Referéncia

Este conjunto de restricoes forca que o vértice de referéncia de uma componente C' seja o
vértice de C' com o menor indice em C. Em outras palavras, usamos os indices 1,2,3,...,n
dos vértices v1,v9,vs, ..., v, (respectivamente) para forgar o algoritmo de solu¢ao do modelo
a escolher, como o vértice de referéncia da componente C, aquele de menor indice dentre os
vértices que pertencem a C. Assim como no caso do conjunto de restrigoes (8), também fica
claro que esta condigao nao remove do espaco de busca nenhuma solugao 6tima do problema,
ao mesmo tempo em que identifica um tnico vértice de cada componente C' como candidato a
vértice de referéncia de C. O fato de termos um vértice de referéncia identificado unicamente
remove o impacto potencial de se explorar um grande nimero de solugoes de (ND), muitas das
quais poderiam, na verdade, representar precisamente a mesma solucao do PAKkC.
O conjunto de restrigoes pode ser expresso da seguinte maneira:

Ye + 25 <1, Ve ={v;,v;} € E, com i < j. 9)

Como subproduto da abordagem por indice minimo, podemos também fixar em zero os
valores de algumas varidveis z;, desde que cada vértice v; associado a uma delas jamais seja o
vértice de menor indice dentre os vértices pertencentes a mesma componente de v;. Obviamente,
decidir quais conjuntos de variaveis poderao ser fixados desta maneira é uma tarefa que depende
da topologia do grafo. Podemos, no entanto, garantir que:
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Por fim, vale a pena destacar que, embora os conjuntos de restri¢oes (8) e (9)-(10) possam
ser utilizados conjuntamente, tal uso simultaneo pode resultar em um problema inviavel, ja
que estariamos exigindo que o vértice de menor indice em cada componente fosse uma folha.

Nos testes computacionais reportados na Secao 5, utilizamos o conjunto de restrigoes de
quebra de simetria dados pelas desigualdades (9) e (10) acima.

5 Resultados Computacionais

Com o intuito de conduzir uma avaliagao empirica dos algoritmos discutidos neste artigo,
utilizamos um conjunto de instancias do PAkKC geradas aleatoriamente, conforme descrito a
seguir. Cada instancia consiste de um grafo completo, com cada vértice associado a um ponto
no plano, cujas coordenadas sao geradas aleatoriamente. O custo c(e) de cada aresta e = {v, w}
¢ dado pela distancia Euclidiana entre os pontos associados a v e w. O conjunto de instancias
utilizado aqui pode ser obtido juntamente aos autores deste trabalho.

Para efeito de apresentacao dos resultados, dividimos as instancias em dois grupos: um
dito de “pequeno porte”, denominado Grupo 1; e um grupo de instancias de “médio porte”,
denominado Grupo 2. As instancias do Grupo 1 foram utilizadas como base para avaliarmos
(i) a qualidade das solugoes produzidas pela heuristica HEF em relagao as solugoes produzidas
pelo algoritmo branch-and-bound (B&B); e (ii) a qualidade das solugoes do algoritmo B&B em
relacdo as melhores solugoes (muitas delas comprovadamente étimas) obtidas por meio do uso
do resolvedor linear inteiro Xpress-MP (ver FICO (2010)). Para as instancias do Grupo 2, o
modelo (ND) descrito na Segao 4 consome uma quantidade excessiva de tempo. Por esta razao,
optamos por utilizar tais instancias apenas para comparacao da qualidade das solucoes obtidas
pela heuristica HEF em relagao aquelas produzidas pelo algoritmo B&B.

O Grupo 1 possui instancias com nimero de vértices variando de 10 a 50 e com k£ tomando
os seguintes valores: 3, 4, 5, 7 e 10, conforme pode ser visto na Tabela 1. O Grupo 2 possui
instancias com ntumero de vértices variando de 100 a 500 e k assumindo os valores 5, 10, 20 e
40, conforme mostrado na Tabela 2.

Em cada tabela, temos o niimero de vértices n e o valor de k para cada instancia, seguidos
dos valores da fungao objetivo e do tempo de execucao relativos a cada algoritmo. No caso dos
valores da funcao objetivo relativos ao Xpress-MP na Tabela 1, exibimos o valor da melhor
solugao obtida (coluna “Lim. Sup.”, denotando “limite superior”), juntamente com o valor
do “limite inferior” (coluna “Lim. Inf.”) obtido pelo software. Estes limites fornecem uma
estimativa de quao préximo do custo 6timo se encontra o custo da melhor solucao obtida pelo
Xpress-MP.

5.1 Caracteristicas dos Experimentos

Nossos experimentos foram executados em um computador com processador Intel Core 2 Duo
CPU E8400, de GHz 3.00GHz, memoéria RAM de 4GB RAM e com sistema operacional Win-
dows 7 de 64 bits. O resolvedor linear inteiro utilizado para os testes do nosso modelo de
programagao inteira mista foi o Xpress-MP Optimizer Version 21.01.00 64 bits. As heuristicas
foram implementadas na linguagem Java 1.6 e executadas no ambiente JRE 1.6.0_23 64 bits.
O algoritmo B&B teve sua busca limitada, sendo forgado a interromper sua execugao assim
que a busca explorasse um determinado nimero maximo de nés da arvore de B&B. Para as
instancias do Grupo 1 este ntimero foi escolhido como 10.000, enquanto o limite de 20.000 foi
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utilizado para instancias do Grupo 2. Tais valores foram determinados apds extensa experi-
mentagao com os algoritmos. Sob este ponto de vista, devemos encarar os resultados baseados
no algoritmo B&B como uma heuristica, ja que estamos reportando resultados baseados em
uma busca possivelmente truncada. Deve ficar claro, no entanto, que o algoritmo obtém a
solugdo 6tima para o grafo fornecido, dados tempo e memoria suficientes. Por sua vez, o
software Xpress-MP teve seu tempo maximo de execucao limitado a 5 minutos em todos os ex-
perimentos. Tanto no caso de nosso algoritmo B&B, como no do resolvedor Xpress, reportamos
o valor da fungao objetivo na melhor solucao obtida.

5.2 Anadlise dos Resultados

De acordo com a Tabela 1, podemos observar que o resolvedor Xpress-MP obteve solugoes
inteiras para quase todas as instancias do Grupo 1, tendo obtido solucoes 6timas para 9 das
24 instancias. Podemos concluir, ainda, que o modelo (ND) mostrou-se bastante robusto para
esse grupo de instancias, jd que, em aproximadamente 80% delas, ou obteve a solugao 6tima
ou uma solugao inteira que se mostrou melhor do que as solugoes da heuristica HEF e do B&B.

Valor da Fungao Objetivo Tempo de Execucao (s)
Xpress-MP

n k HEF B&B Lim. Sup. Lim. Inf. | HEF B&B Xpress-MP
10 3 237 252 2.09 2.09 | 0.00 0.00 0.40
15 3 197 197 1.90 1.90 | 0.00 0.00 1.70
20 3 2.09 2.09 2.09 2.09 | 0.00 o0.01 0.20
25 3 1.99 1.99 1.99 1.99 | 0.00 0.02 0.80
30 3 332 322 3.16 2.82 | 0.00 0.05 300.00
35 3 3.04 3.04 2.86 2.53 | 0.00 0.06 300.00
40 3 3.07 2.97 2.97 2.64 | 0.01 0.50 300.00
45 3 325 3.25 3.22 2.80 | 0.01 0.28 300.00
50 3 3.20 3.12 — 3.71 | 0.00 0.90 300.00
10 4 1.96 1.96 1.96 1.96 | 0.00 0.00 0.10
15 4 247 2.47 2.47 2.47 | 0.00 0.00 0.30
20 4 292 274 2.69 2.57 | 0.00 0.00 300.00
25 5 2.74 2.74 2.74 2.74 |1 0.00 0.00 11.80
30 5 356 3.56 3.43 3.43 | 0.00 0.00 254.30
35 5 322 3.20 3.22 2.76 | 0.00 0.02 300.00
40 5 3.98 3.85 3.85 3.52 | 0.01 0.06 300.00
45 5 426 4.26 4.21 3.67 | 0.01 0.12 300.00
50 5  4.29 4.26 — 3.71 | 0.01 0.78 300.00
25 7 317 317 3.03 2.83 | 0.00 0.00 300.00
30 7 358 3.58 3.45 3.06 | 0.01 0.00 300.00
35 7 415 4.15 3.98 3.98 | 0.00 0.01 127.00
40 10 4.30 4.24 4.32 3.89 | 0.01 0.01 300.00
45 10 4.66 4.66 4.56 420 | 0.01 0.01 300.00
50 10 4.41 4.41 4.70 3.80 | 0.01 0.01 300.00

Tabela 1: Valores da funcao objetivo e de tempo de execucao para instancias do Grupo 1.
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Ao compararmos os resultados do algoritmo B&B com aqueles obtidos pelo Xpress-MP na
Tabela 1, verificamos que o algoritmo B&B se mostrou bastante competitivo. Em 5 casos,
obteve uma solucao inteira melhor do que a do Xpress-MP; em outras 5 instancias atingiu o
Otimo, e em duas instancias obteve uma solugao melhor do que as dos demais algoritmos. Além
disso, verificamos que a solucao obtida pelo B&B foi apenas 2,11% pior, em média, do que a
melhor solucao obtida pelo Xpress-MP em um tempo de execucao bem maior.

Valor da F. Obj. | Tempo de Execucao (s)

n k HEF B&B HEF B&B
100 5 6.52 6.46 0.03 1.73
120 5 6.71 6.54 0.04 2.39
150 5 8.00 7.96 0.06 2.47
200 5 9.10 9.14 0.06 2.44
300 5 11.70 11.65 0.06 4.06
400 5 13.53 13.74 0.07 5.83
500 5 15.92 15.99 0.08 6.13
100 10 6.74 6.74 0.03 0.89
120 10 7.34 7.27 0.04 2.12
150 10 8.97 8.94 0.02 1.91
200 10 10.27 10.18 0.04 2.72
300 10 13.03 12.96 0.06 3.76
400 10 15.47 15.54 0.10 4.79
500 10 18.15 18.12 0.21 5.32
120 20 8.01 8.01 0.04 0.37
150 20  8.89 8.89 0.06 0.57
200 20 10.85 10.85 0.06 2.42
300 20 13.62 13.63 0.06 3.68
400 20 16.26 16.23 0.07 4.55
500 20 18.73 18.66 0.15 4.65
150 40 9.67 9.65 0.06 0.01
200 40 11.37 11.37 0.06 0.42
300 40 14.42 14.36 0.07 2.16
400 40 16.83 16.83 0.07 2.76
500 40 19.51 19.55 0.13 4.46

Tabela 2: Valores da fungao objetivo e de tempo de execugao para instancias grandes.

Ainda na Tabela 1, quando comparamos a heuristica HEF com o algoritmo B&B, verifica-
mos que o B&B foi melhor em 8 casos (33%). No entanto, o B&B obteve a mesma solugao que
HEF em 15 instancias, ou seja, 62,5% dos casos. Isso mostra que a solucao obtida por HEF
é de muito boa qualidade, ainda mais quando observamos que as solucoes obtidas pelo B&B
sao freqiientemente 6timas ou préximas disso. Para todas as instancias testadas, o tempo de
execugao do modelo (ND) foi superior aos tempos de execucao da heuristica HEF e do B&B.
Em 15 casos, foi necessario interromper a execucao do modelo apés 5 minutos, enquanto que
HEF e B&B concluiram suas execugoes em menos de um segundo para todas as instancias.

Na Tabela 2, verificamos que houve um dominio significativo, em termos de qualidade da
solugao, do algoritmo B&B sobre a heuristica HEF. Em mais da metade dos casos, o algoritmo
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B&B obteve solugoes melhores do que HEF, e, em outros 24%, o B&B obteve a mesma solugao
que HEF. Ademais, embora os tempos de execucao do B&B tenham sido consistentemente
maiores do que os da heuristica HEF, um acréscimo de 2 a 3 segundos (média de 2.8s) sobre
o tempo de execucao de HEF é aceitavel para a maioria dos propdsitos praticos. Por fim,
podemos perceber que, embora a heuristica HEF tenha sido dominada pelo algoritmo B&B
em relacao & qualidade de solucao, os custos das solucdes do algoritmo B&B sao apenas 0,22%
menores, em média, do que aqueles das solugoes obtidas por HEF.

6 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos um novo algoritmo branch-and-bound (B&B) e um novo modelo
de programagcao matematica para o problema PAkC. O algoritmo B&B mostrou-se bastante
competitivo, tendo sido utilizado para resolver o PAkC sobre uma arvore geradora minima do
grafo original, fornecendo uma solucao vidvel de boa qualidade. As solugbes fornecidas pelo
B&B foram melhores, em média, do que as encontradas pela heuristica mais bem-sucedida para
o PAkC, incorrendo em um pequeno custo adicional de tempo de execucao.

O modelo de programacao matematica mostrou-se util para instancias de pequeno porte,
para as quais solucgoes étimas ou quase 6timas podem ser encontradas em uma quantidade
de tempo razoavel. Outra caracteristica interessante do modelo é sua natureza estatica: para
resolver o modelo nao se faz necessario o uso de técnicas de geracao de colunas e/ou de restrigoes.
Por fim, os resultados obtidos por meio do uso do modelo sugerem que as soluc¢oes produzidas
pelo algoritmo B&B tendem a apresentar custos bastante préximos do custos étimos.

Como trabalhos futuros, podemos destacar: o uso de estratégias de busca local, possivel-
mente guiadas por uma meta-heuristica; a proposta de novas heuristicas combinatérias; e a
utilizagao de diferentes métricas para o calculo de distancias entre vértices.
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