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RESUMO

Neste trabalho investigamos o problema de Empacotamento em Faixa na sua versao 2D em que o
centro de gravidade do empacotamento deve estar em uma regido segura e os itens devem satisfa-
zer uma ordem de descarregamento. Como consequéncia, sempre que um subconjunto de itens é
descarregado, o centro de gravidade do empacotamento restante deve permanecer dentro da regido
segura. Desenvolvemos uma heuristica que empacota em niveis e um modelo de programacdo
linear inteira, ambos para o caso em que os itens ndo podem ser rotacionados, mas devem ser em-
pacotados de forma ortogonal aos lados da faixa. Os testes computacionais validam os algoritmos
propostos, ainda mais quando a heuristica é combinada com o modelo inteiro, mostrando eficiéncia
deste dltimo para resolver instancias de até médio porte.

PALAVRAS CHAVE. Problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional, Restri¢do de Ordem,
Restri¢do de Balanceamento de Carga.

Area principal. Otimizacio Combinatdria.
ABSTRACT

In this paper we deal with the Two-Dimensional Strip Packing Problem where the center of gravity
of the packing must lie on a safety region and the items must satisfy a sequence of unloading.
That is, whenever a subset of items is unloaded, the center of gravity of the remaining packing
must still locate in the same safety region. We propose a level-oriented heuristic and a 0-1 integer
linear programming model for this problem, considering only the orthogonal oriented case. Our
computational experiments validate the proposed algorithms where the combination between the
heuristic and the integer model allows to solve hard medium-size problems.

KEYWORDS. Two-Dimensional Strip Packing Problem, Multi-drop Requirements, Load Balan-
cing Constraint.

Main area. Combinatorial Optimization.
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1 Introducao

Alguns trabalhos sobre problemas de Corte e Empacotamento ainda ndo consideram restri¢cdes
praticas presentes em cendrios reais, como as restri¢des discutidas em Bischoff e Ratcliff (1995).
Estas restricdes caracterizam questdes praticas, como caixas que ndo podem suportar outros itens
pesados (Junqueira et al., 2010); manter o empacotamento estavel seguindo leis fisicas (Gendreau
et al., 2006; Junqueira et al., 2010); satisfazer uma determinada ordem de carregamento ou descar-
regamento dos itens (Christensen e Rousge, 2009; Gendreau et al., 2008); fazer o balanceamento
da carga, isto é, manter o peso dos itens (centro de gravidade) distribuido adequadamente dentro do
empacotamento (Imai et al., 2006; Kaluzny e Shaw, 2009; Mongeau e Bes, 2003), entre outras.

Neste trabalho o foco estd em propor algoritmos para o problema de Empacotamento em Faixa
na sua versao bidimensional (2D) que respeite uma determinada ordem de descarregamento e que
satisfaca critérios de balanceamento de carga. O problema de empacotamento é enunciado da se-
guinte forma:

PROBLEMA DE EMPACOTAMENTO EM FAIXA 2D (2EF): SA0 DADOS UMA FAIXA BIDIMENSIO-
NAL B = (L,), ISTO E, UM RECIPIENTE RETANGULAR COM LARGURA L E ALTURA INFINITA,
E UM CONJUNTO DE n ITENS RETANGULARES, SENDO CADA ITEM i DE DIMENSOES ([;,h;). O
OBJETIVO E OBTER UM EMPACOTAMENTO ORTOGONAL DE TODOS OS ITENS DENTRO DA FAIXA
B, DE MODO QUE QUAISQUER DOIS ITENS NAO SE SOBREPONHAM E A ALTURA DA PARTE DA
FAIXA QUE E USADA SEJA MINIMIZADA.

Um empacotamento em faixa é considerado vidvel se todos os itens forem empacotados de
forma ortogonal, isto é, os lados dos itens devem ficar paralelos aos lados da faixa, e ndo ha
sobreposi¢do de itens. Lidamos com o caso que ndo permite a rotagdo (ortogonal) dos itens e
sujeito as restrigdes que serdo discutidas logo em seguida.

O problema 2EF é NP-dificil, uma vez que ele generaliza o problema de empacotamento Bin
Packing, veja Hopper e Turton (2001). Aplicacdes deste problema surgem na industria, como no
corte de rolos de metal ou papel, e em problemas de scheduling.

Grande parte das abordagens propostas para o problema 2EF consistem em heuristicas. Uma
visdo geral das varias heuristicas propostas pode ser encontrada em Ntene e van Vuuren (2009); Riff
et al. (2009). Abordagens baseadas em metaheuristicas como algoritmos genéticos, recozimento
simulado, GRASP, busca Tabu podem ser encontradas em Alvarez-Valdes et al. (2008); Hopper e
Turton (2001); Zhang et al. (2007). Uma recente heuristica baseada em empacotamento por niveis
foi proposta por Ortmann et al. (2010).

Por outro lado, também existem estratégias exatas propostas para o problema 2EF. Kenmochi
et al. (2009) desenvolveram algoritmos exatos do tipo branch-and-bound. Lodi et al. (2004); Mar-
tello et al. (2003) propuseram estratégias baseadas em branch-and-bound e modelos de programacao
linear inteira. Em 2008, Cintra et al. (2008) propuseram um algoritmo baseado em geragao de co-
lunas para a versdo que lida com estédgios de corte.

Vamos explicar agora as restricdes consideradas dentro do problema 2EF. Na restricdo que
envolve o descarregamento dos itens (ou restricdo de ordem), hd um grupo de clientes (ordens)
D ={l1,...,Dmax}, em que cada item i tem um nimero d; € PD. Entdo, os itens do cliente k sdo
aqueles itens i cujo valor de ordem € d; = k. Desejamos que nenhum item j com ordem d; seja
empacotado de forma a bloquear a saida de qualquer item i, satisfazendo d; < d; e levando em
consideracdo que os itens serdo descarregados pela parte superior da faixa.

A restri¢do de ordem tem sido explorada dentro do problema de Roteamento de Veiculos Ca-
pacitados com Restricdes de Empacotamento (Gendreau et al., 2008; Iori et al., 2007). Iori et al.
(2007) apresentaram um algoritmo exato do tipo branch-and-cut para a versao 2D deste problema.
Ja Gendreau et al. (2008) trabalharam com a versdo 3D e propuseram uma heuristica baseada em
busca Tabu.
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A outra restri¢do considerada € a de balanceamento de carga (ou distribui¢do de peso). Nesta
restricdo o empacotamento deve ter seu centro de gravidade (CG) o mais préximo possivel de um
ponto “ideal”, ou do meio da faixa, ou dentro de uma regiao (area) chamada de envelope. Em
algumas situacdes praticas este ponto ideal corresponde ao ponto médio geométrico do recipiente
em consideracdo. Centro de gravidade é definido como o ponto em que todo o peso do objeto pode
ser considerado estar concentrado.

Algumas abordagens que consideraram a restricao de balanceamento de carga foram desenvol-
vidas por Imai et al. (2006); Kaluzny e Shaw (2009); Mongeau e Bes (2003). Tais abordagens re-
solveram instancias a otimalidade dentro de um tempo aceitavel para aplicacdes praticas. Mongeau
e Bes (2003) apresentaram um modelo de programacio inteira para o problema de decidir quais
itens devem ser carregados dentro do compartimento de carga de avides satisfazendo a restricdo
de balanceamento de carga: manter o CG dentro de um envelope e 0 mais proximo possivel do
CG ideal. O trabalho de Imai et al. (2006) considera o planejamento de cargas (em navios) com
a restri¢do de satisfazer a estabilidade do navio. Eles formularam o problema através de um mo-
delo de programacdo inteira multi-objetivo. Kaluzny e Shaw (2009) apresentaram um modelo de
programacao linear mista para o problema de empacotamento bidimensional que visa otimizar o
balanceamento de carga, além de satisfazer restricdes como: permitir a rotacdo dos itens e manter
certos espacamentos entre os itens.

Os trabalhos com respeito ao balanceamento de carga estdo preocupados em obter um empaco-
tamento final que satisfaca tal restricao. Ou seja, tais trabalhos nao levam em consideracio o fato de
que ao descarregar um subconjunto de itens, o CG pode ser movido de sua posicao original e, entdo,
resultar em instabilidade para o empacotamento restante. Um cendrio onde esta restricao surge con-
siste na entrega de mercadorias de clientes por veiculos de carga. Nesta situacdo, a restricdo de
ordem representa a ordem na qual os clientes serdo visitados. Apds visitar o primeiro cliente da
rota, seus itens serdo descarregados e, consequentemente, o empacotamento restante tera seu CG
movido de sua posi¢do original. Este processo repete-se para cada cliente da rota.

Neste trabalho serd estudado o problema 2EF com as restri¢des de balanceamento de carga e de
ordem, de modo que nio somente o empacotamento final, mas cada empacotamento intermedidrio
(ap6s descarregar alguns itens) deve satisfazer a restricao de balanceamento de carga. Este problema
serd denotado por 2EFBO.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. Na préxima secdo serd apresentado o modelo
de programacdo linear inteira para o problema 2EF. Na Sec¢@o 3 serd discutido as restri¢des sobre
a ordem e o balanceamento de carga, usadas para formular o problema 2EFBO. A heuristica que
empacota em niveis, bem como o modelo de programacao linear inteira proposto serdo discutidos
na Secdo 4. Os testes computacionais serdo apresentados na Secdo 5. Por fim, a Secdo 6 reporta as
conclusdes e trabalho futuros.

2 Formulacao Inicial

Os empacotamentos serio representados no Plano Cartesiano R?. A posicio de cada item dentro do
empacotamento é dada pelo seu canto inferior esquerdo. O ponto (0,0) no sistema de coordenadas
representa o canto inferior esquerdo da faixa.

Seja I = (L,o0,ly,.. p,h1,. n,di1,.. n,mi.. ) uma instancia do problema 2EFBO, em que cada

item i possui dimensdes (/;,h;), valor d; para a restricdo de ordem e massa m;, parai = 1,...,n.
Vamos considerar que todos os valores em / sdo inteiros positivos, exceto possivelmente, os valores
de massa.

O modelo inteiro apresentado na eq. (1) formula o problema 2EF. A formulagao considera a
faixa B = (L, o) discretizada em uma malha de pontos. A distancia entre cada ponto no eixo x e y
varia de acordo com a forma como a malha foi discretizada. Vamos assumir inicialmente que c, e
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cy representam a distancia entre quaisquer duas linhas consecutivas da malha em relag¢@o ao eixo x
e y, respectivamente.

Seja P o conjunto de pontos obtidos apds a discretizagdo da faixa. Cada ponto p € P € re-
presentado por um par p = (a,b). Chamamos de ?; o conjunto de pontos onde um item i pode
ser empacotado e por &;, o conjunto de todos os pontos r € P que sdo cobertos pelo item i, dado
que i estd empacotado em p. Nao estdo dentro do conjunto X, os pontos da borda superior e
da borda esquerda de i. O conjunto C representa as linhas horizontais (na direcao da altura, eixo
y), enquanto em L temos as linhas verticais (na direcdo da largura, eixo x). Observamos que um
item i = (;, ;) empacotado no ponto p = (a,b) € P cobre todas as linhas horizontais no conjunto
Np = b, b+ [21):

Todas as varidveis no modelo sdo bindrias, a saber: z, = 1 indica que um item cobre pelo menos
um ponto p, € P da linha horizontal e € C; x;, = 1 representa que um item i estd empacotado no
ponto p € P; e, y; = 1 indica que o ponto r € P esta coberto pelo item i.

A fun¢do objetivo da eq. (1) visa minimizar a altura da faixa a ser utilizada. As restri¢cdes
(1.i) dizem que um item i deve ser empacotado exatamente uma vez, enquanto as restricdes (1.ii)
garantem que cada ponto da malha s6 pode ser coberto por no maximo um item. As restri¢des
(1.iii) asseguram que todos os pontos do conjunto &;, estdo cobertos pelo item i, dado que este
estd empacotado em p, e as restri¢des (1.iv) impde que as linhas horizontais da malha cobertas por
algum item devem ser consideradas (na fungéo objetivo). As restri¢des (1.v — 1.vii) dizem respeito
as condicdes de integralidade do modelo.

€]
min Zeze
e=1
0 Y xp=1 i=1,..., n
PED
n
(i) yip <1 VpeP. )
i=1
(#ii)  xip < ir i=1,...,.mVpeP;VreR,.
sujeitoa:  (iv) xip <z, i=1,....,m;VpeP;VecNp.
(v) xipe{0,1} i=1,...,m;VpeP.
(vi) y4i€{0,1} i=1,...,n;VqgeP.
(vii) ze € {0,1} e=1,....|Cl.

2.1 Desigualdades Validas

Algumas desigualdades podem ser inseridas no conjunto de restricdes da formulagdo (1) com o intuito de
limitar o nimero de combinagdes e, entdo, acelerar a resolu¢do do modelo inteiro. Apresentamos na eq. (2)
restricdes que objetivam evitar os itens de “flutuar” dentro da faixa. Tais restricdes dizem que um item i s
pode ser empacotado se este estiver apoiado sobre a face de pelo menos um outro item j, mesmo que seja
uma extensdo de contato minima.

n

x,-,,gz ijq i=1,....m;VpeP. ?)

J=1 q€Sijp

J#
sendo ;;, o conjunto de todos os pontos onde o item j pode ser empacotado de forma que o item i esteja em
contato com a face superior do item j, dado que o item i foi empacotado no ponto p.

Como consequéncia, também podemos modificar a func¢io objetivo de modo que os itens sempre estejam

0 mais préximo possivel da borda inferior da faixa, a saber.

|C] n

min Y ez +e()] bxip), 3
e=1

i=1 p=(eb)es,

sendo o valor de € igual a 0,0001 nos experimentos computacionais. Além do mais, esta fungdo objetivo é
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prética no sentido de evitar solu¢gdes de mesma altura, mas que porventura tenham itens deslocados para a
direita ou esquerda no eixo x.

3 Restricao de Ordem e de Balanceamento de Carga

Nesta se¢do descreveremos as restricdes a serem adicionadas ao problema 2EF visando obter o problema
2EFBO. Como comentado, se hd itens de diferentes clientes (ordens) empacotados na faixa, cuidado deve
ser tomado ao descarregar os itens da faixa. Entdo, ao visitar um determinado cliente, seus itens ndo devem
estar obstruidos por itens de outros clientes durante o descarregamento.

A restri¢do de ordem, descrita na eq. (4), faz uso de varidveis bindrias. As varidveis u,y indicam se o
ponto p € P tem valor de ordem d € D, tal que D = {1,...,Dpyax }- Itens de mesmo valor de ordem d ; sdo
representados pelo conjunto D; = j.

D"lax
i Upg < 1 Vpe®;
p
d=1
(i) xip < ttyg, i=1,...,m;VpeP;VreRy;
Dln(lX (4)
(iti)  upg < Z Upyt gy Vp eP,Vd,d" e D;tal qued <d", p’ =\Np');
d'—=d’
(iv) upq € {0,1} VpeP,Vde D,

em que A(p') representa, dado o ponto p’ = (a,b) € P, o ponto p” = (a,b’) satisfazendo b’ = max{f} €
C|B<b}.

As restricdes (4.i) asseguram que cada ponto da malha tem no maximo um valor de ordem associado; as
restri¢des (4.77) garantem que os pontos em &;, t€m o mesmo valor de ordem; e, as restri¢oes (4.iii) asseguram
que qualquer item i, cujo valor de ordem € d;, deve ser empacotado sobre itens j, com d;, satisfazendo
d; < d;. As restrigdes (4.iv) dizem que as varidveis u,y devem ser bindrias. Observe que as restri¢oes (4.iif)
consideram somente os pontos da malha que estdo no eixo y e cuja distincia entre eles € de ¢, unidades, ou
seja, os pontos p’ = (a,b) e p" = (a,b+cy).

Neste trabalho combinamos a restri¢do de balanceamento de carga com a restricdo de ordem, veja eq.
(5), da seguinte forma: se o i-é€simo cliente da rota (isto €, o conjunto de itens com valor de ordem igual a d;,
comd; <dj,para j=i+1,...,Dpg) foi visitado (ou seja, todos os itens com valor de ordem menor que d;
foram removidos da faixa), entdo o centro de gravidade do empacotamento restante deve permanecer dentro
do envelope.

Um envelope consiste em uma drea retangular (que contém o CG ideal) dentro da faixa. Consideramos
esta regido determinada somente observando o eixo x, tal que a coordenada, no eixo x, do centro de gravidade
do empacotamento deve estar no intervalo [Xgar,Xend]. Observe que a coordenada, no eixo y, do CG foi
desconsiderada. Isto ocorreu pelo fato da fung¢do objetivo visar minimizar a altura da parte da faixa que é
usada, logo ndo ha um valor exato para a altura da faixa que permita estabelecer valores em y para o envelope.

I
Z mi(a+ é)xip

Vi com YV p=(a,b)e®,
(. diE(@*UIZIDj) > k . 1 D
l) Z = Xstart =L s Umax-
m;
Y i com
d,'E(@*U.];;}@j)
Q)
li
Z m;i(a+ E)xip
Vi com, Y p=(a,b)e®;
die(D-U"
(ii) : L < Xend k=1, ..., Dpug.
Y om
Y i com

k—1
d,-e(i)fujzl @J>

As restricOes presentes na eq. (5) asseguram que, para cada valor de k € D, a faixa com todos os
itens, exceto aqueles cujo valor de ordem seja menor que k, possui o valor da coordenada de seu centro de
gravidade, no eixo x, dentro do intervalo [Xsart, Xend]-
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Os valores corretos de Xgrt € Xeng dependem do problema em consideragdo. Para termos viabilidade
neste problema, assumiremos que Xt < % < Xend- Segundo Mongeau e Bes (2003), tais valores devem ser
fornecidos pelo tomador de decisdes levando em consideragc@o incertezas, como a geometria € o peso dos
itens/recipiente. Assumiremos nos testes computacionais e, para os algoritmos descritos na préxima secao,
que o CG ideal corresponde, no eixo x, ao ponto médio da largura do recipiente, isto &, %

4 Modelo de Programacao Inteira

O modelo de programacio inteira para o problema 2EFBO consiste na func¢io objetivo (3) sujeita as restri¢oes:
(1.4 - 1.vii); (2); (4); e, (5).

Este modelo € dependente dos valores de ¢, e ¢, (distdncia entre duas linhas consecutivas no eixo x e y
da malha, respectivamente). Deste modo, a exatiddo do modelo esta intimamente relacionada com a malha
de pontos gerada inicialmente. A distancia entre quaisquer duas linhas consecutivas no eixo x tem valor igual
a ¢y. Denotaremos por BBound o algoritmo em que o modelo inteiro do problema 2EFBO considera ¢, = 1.
Sem perda de generalidade, para o eixo y, ao invés de usar ¢, fixo, podemos considerar somente as linhas
horizontais obtidas da combinag@o entre todas as alturas dos itens.

Um segundo algoritmo pode ser derivado de BBound quando obtemos as linhas verticais a partir da
combinagdo entre todos os valores de largura dos itens. Chamaremos este algoritmo de NonBB.

4.1 Heuristica baseada em Niveis

Com o intuito de comparar os resultados obtidos ao executar os algoritmos anteriores, bem como obter uma
altura inicial (limitante superior da solucdo 6tima) para o modelo de programagao inteira, desenvolvemos
uma heuristica que considera a restricdo de ordem e o balanceamento de carga.

Seja L = (1,...,n) uma lista com n itens, em que i € L representa um item com dimensdes i = (I;, ;),
ordem d; e massa m;. Dado um empacotamento ? de L com n itens, denotamos por center(?) o centro de
gravidade deste empacotamento, calculado da seguinte maneira:

— Liyrimi
. centery(?P) = YN

center(P) = ==L —— (6)
Limymi _ Xiyrm

center,, (P) YD

em que center(?), com componentes x e y, € o vetor que indica o centro de gravidade do empacotamento
‘P; m; € a massa do i-€simo item; e, 7,>(rl" rly ) é o vetor distincia, contendo a distincia entre um referencial
inercial (12 Lei de Newton) e o centro de gravidade do item i.

O ponto (0,0) do recipiente foi adotado como referencial inercial. O centro de gravidade de um item
retangular qualquer (homogéneo e sujeito a0 mesmo campo gravitacional, que é o nosso caso) corresponde
ao ponto médio das dimensdes do item, isto é, center(i) = (%’, %) Chamaremos de nivel um empacotamento
dentro da faixa, em que os itens estdo organizados lado a lado (na dire¢@o do eixo x) e foram empacotados
na mesma altura. O item mais alto dentro de um nivel N; determina a altura daquele nivel iy,. Um empaco-
tamento baseado em niveis é um empacotamento formado por uma sequéncia de niveis P = (Ny,...,Ny), tal
que o nivel N} esté na borda inferior da faixa, isto é, comega no ponto (0,0), e o nivel N1 estd empacotado
imediatamente acima do nivel N;, parai=1,... . k— 1.

A partir disto, considere inicialmente o algoritmo FFDH (First Fit Decreasing Height) para o problema
2EF (Coffman, Jr. et al., 1980). Este algoritmo fornece um empacotamento baseado em niveis da seguinte
forma: Primeiro, os itens sdo ordenados de forma decrescente pela altura. Entdo, ele empacota o préximo
item no primeiro nivel gerado (observando a ordem com que os niveis foram gerados) apds o ultimo item
empacotado naquele nivel. Caso ndo haja nivel algum, o algoritmo FFDH empacota o item mais a esquerda
possivel dentro de um novo nivel. Apresentaremos adiante uma heuristica baseada no algoritmo FFDH para
resolver o problema 2EFBO, que obtém um empacotamento cujo centro de gravidade, no eixo x, estd no
intervalo [Xgtart, Xend]. Chamaremos este algoritmo de Balanced First Fit (BFF).

O algoritmo BFF separa inicialmente os itens em listas, em que cada lista contém itens de mesma ordem.
Os itens dentro de cada lista estdo ordenados de forma decrescente pelo valor de largura (linhas 1.1 —1.2).
No lago das linhas 1.3 — 1.22, o algoritmo empacota os itens, que estdo organizados por valor de ordem
nas listas D;, em niveis horizontais, tal que todos os itens tem mesma ordem dentro de um nivel e, para
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Algoritmo 1: Balanced First Fit (BFF)

Entrada: Instincia I = (L,oo,l, h,d,m,Xstart, Xeng) do problema 2EFBO.
Saida: Solugéo para I.

1.1 SejaD = {Dy,...,D,} um conjunto com listas, onde D; possui os itens de L tal que se i € D, temos d; = .
1.2 Paracadalista D; (j = 1,..., p), ordene-a, de forma decrescente, observando os valores de largura dos itens
na lista.
1.3 para j < 1to p faca
14 Seja um empacotamento ?; + { }.
1.5 para cada item r € D}, seguindo a ordenagdo de D faca
1.6 Seja P; = (Ny,...,Ny) a sequéncia dos niveis em P;.
1.7 Seja t o indice do primeiro nivel, N;, que possui somente itens de ordem d, e tal que i, < hy, €
Iy, +1, < L.
1.8 se existe tal nivel t entao
1.9 Seja N/ (respectivamente, N;’) o nivel N, adicionado do item r, o qual foi empacotado a
esquerda (respectivamente, a direita) dos itens em N;.
1.10 Crie £P]’. « (P; —N;)UN,.
1.11 Crie P/ « (2; —N;)UN;".
1.12 Organize os itens em N/ de forma que ¢’ := |5 — centery(‘?})| seja minimo.
1.13 Organize os itens em N, de forma que ¢’ := |5 — centery(?})| seja minimo.
114 se ¢’ < ¢ entdo
115 | B«
1.16 senao
117 | 2« 2.
1.18 senao
1.19 Empacote o item r, no canto inferior esquerdo, em um novo nivel Ny 1.
1.20 Faga P; < Pj UNj41.
1.21 Organize o item r em Ny | de forma que \% — centery(P;)| seja minimo.
122 | Balance(L;Xstart; Xend; P1s - - -, Pj).-
1.23 retorna a concatenagdo de Py, ..., P,.

quaisquer dois niveis adjacentes N; e N;; 1, a ordem dos itens em N;;; € menor ou igual a ordem dos itens em
N;. Na iteracdo corrente do laco, o algoritmo BFF procura nas linhas 1.5 — 1.21 o primeiro nivel de mesma
ordem deste item e que tenha espaco suficiente para ele. Se existir tal nivel, o item r serd empacotado mais a
esquerda ou mais a direita dentro de tal nivel, observando quem levard o CG do empacotamento atual para o
mais préximo possivel do CG ideal. Caso ndo exista tal nivel (linhas 1.18 —1.21), um novo nivel sera criado
para conter o item 7, o qual serd organizado de forma a manter o CG do empacotamento atual o mais proximo
possivel do CG ideal. Por fim, na linha 1.22, o algoritmo BFF invoca a sub-rotina Balance, Algoritmo 2, que
tem o objetivo de fazer com que o CG do empacotamento na iteragdo atual, mas especificadamente, os niveis
criados em tal iteracdo tenham exatamente seu CG igual ao CG ideal, que é %, observando o eixo x.

Lema 4.1 O algoritmo Balance, Algoritmo 2, recebe um empacotamento baseado em niveis P e retorna um
empacotamento P, tal que Altura(P") < Altura(P) + Z, sendo Z a altura do item mais alto em P.

Prova. Vamos considerar que centery(?) < Xgar. A prova quando temos centery () > xeng € feita de forma
andloga.

Primeiro note, pelo passo 2.1, que o unico empacotamento que € atualizado € o empacotamento P; €
supomos que 0 CG do empacotamento P, U...U P;_; estd no intervalo [Xstart; Xend]- Observando o algoritmo
Balance, nas linhas 2.2 —2.14, este algoritmo processa os niveis, indo do nivel mais baixo de ; em direcdo
aos niveis no topo da faixa. Para cada nivel, os itens sdo ordenados de forma decrescente pela altura e
reorganizados lado a lado, dentro do nivel, da direita para a esquerda. Entdo, deve existir um primeiro nivel
t no qual a reorganizacdo deste nivel modifica o empacotamento corrente de P’ para um empacotamento P”,
tal que center,(P’) < Xstare € center(P”) > xgare. Este € o nivel N; com todos os itens, ordenados de forma
decrescente pelo valor de altura, organizados lado a lado da direita para a esquerda, que faz com que o lago
das linhas 2.4 — 2.7 pare.

2087



15a18

Q XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL agosto de 2011
Ubatuba/SP

Algoritmo 2: Balance

Entrada: Largura L; delimitantes Xstart € Xend; €mpacotamento P = Py,..., P;.
2.1 Sejam os niveis em P; = {Nj,...,Ni}, organizados de forma que N; ¢ o primeiro nivel e Ny é o nivel
mais alto dentro do empacotamento.

2.2 se centery (P ||...||P;) < Xstare entiio

23 Sejat + 0.

2.4 enquanto 7 < k E centery (P ||...||P;) < Xsiart faca

25 tt+1.

2.6 Ordene os itens em N;, de forma crescente, observando seus valores de altura.

2.7 Desloque os itens em N, iniciando da direita para o inicio do nivel.

2.8 se centery (P ||...||P;) > Xend entiio

2.9 Gere um novo nivel vazio N/ em P;, entre o nivel N; € N; 11 (se existir). Se necessdrio, atualize

a coordenada y dos outros itens acima de N;. Atualize P;.
2.10 enquanto centery(Py||... [|P;) > xenq faca
2.11 Remova o item r, que estd mais a direita, em N; (sem modificar a posi¢do dos outros itens
em V).
2.12 Insira r no nivel N} logo a direita dos itens em N (os itens em N/ estdo sendo
| empacotados da esquerda para a direita).
2.13 se center, (P ||...||P}) < Xstart €Nti0
2.14 Mova o item r em N, da direita em dire¢do ao fim do nivel de modo que
| centery(Py]|...[|P;) = L

2.15 se centery(Py||...||Pj) > xeng entdo
2.16 Proceda de forma semelhante como feito quando center, (P, | ...||P;) < Xstart (linhas 2.2 —2.14), s6

| que agora deslocando os itens para a esquerda considerando um novo nivel.

Ap6s a execugdo desse primeiro lago enquanto, o empacotamento atual 2 tem seu centro de gravidade
centery(?P) > Xgare- Entdo, caso centery(P) > Xend, seguindo a linha 2.9 do algoritmo, um novo nivel N/ é
criado acima do nivel N, e abaixo do nivel N;11 (caso ela exista). Os niveis acima do nivel N, sdo movidos
para cima de forma a termos espago suficiente para inserir itens no novo nivel N/. A cada iteragdo do segundo
laco enquanto (linhas 2.10 — 2.12), o algoritmo Balance remove o item de N; de maior altura (item mais a
direita dentro do nivel) e o organiza dentro do nivel N/ colocando logo apés os itens ja existentes. Isto se
repete até que CG do empacotamento atual, observando o eixo x, fique menor ou igual que x¢,q. Por acaso,
pode existir um tal item r, que ap6s ser transferido para o nivel N/, fez com que o CG do empacotamento
atual ficasse menor que Xy, (linha 2.13). Visto que o item r € o item mais a direita dentro de N/, deve
existir uma posi¢do entre a posi¢do atual de r e posi¢do mais direita do nivel N/, tal que o empacotamento
atual terd seu CG, observando o eixo x, maior ou igual que xg,. Esta é a posi¢do escolhida pelo algoritmo
Balance para empacotar o item r. Note que apenas mais um nivel foi criado no empacotamento inicial P,
tal que sua altura é limitada pela altura Z do item mais alto do empacotamento, mostrando que a altura do
empacotamento final 2’ € menor ou igual a Altura(?P)+Z. 0

5 Testes Computacionais

Os algoritmos foram codificados na linguagem C e o modelo de programacio linear inteira resolvido pelo
ILOG® CPLEX® 12 Callable Library (usando pardmetros padrdes). A ideia do algoritmo principal é usar
a heuristica BFF para gerar a altura e uma solug¢do inicial que, entdo, serd usada como limitante superior
pelo algoritmo NonBB. Assim, a solu¢do retornada por NonBB serd utilizada como solugio inicial para o
algoritmo BBound.

O resolvedor CPLEX usa um algoritmo branch-and-cut (referenciado em alguns contextos como branch-
and-bound) para resolver problemas de programacgdo linear mista. Ao utilizar este resolvedor com seus
parametros padrdes, ele automaticamente gerencia o processo de otimizagao e, se necessario, adiciona cortes.
Chamaremos os cortes inseridos automaticamente pelo CPLEX de cortes padrées. Entre estes cortes, citam-
se: cortes de clique, cortes de cobertura, cortes de fluxo, etc. Mais detalhes podem ser obtidos em IBM
(2009).
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Os testes computacionais ocorreram em um computador com processador Intel® Core’™ 2 Quad 2,4
GHz, 4 GB de meméria RAM e sistema operacional Linux. Limitamos o tempo de execug@o para o CPLEX
em 7200 segundos.

Consideramos duas classes principais de instancias. A primeira consiste nas instincias cgcutOl—cgcut03
e ngcutOl-ngcutl?2 presentes na OR-Library (Beasley, 1990). Estas instancias foram utilizadas em testes
computacionais para o problema da Mochila Restrita Bidimensional considerando cortes guilhotinados e
nao-guilhotinados, respectivamente.

A segunda classe de instincias consiste em instancias geradas de forma randomica para o problema
2EFBO. Esta classe estd dividida em trés grupos, cada qual com 6 instancias, e a faixa com largura 20, 40
e 60, respectivamente. Em cada grupo ha trés instincias com 8 itens e trés instancias com 15 itens. As
dimensdes de cada item i foram escolhidas de forma randémica variando em 10% a 40% da largura da faixa
em consideracdo. Chamaremos estas instincias de rand0I-rand03 mais as informagdes da largura da faixa
e da quantidade de itens. Entdo, a instdncia rand0358 possui 15 itens e corresponde a uma instancia do grupo
em que a faixa tem largura 20.

Adotamos como valor ideal para o CG aquele correspondente ao ponto médio das dimensdes da faixa, ’5
Deste modo, teremos nos experimentos numMéricos: Xgqy = 0,35L € x,,g = 0,65L. O valor da massa de cada
item i corresponde a sua area (m; = [;h;), e o valor de ordem d; € um valor inteiro obtido de forma randémica
no intervalo [1,2,3]. Todas as instincias utilizadas estdo disponiveis via e-mail.

5.1 Resultados

Apresentamos inicialmente algumas informacgdes sobre as instincias. Estas informacdes incluem a altura
inicial usada para computar a malha de pontos, o nimero de varidveis e de restricdes para cada modelo
presente nos algoritmos NonBB e BBound. Os valores referentes ao nimero de varidveis e de restrigdes
foram obtidos apds a fase de pré-processamento do CPLEX. As seguintes informagdes sdo apresentadas
nas linhas da Tabela 1: nome da instancia; largura da faixa L; quantidade de itens n; altura inicial usada para
computar a malha de pontos Altura, nimero de varidveis NVar e restrigdes NRest para os modelos resolvidos
pelos algoritmos NonBB e BBound, respectivamente; e, a diferenca percentual no nimero de varidveis entre
tais modelos de NonBB e BBound.

Como mencionado, a altura inicial usada pelo modelo do algoritmo NonBB corresponde a altura retor-
nada pela heuristica BFF. Por outro lado, a altura inicial para o modelo do BBound corresponde a altura
retornada pelo algoritmo NonBB. Caso este ultimo algoritmo nao encontre uma solucio para o problema
dentro do tempo limite imposto, a altura inicial do BBound corresponde a altura encontrada pela heuristica.
Como resultado, algumas instancias presentes na Tabela 1 possuem a coluna D, com valor negativo.

Observando a Tabela 1, o nimero de instdncias em que o modelo do algoritmo BBound possui menos
varidveis e restricdes que o do NonBB ¢ igual a 10 (de um total de 33), que representa 30,30% do total
de instincias. A diferenca no nimero de varidveis € de 59,55%, na média. Por outro lado, o modelo do
algoritmo NonBB possui menos varidveis e restricdes que o do BBound somente para as instancias nas quais
o algoritmo NonBB ndo conseguiu resolver dentro do tempo limite. De qualquer forma, vale destacar que as
instancias sdo dificeis de serem resolvidas, visto terem milhares de varidveis e restrigdes no modelo inteiro
de ambos os algoritmos.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos pela heuristica e pelos algoritmos NonBB e BBound para cada
instancia utilizada. Em cada linha desta tabela hd os seguintes dados: nome da instincia; para a heuristica
BFF: altura do empacotamento resultante (H) e tempo gasto, em segundos, para resolver a instancia (Tempo);
para NonBB e BBound: niimero de cortes padrdes inseridos pelo CPLEX (Cortes); altura do empacotamento
resultante (H); centro de gravidade do empacotamento resultante (CG); tempo gasto, em segundos (Tempo).

De acordo com os dados na Tabela 2, as instiancias com a entrada “~sao aquelas em que o tempo limite
para resolver foi alcangcado pelo CPLEX e nenhuma solucdo vidvel foi encontrada. Por outro lado, existem
instancias em que o tempo limite foi alcancado, mas pelo menos uma solu¢do vidvel foi encontrada durante
a otimizacao (veja instancias ngcut06 e ngcutll).

Observando os dados da Tabela 2, vemos que o tempo requerido pela heuristica, na média, é de 0,9
segundos, enquanto que o tempo requerido pelos algoritmos NonBB e BBound foi de 4599,12 e 3798,67
segundos, na média. Por outro lado, os algoritmos NonBB e BBound retornaram valores 6timos de altura para
36,37% e 45,46% das instancias, respectivamente. A heuristica BFF ndo conseguiu obter solugdo 6tima para
nenhuma das instancias se comparado com os algoritmos anteriores. O nimero de cortes padrdes aplicados
pelo CPLEX foi de 378 e 356, na média, para os algoritmos NonBB e BBound, respectivamente.
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Tabela 1: Informacdes sobre os modelos dos algoritmos NonBB e BBound.

Instancia | L n NonBB BBound Dy
Altura | NVar | NRest Altura | NVar | NRest (%)
cgeut0l | 15| 7 23 2444 15881 8 2048 13057 -19,34
cgeut02 | 40 | 10 151 75276 | 4314235 0 103788 | 9019012 27,47
cgeut03 | 40 | 20 551 571419 | 37730292 551 913959 | 206733048 37,48
ngcut0l | 10 | 5 24 1185 5695 17 1441 7480 17,77
ngcut02 | 10 | 7 29 3234 20476 14 2394 14563 -35,09
ngecut03 | 10 | 10 36 6727 432717 16 3856 24725 -74,46
ngeut04 | 15 | 5 11 726 2085 8 1568 9311 53,70
ngcutOS | 15 | 7 25 3000 14281 15 3840 30729 21,88
ngeut06 | 15 | 10 46 10110 102447 30 10830 116246 6,65
ngeut07 | 20 | 5 18 1890 8394 11 2871 14224 34,17
ngceut08 | 20 | 7 29 3762 20678 19 6138 81808 38,71
ngeut09 | 20 | 10 63 17328 226403 62 23088 450816 24,95
ngeutl0 | 30 | 5 55 1501 5650 41 5474 35616 72,58
ngeutll | 30 | 7 61 10250 124976 33 14819 373378 30,83
ngcutl2 | 30 | 10 169 57205 | 2933332 0 61285 3298010 6,66
randOlgO 20 | 8 32 4459 44985 9 3048 25644 -46,29
rand023, | 20 | 8 40 7240 99807 12 3810 35165 -90,03
rand035, | 20 | 8 32 4459 42054 9 3048 23152 -46,29
randOlég 20 5 47 11646 94729 16 10215 82133 -14,01
randOZég 20 5 47 7764 55223 8 4767 28342 -62,87
rand03%3 | 20 | 15 49 9705 71466 7 4086 21219 -137,52
rand013, | 40 | 8 57 14234 301899 15 8371 114289 -70,04
rand02§, | 40 | 8 97 11304 230581 0 13698 320503 17,48
randO:‘jﬁ0 40 | 8 69 19980 687342 49 22830 842379 12,48
rand01} | 40 | 15 113 48831 1637200 0 55801 2007967 12,49
randOZ}‘g 40 | 15 85 37770 973085 0 40830 1084487 7,49
rand03zl‘8 40 | 15 97 55396 1811693 0 59884 2019407 7,49
rand018, | 60 | 8 75 24192 750064 49 27384 872802 11,66
randOZéO 60 | 8 84 12782 238866 25 15974 319128 19,98
rand03¢, | 60 | 8 76 18640 654576 23 19397 624165 3,90
randOlég 60 | 15 142 56947 | 2655964 0 63271 3064060 10,00
randOZé(SJ 60 | 15 139 72120 | 3963316 0 81640 4717746 11,66
rand03ég 60 | 15 148 74840 | 3764584 0 81640 4212799 8,33

O algoritmo BBound mostrou ser mais eficiente, em quantidade de solu¢des encontradas, que o NonBB.
Porém, como apresentado na Tabela 1, a altura usada por BBound para calcular a malha de pontos foi di-
ferente daquela usada por NonBB para 54.55% das instancias. Dentro do tempo limite imposto, 15 das 33
instancias foram resolvidas a otimalidade pelo BBound, enquanto que com o NonBB este nimero cai para
12 instancias no total.

Podemos afirmar que o algoritmo BBound requer mais tempo de processamento comparado ao NonBB
quando ambos trabalham com a mesma altura inicial. Entdo, fica evidente que a combinacdo feita entre
a heuristica BFF e estes algoritmos € vantajosa no sentido de permitir os dltimos lidarem com instancias
maiores dentro do tempo computacional desejado.

6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho lida com o problema de Empacotamento em Faixa Bidimensional sujeito as restricoes de ordem
e balanceamento de carga. Foram propostas algumas abordagens para resolver o problema: uma heuristica
que realiza o empacotamento em niveis horizontais e um modelo de programacao linear, que forneceu dois
algoritmos que geram a malha de pontos de forma diferente.

As abordagens propostas foram testadas em duas classes de instancias: a primeira obtida da literatura,
e a segunda gerada de forma randomica. Notamos que a precisdo do modelo estd intimamente relacionada
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Tabela 2: Solugdes obtidas por BFF, NonBB e BBound.

Instancia BFF NonBB BBound
H | Tempo (s) [ Cortes | H | CG [ Tempo (s) [[ Cortes | H ] CG [ Tempo (s)

cgeut01 13 2,00 423 8 | (7.01;3,86) 12,00 187 8 (7.01; 3,86 6,00
cgeut02 || 122 0,00 - - 37 7214,00 0 122 | (21,14;57,20) | 7490,00
cgeut03 || 534 1,00 - - -39 7201,00 - - ) 7209,00
ngeut0l || 24 8,00 53 17 | (4,10;8,99) 1,00 4 17 | (4.10;8,99) 0,00
ngeut02 || 21 0,00 306 | 14 | (4,82;6,14) 17,00 104 14 | (4.82;6,14) 4,00
ngeut03 || 31 1,00 155 | 16 | (4,55,7.85) 1306,00 88 16 | (4.55;7.85) 84,00
ngeut04 || 11 1,00 0 8 | (6,92;4,25) 0,00 5 8 (6,92; 4,25) 1,00
ngeut0s || 25 1,0 338 | 15| (6,72;723) 33,00 157 15 | (6,72;7,23) 27,00
ngeut06 || 30 0,00 309 | 30 | (7.47;14,23) | 7201,00 38 30 | (7.47;1423) | 7200,00
ngeut07 || 18 1,00 107 | 11 | (10,70;4,06) 1,00 6 11 | (10,70; 4,06) 1,00
ngeut08 || 23 0,00 331 | 19 | (9,09;9.38) 12,00 159 19 | (9.099.38) 2221,00
ngeut09 || 49 1,00 - - 37 7200,00 1149 | 49 | (10,48;25,83) | 7202,00
ngeutl0 || 55 0,00 0 41 | (13,20 19,86) 0,00 21 41 | (13,20; 19,86) 2,00
ngeutll || 54 0,00 779 | 33 | (15,88;15,15) | 7200,00 1295 | 33 | (15.88;15,15) | 7201,00
ngeutl2 || 92 0,00 - - -3 7203,00 0 92 | (14,08;43,75) | 7205,00
rand013; || 14 0,00 132 | 9 [ (9.86;4,03) 672,00 159 9 (9.86; 4,03) 139,00
rand023, || 22 0,00 764 | 12 | (9,96; 6,00) 4703,00 22 12 | (9,96;6,00) 11,00
rand035, || 14 1,00 54 9 | (10,39;4,22) 932,00 175 9 | (10,39;4,22) 81,00
rand0133 || 19 1,00 476 [ 16 | (11,61;551) | 7200,00 13 16 | (11,61;551) | 7200,00
rand02}3 || 13 1,00 54 8 | (10,31;3,62) | 7200,00 104 8 | (1031;3,52) | 1605,00
rand03}) || 16 1,00 44 7 | (9,95;345) 7200,00 270 7 | (10,18;3,43) 570,00
rand013, || 40 1,00 5890 | 15 | (19.46;5,12) | 7200,00 807 15 | (19,46;5,12) 877,00
rand02§, || 35 1,00 - - -39 7200,00 - - -39 7202,00
rand03}, || 36 1,00 - - (-39 7202,00 - - ;- 7205,00
rand01)) || 44 0,00 - - -3-) 7204,00 - - (-3 - 7211,00
rand02}y || 33 1,00 - - -3-) 7201,00 - - (-3~ 7203,00
rand03}) || 47 1,00 - - (-5-) 7208,00 - - (-5- 7202,00
rand013, || 35 1,00 - - -3-) 7206,00 - - (-3-) 7201,00
rand02§; || 25 0,00 1155 | 25 | (3041;11,17) | 7201,00 1683 | 22 | (30,93;7,15) | 7200,00
rando3§0 26 1,00 1490 | 23 | (33,80;10,25) | 7211,00 1271 | 23 | (33.80;10,25) | 7200,00
rand01}y || 41 1,00 - - 3 7205,00 - - &) 7210,00
rand02) || 45 0,00 - - -39 7222,00 - - -39 7234,00
rand03) || 46 1,00 - - (-5-) 7203,00 - - (-5-) 7201,00

com a malha de pontos, isto €, a distancia entre os pontos na malha. Como consequéncia, trabalhar com uma
malha de pontos mais refinada exige um maior tempo de processamento. Porém, obtemos maior proveito do
modelo inteiro quando este é combinado com a heuristica que empacota em niveis.

Através dos testes, notamos que o modelo de programacio linear inteira é vidvel e consistente para
situagdes praticas, porém ¢ limitado para resolver, de forma rdpida, instancias cujo nimero de pontos na
malha € relativamente pequeno. Por outro lado, a heuristica é capaz de lidar com instancias maiores, porém,
ndo conseguimos obter com ela a solucdo 6tima para as instancias utilizadas.

Por fim, a heuristica e o modelo de programacao inteira apresentados permitem resolver, de maneira satis-
fatéria, o problema de Empacotamento em Faixa sobre um cendrio mais realistico (com restri¢des préticas).
Em todo o caso, considerdveis melhorias e extensdes das abordagens se fazem necessdrias para lidar com
instancias maiores e outras restricdes praticas. Veja, por exemplo, Bischoff e Ratcliff (1995) para uma lista
de restricdes de interesse pratico que podem ser consideradas dentro de problemas de empacotamento.
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