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Resumo

A definicdo da propriedade de Helly para hipergrafos foi motivada pelo teorema de Helly
para conjuntos convexos. Do mesmo modo, nos definimos a propriedade de Helly colorido
para uma familia de hipergrafos, motivados pelo teorema de Helly colorido para colecoes de
conjuntos convexos, por Lovasz. Descrevemos alguns fatos gerais sobre a propriedade de Helly
colorido e provamos resultados de complexidade. Em particular, mostramos que é co-NP-
completo decidir se uma familia de p hipergrafos é Helly colorido, mesmo se p = 2. No
entanto, para qualquer p fixo, descrevemos um algoritmo polinomial para decidir se tal familia
é Helly colorido, quando p — 1 dos hipergrafos sao p-Helly.

Palavras-Chave: propriedade de Helly colorido, complexidade computacional, propriedade
de Helly.

Abstract

The definition of the Helly property for hypergraphs was motivated by Helly’s theorem for
convex sets. Similarly, we define the colorful Helly property for a family of hypergraphs, moti-
vated by the colorful Helly theorem for collections of convex sets, by Lovasz. We describe some
general facts about the colorful Helly property and prove complexity results. In particular, we
show that it is Co-NP-complete to decide if a family of p hypergraphs is colorful Helly, even
if p = 2. However, for any fixed p, we describe a polynomial time algorithm to decide if such
family is colorful Helly, provided at least p — 1 of the hypergraphs are p-Helly.

Keywords: colorful Helly property, computational complexity, Helly property.
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1 Introducao

Eduard Helly publicou, Helly (1923), um teorema célebre que afirma que dado um espaco
Euclidiano d-dimensional, se em uma colecio finita de n > d conjuntos convexos qualquer
d + 1 conjuntos tiverem um ponto em comum, entdo existe um ponto comum a todos
os conjuntos da colecao. Este teorema motivou a definicdo da propriedade p-Helly para
hipergrafos.

Um hipergrafo H é um par ordenado (V(H), E(H)) onde V(H) = {vi,...,v,} é um
conjunto finito de vértices e E(H) = {E1, ..., E,} é um conjunto nao vazio de hiperarestas
E; C{vy,...,v,}, parai=1,...,m. Assumiremos em todo o texto que para um hipergrafo
H, V(H) = U E;. Um hipergrafo parcial de H é um hipergrafo formado por um

E;cE(H)
subconjunto de hiperarestas de H; e um hipergrafo H' é um subhipergrafo de H induzido
por V! C V(H) se V(H') = V' e suas hiperarestas sao {F; € E(H)|E;NV' # 0,1 <i < m}.
O niicleo de H ¢é definido como nuc(H) = E1N...N Ep,.

Dizemos que H é p-intersectante se todo hipergrafo parcial de #H, consistindo de no
méximo p hiperarestas, tem nicleo nao vazio. Finalmente, dizemos que um hipergrafo é
p-Helly se todo hipergrafo parcial p-intersectante de H tem niicleo ndo vazio. Por simplici-
dade, empregaremos os termos intersectante e hipergrafo Helly significando 2-intersectante
e hipergrafo 2-Helly, respectivamente.

Claramente o teorema de Helly para conjuntos convexos ndo segue para hipergrafos
gerais. Por exemplo, o hipergrafo onde E(H) = {{a, b}, {b, c},{a,c}} é 2-intersectante, mas

nuc(H) = 0.
O teorema de Lovéasz, the Colorful Helly Theorem, é uma generalizacdo do teorema de
Helly.

Teorema 1.1 (Lovasz). Barany (1982), Lovasz (1974): Considere Fi,...,Fgp1 d+1
d+1
coleges finitas de conjuntos convezos em R%. Se (F; # () para todas as escolhas de

=1
FyeF,...,Fy1 € Fgiq, entio (| F # 0 para algzltm 1<i<d+1.
FeF;

Como a propriedade p-Helly para hipergrafos foi motivada pelo teorema de Helly, uti-
lizamos o teorema de Lovdsz como uma motivacao para definir a propriedade de Helly
colorido para hipergrafos. Utilizaremos a seguinte notagao.

Considere uma familia 7 = {#1,...,H,} de hipergrafos H;. Um hipergrafo %' ¢ um
hipergrafo representativo de F se ele contém uma hiperaresta de cada hipergrafo de F.
Isto ¢, E(H') = {E\,...,Ep}, para E; € E(H;), i = 1,...,p. Denote por |F| o nimero
de hipergrafos na familia F. Dizemos que F é fortemente intersectante se nuc(H') # 0,
para todo hipergrafo representativo #' de F. Uma subfamilia de F = {H1,...,H,} ¢ uma
familia 7/ = {H'1,...,H'p} onde 0 G H'; C H;, i = 1,...,p. Finalmente, dizemos que F
satisfaz & propriedade de Helly colorido (ou é Helly colorido) se toda subfamilia fortemente
intersectante F' = {H'1,...,H',} de F contém um hipergrafo H’; tal que nuc(H';) # 0,
para algum 1 < i <p.

Observe que, similar ao teorema de Helly, o teorema de Lovasz para colecoes de conjuntos
convexos nao segue para familias de hipergrafos. Por exemplo, considere os hipergrafos Hi,
Ho onde E(H1) = E(Ha) = {{a,b},{b,c},{a,c}}. Note que Ey N Fy # () para todas as
escolhas de Ey € E(H1) e Ey € E(Hz), mas nuc(H1) = nuc(Hz) = 0.

O teorema de Helly tem sido objeto de estudos em varios tépicos de teoria de grafos,
Duchet and Meyniel (1983), Tuza (1993) e tem aplicagdes em vérias areas, Bretto et al.
(2002), Fagin (1983). Existem muitas extensoes e generalizagoes da propriedade de Helly.
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De modo similar, o teorema de Lovasz tem sido generalizado e estudado em algumas formas
diferentes. Veja em Barany (1982), Barany and Onn (1997).

O teorema de Helly colorido é equivalente ao teorema de Helly se todas as colegbes de
conjuntos convexos sao idénticas. Consequentemente o teorema de Lovisz é uma general-
izacao do teorema de Helly. Apresentamos, na Secdo 2, um exemplo simples que o mesmo
nao ocorre para hipergrafos, no sentido que se todos os p hipergrafos sdo os mesmos entao a
propriedade de Helly colorido nao é necessariamente equivalente a propriedade de p-Helly.

Neste trabalho, descrevemos resultados de complexidade relacionados a propriedade de
Helly colorido, para hipergrafos. Nos consideramos o seguinte problema:

Problema 1.2. (HELLY COLORIDO) Seja p um inteiro positivo. Dada uma familia de
hipergrafos F = {H1,...,Hp}, decidir se F satisfaz a propriedade de Helly colorido.

Lembramos que existe um algoritmo polinomial para decidir se um hipergrafo satisfaz a
propriedade de Helly, veja Berge (1970), Gilmore (1962). Além disso, para um inteiro fixo,
p > 2, existe um algoritmo polinomial para decidir se um hipergrafo satisfaz a propriedade
de p-Helly colorido, Berge and Duchet (1975), Dourado et al. (2008). No entanto, mostramos
que decidir se F = {H1,...,Hp} satisfaz & propriedade de Helly colorido, para p > 2 fixo,
é Co-NP-completo. Contudo, para qualquer p fixo, apresentamos um algoritmo polinomial
para decidir se F satisfaz a propriedade de Helly colorido, quando p — 1 dos hipergrafos de
F sao p-Helly. Um survey sobre aspectos de complexidade da propriedade de Helly pode
ser encontrado em Dourado et al. (2009).

Na Secao 2 mostramos uma representacao, através de grafos, da propriedade de Helly
quando |F| = 2. Na Secao 3, descrevemos resultados da propriedade de Helly colorido
relacionados com a propriedade de Helly. Uma discussao sobre resultados de NP-completude
para o problema de HELLY COLORIDO segue na Secdo 4, enquanto que caracterizacoes e
algoritmos estdo na Secao 5.

Um resumo estendido contendo resultados parciais deste artigo pode ser encontrado em
Barbosa et al. (2009).

Concluimos esta secao fornecendo algumas definicdes usuais. Um hipergrafo H é r-
uniforme quando toda hiperaresta de H contém exatamente r vértices. Um grafo é um
hipergrafo 2-uniforme. Uma hiperaresta de um grafo G é chamada de aresta. Um conjunto
completo (conjunto independente) ¢ um subconjunto de vértices dois a dois adjacentes (nao
adjacentes). Uma cligue de G é um conjunto completo maximal. Um conjunto bipartido é
um subconjunto B C V(G), que pode ser particionado em B = Vj U V5, onde Vi, Vs sdo
conjuntos independentes nao vazios. Se todo vértice de V; é adjacente a todo vértice de Vs,
entdo B é um conjunto bipartido completo. Uma biclique é um conjunto bipartido completo
maximal.

2 A propriedade de Helly colorido quando |F| =2

Quando |F| =2, F = {H1,H2}, podemos representar o Problema 1.2 através de grafos
bipartidos. Considere H; e Hy sendo as duas particdes de um grafo bipartido G. Cada
elemento de E(H1) e E(Hs2) representara um vértice do grafo, isto é V(G) = {E(H1) U
E(H2)}. Havera aresta entre vértices de particoes diferentes se houver elemento comum aos
conjuntos que eles representam, ou seja, E(G) = {(S;,5;) : S; € E(H1), Sj € E(Ha) e S; N
S; # 0}. Na Figura 1 (a) observamos uma cole¢ao F = {H1,H2} e na mesma figura parte
(b) o grafo bipartido correspondente a cole¢ao F.

Note que, toda subfamilia fortemente intersectante de uma colecdo F = {H1,Ha} &
um conjunto bipartido completo do grafo G = (E(H1), E(Hz), E). Desta forma, um grafo
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F =H1,Ho
E(H1) ={{3,5},{1,2,4,6},{1,3,4},{2,5,6}}
E(HQ) = {{27 6}7 {37 6}7 {1747 5}}

(a)

(3,5} {1,2,4,6} {1,3,4} {2,5,6}

2,6}  {3,6}  {1,4,5)
(b)

Figura 1: Exemplo de representagao do problema de Helly colorido com |F| = 2 através de
grafos.

bipartido G & Helly colorido se todo conjunto bipartido completo de G, (H'1,H’2), onde
H'1 C Hy e H'y C Ha, satisfizer ou nuc(H'1) # 0 ou nuc(H'y) # 0. O grafo bipartido
da Figura 1 ndo ¢ Helly colorido pois, existe uma biclique (H'y,H’2) onde nuc(H'y) =
nuc(H's) = 0, para H'y = {{3,5},{1,2,4,6}} e H's = {{3,6},{1,4,5}}.

3 Propriedade de Helly e propriedade de Helly colorido

Nesta se¢ao, primeiro observamos que a propriedade de Helly colorido nao é equivalente
a propriedade de Helly quando todos os hipergrafos sdo idénticos, mesmo para familias de
tamanho 2. Considere o seguinte exemplo. Seja F = {H1,Ha} com E(Hq) = E(Hs) =
{{a,b},{c,d},{a,c}, {b,d}} e observe que H; satisfaz a propriedade de Helly. Considere a
subfamilia 7/ = {H'1, H's} onde E(H'1) = {{a,b},{c,d}} e E(H'2) = {{a,c}, {b,d}} e note
que F' é uma subfamilia fortemente intersectante de F. Porém nuc(H'y) = nuc(H'y) = 0
implicando que F = {H;, Hs} ndo satisfaz a propriedade de Helly colorido.

Porém, o inverso segue. Mais genericamente, se uma familia de p hipergrafos idénticos
‘H é Helly colorido, entao H é p-Helly. De fato, podemos fazer a seguinte afirmagao:

Proposicao 3.1. Seja F = {Hi1,...,Hp}, com Hi C H;, @ = 2,...,p. Se F é Helly
colorido, entao Hy é p-Helly.

Demonstra¢ao. Provaremos a versdo contrapositiva. Se Hi nao é p-Helly, entao existe al-
gum hipergrafo parcial p-intersectante A; C H; com nuc(A;) = 0. Tome A; C H; com

A; =A1,i=2,...,p. Uma vez que A; é um hipergrafo p-intersectante, F contém uma sub-
familia fortemente intersectante 7' = {A;, Aa, ..., Ay}, com nuc(Ay) = ... = nuc(4,) = 0.
Portanto F nao é Helly colorido. O
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Agora, discutiremos sobre o efeito de remover um hipergrafo de uma dada familia de
hipergrafos. Observe que se um hipergrafo ¢ p-Helly, entdo ele é (p + 1)-Helly, isto é, se um
hipergrafo nao é p-Helly, entao ele nao é (p — 1)-Helly. Uma afirmagao relacionada segue
para a propriedade de Helly colorido.

Proposicio 3.2. Sejap > 2, F = {My,..., 1y}, e F = {H1,..., Hp_1}. Se F nio ¢ Helly
colorido, entdao F nao é Helly colorido.

Demonstrag¢ao. Se F nao é Helly colorido, entdao F contém alguma subfamilia fortemente

intersectante {H'y,..., H'p}, com nuc(H'1) = ... = nuc(H'p) = 0. Entao {H'y,..., H'p_1}
¢ um subfamilia fortemente intersectante de F com nuc(H'1) = ... = nuc(H'p—1) = 0.
Logo, F nao é Helly colorido. O

4 Resultados de NP-Completude

Nesta secao, mostramos que decidir se uma familia de p hipergrafos é Helly colorido é Co-
NP-completo, para qualquer p > 2 fixo, mesmo quando no maximo p — 2 destes hipergrafos
sao p-Helly.

Primeiro, considere p = 2 e seja a seguinte generalizacao da propriedade de Helly. Para
que um hipergrafo H satisfaca a propriedade (irrestrita) de Helly, é necessario verificar o
nucleo de todo hipergrafo parcial intersectante de H. Suponha que essa dependéncia seja
restrita a alguns hipergrafos parciais intersectantes pertencentes a uma dada lista. Porém, a
lista serd representada como segue. Defina um grafo G qualquer com vértices associados as
hiperarestas de um hipergrafo . Conjuntos completos em G corresponderao aos hipergrafos
parciais intersectantes que formarao a lista. Entao, dizemos que H é Helly relazado relativo a
G se para todo hipergrafo parcial intersectante H' C H tal que, os vértices de G associados as
hiperarestas de H’ induzem um conjunto completo, satisfaz nuc(H') # (). Como ilustracao,
considere o hipergrafo H, com hiperarestas Ey = {1,2}, Es = {2,3} e E3 = {1,3}, da
Figura 2. Observe que H nao satisfaz & propriedade de Helly colorido mas, H é Helly
relaxado relativo a G.

H G

‘? o,

SOZUeINE LT

Figura 2: Exemplo de um hipergrafo H Helly relaxado relativo a G.

Problema 4.1. (HIPERGRAFO HELLY RELAXADO). Dado um hipergrafo H e um grafo G
com vértices associados as hiperarestas de H, decidir se H € Helly relazado relativo a G.

O problema HIPERGRAFO HELLY RELAXADO é co-NP-completo, Dourado et al. (2006,
2009). Agora, consideremos o caso p = 2 do Problema 1.2.

Teorema 4.2. HELLY COLORIDO com |F| =2 é Co-NP-completo.

Demonstragio. Considere uma familia F = {H;,Ha}, onde H; = {S1,...,Sn} e Ha =
{S1,...,5,}. Um par de conjuntos (A4, B), onde A C {1,...,m},B C {1,...,m'}, é um
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certificado que este problema pertence a Co-NP se estes conjuntos definem uma subfamilia
de F que pode ser verificada em tempo polinomial se é fortemente intersectante e se tem
nuc(H'y) = nuc(H'y) = 0.

A prova de completude usa uma reducao do HIPERGRAFO HELLY RELAXADO. Dado um
hipergrafo H e um grafo G com vértices associados as hiperarestas E(H) = {S1,...,Sn},
construa uma familia F = {H1, Ha} como segue.

e Para cada S; € E(H) faca

— Crie uma hiperaresta SZ{ = S;U{a;,b;} em Hq, com dois novos vértices a; e b;;

— Crie uma hiperaresta S/ = {b;} em Hy;
e Para cada aresta S;S; de G tal que S; NS # () faca
— Adicione a; a S} e a; a S} em Hs.

A Figura 3 mostra uma reducao de um hipergrafo H e um grafo G, em uma colegao
F = {H;1,Hz2}. Vamos mostrar que H é Helly relaxado relativo a G se e somente se F ¢é
Helly colorido.

H G
S1
A o
@ So ./ \.
o oS S3
S5 4
F ={H1, Ha}
E(Hl) = {{1, 2, 3,@1,61}, {3,4,@2, bz}, {2, 3, 5,@3, bg}}
E(H2) = {{az,a3,b1},{a1,b2},{a1,b3}}

Figura 3: Reducdo de H e G em F = {Hy, Ha}.

Suponha primeiro que H nao seja Helly relaxado relativo a G. Seja H' C H um hiper-
grafo parcial intersectante de H com nucleo vazio, tal que, os vértices de GG associados as
hiperarestas de H’ induzem um conjunto completo. Podemos assumir que H’' é maximal.
E claro que [H'| > 3. Considere ' = {H'1, H'2} tal que S} € E(H'1) se S; € E(H'), e
S!'"e E(H'y) se S; € E(H'). Pela construgao, é facil ver que F’ ¢ uma subfamilia fortemente
intersectante de F e que nuc(H'y) = . O nicleo de H's também é vazio porque se tiver
algum v € nuc(H'z), entdo v = a;, para algum S7 & H's. O tltimo implica que H' U {S;} ¢
um hipergrafo parcial intersectante H com niicleo vazio, tal que, os vértices correspondentes
a G induzem um conjunto completo. Este hipergrafo contém H’, que ¢ uma contradicao.

Reciprocamente, suponha que F = {#H;,Hz2} nao é Helly colorido. Entao existe uma
subfamilia fortemente intersectante F' = {H'1, H'2} de F tal que, nuc(H'1) = nuc(H'2) = 0.
Defina H' = {S; : S} € E(H'1)}. Pela construcao, para toda S, € E(H'y), a hiperaresta
correspondente S7 de Hy também pertence a E(H's), caso contrario a; € nuc(H's). Isto
implica que os vértices de G associados as hiperarestas de H’ formam um conjunto completo
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em G e H' ¢ um hipergrafo intersectante. Uma vez que H’ pode ser visto como um sub-
hipergrafo induzido de H’; com o mesmo ntmero de hiperarestas, seu ntcleo esta contido
no nicleo de H'y. Entdo nuc(H') =0 e [H'| > 3. Portanto H' nao é Helly relaxado relativo
a G. O

Finalmente, considere qualquer p > 2 fixo.

Teorema 4.3. HELLY COLORIDO com |F| = p é Co-NP-completo, para qualquer p > 2

fizo.

Demonstrag¢ao. O problema estd em Co-NP por um argumento similar ao usado na prova do
Teorema 4.2. A prova de completude usa uma reducdo do HELLY COLORIDO com |F| = 2.
Dada uma familia 7 = {#;, Hz}, construa uma familia & = {&,&,...,&,}, com cada &;
sendo um hipergrafo, como segue.

e Inicialmente, faca & = Hi, & = Ha, e & = {Si1,Si2}, para 3 < ¢ < p, onde
Sip = Si2=10;
e Para cada par de hiperarestas S; € E(H1) e S; € E(H2) tal que S; N.S; # () faca

— Crie um conjunto X;; com 2P=2 novos vértices, ou seja, vértices distintos daqueles
contidos em &;

— Adicione todos os vértices de X;; a cada hiperaresta correspondente S; € E(&;)

e Sj S E(gg);
— Adicione um vértice distinto de Xj;; a todas p — 2 hiperarestas de cada 2p—2
hipergrafos representativos da familia {&s,...,&,}.

Uma vez que p ¢é fixo e o namero de conjuntos X;; ¢ no maximo mims, onde my = |H,|
e mo = |Hal, a redugdo pode ser feita em tempo polinomial no tamanho da entrada F.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que pelo menos um Xj;; é criado. Entao
a construcdo nao termina com conjuntos vazios, como requerido na definicdo de hiper-
grafo. A Figura 4 mostra uma reducdo de uma familia F = {H;,Hs} em uma familia
E =1{&1,82,83,E4}, com cada &; sendo um hipergrafo. Provaremos que F é Helly colorido
se e somente se £ é Helly colorido.

F ={H1,Ha}

E(H1) = {{1,3,5},{2,3,4,7}}
E(H2) = {{374}7 {275}}

E={&,&}

51 = {{1,3, 5,&1,[)1,01, dl, ag, b2, CQ,dQ}, {2, 3,4, 7, as, bg, Cg,dg, a4, b4,C4, d4}}
& ={{3,4,a1,b1,c1,d1,a3,b3,¢c3,d3},{2,5,a2,b2, c2,d2, as, by, ca, da }}

53 = {{al,ag,ag,a4}, {61702,63704}}

Ey = {{b1,b2,b3,b4},{d1,d2,d3,ds}}

Figura 4: Reducao de F = {H1, Ha} em & = {&1,E2,E3,E4}.
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Suponha primeiro que F nao é Helly colorido. Considere ' = {H'y,H's} uma sub-
familia fortemente intersectante de F tal que nuc(H'1) = nuc(H's) = 0. Considere & =
{€1,E'9,&5,...,&}, onde &1 C & e &'y C & sao formadas pelas hiperarestas corre-
spondentes de H'y e H’o, respectivamente. O fato de F’ ser fortemente intersectante im-
plica que &' ¢é fortemente intersectante, por constru¢do. Uma vez que nenhum dos novos
vértices pertencem a mais de uma hiperaresta de qualquer hipergrafo de £, temos que
nuc(€'h) = nuc(&'s) = nuc(€3) = ... = nuc(&,) = 0.

Reciprocamente, suponha que £ nao é Helly colorido. Entao existe uma subfamilia
fortemente intersectante & = {&£'1,&'9,&3,..., &} de € tal que nuc(€y) = nuc(&'s) =
nuc(€s) = ... = nuc(&y) = 0. Seja a subfamilia F' = {H'1,H'2} de F com H'y e H'o
formadas pelas hiperarestas correspondentes de &1 e &'y, respectivamente. E claro que
nuc(H'y) = nuc(H'y) = 0.

Resta mostrar que F’ é fortemente intersectante. Considere um hipergrafo representativo
£ de &. Temos que nuc(€) # 0, pois £ ¢ fortemente intersectante. Que implica, por
construcao, que as duas hiperarestas de F’ associadas as hipearestas representativas de £’y
e &5 em & compartilham um elemento. O

Corolario 4.4. A wvaria¢ao do problema HELLY COLORIDO para uma familia de p hiper-
grafos, onde q deles sao p-Helly, para g <p—2 e p > 2 fixo, permanece Co-NP-completo.

Demonstra¢ao. Na prova do Teorema 4.3, uma familia £ de p hipergrafos é construida com
a propriedade que p — 2 dos hipergrafos sao p-Helly. Tal familia é empregada na prova de
completude. Podemos transformar £ em uma familia de p hipergrafos onde p—3 sao p-Helly
como segue. Selecione um dos p—2 hipergrafos p-Helly de £ e adicione a ele um hipergrafo p-
intersectante formado por novos vértices tendo um ntucleo vazio. Claramente, a nova familia
£ assim alterada também pode ser empregada na prova de completude do Teorema 4.3, pois
as subfamilias fortemente intersectantes foram preservadas. Logo, o Teorema 4.3 é valido
quando ¢ = p — 3 dos hipergrafos sao p-Helly. Podemos repetir o mesmo argumento para os
restantes ¢ — 1 hipergrafos p-Helly, completando a prova. ]

5 Caracterizagoes e Algoritmos

Nesta se¢ao, descrevemos um algoritmo de tempo polinomial para decidir se uma familia
de hipergrafos F = {H1,...,H,} satisfaz & propriedade de Helly colorido, quando p —1 dos
hipergrafos de F sao p-Helly.

O préximo lema descreve condi¢Oes para que uma familia de p hipergrafos satisfaca a
propriedade de Helly colorido.

Lema 5.1. Considere F = {H1,...,Hp} uma familia de hipergrafos, onde Hi,..., H,
sao p-Helly, p > 2. FEntao F € Helly colorido se e somente se toda subfamilia F

{H1,... JHp—1,Hp} de F, onde |[E(H;)| < p para i < p, também é Helly colorido.

-1

Demonstrag¢ao. A primeira parte segue da defini¢ao do problema. Reciprocamente, suponha
que F nao é Helly colorido. Considere 7' = {H'y,...,H'p} uma subfamilia fortemente
intersectante de F com nuc(H'1) = ... = nuc(H'p) = 0. Uma vez que H,; ¢ p-Helly, entdo
podemos escolher H”; C H';, com |E(H";)| < p, tal que nuc(H";) =0, parai=1,...,p—1.
Assim, existe uma subfamilia fortemente intersectante, F” = {H"1,...,H", 1, H'p} de F
onde |E(H";)| < p, para i < p, que nao satisfaz a propriedade de Helly colorido. O

Teorema 5.2. Considere F = {H1,...,Hp} uma familia de hipergrafos, onde Hy, ..., Hp—1
sao p-Helly, p > 2. Entao F € Helly colorido se e somente se F nao contém uma subfamilia

15a18

agosto de 2011

Ubatuba/SP

2612



\

XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL

fortemente intersectante F' = {H'y,..., H'p—1,H'p} onde |[E(H;)| < p, 1 <i <p-—-1,
satisfazendo nuc(H'y) = ... = nuc(H'p) = 0.

Demonstra¢ao. A primeira parte segue da definicdo do problema. Reciprocamente, suponha
que F ndo contenha uma subfamilia fortemente intersectante F' = {H'y, ..., H p—1,H'p}
onde |[E(H';)| <p,1<i<p-—1,enuc(H)=...=nuc(Hy) = 0. Logo, toda subfamilia
F''={H"1,....;”H p—1,Hp} com |E(H';)| <p,1<i<p-—1,satisfaz a propriedade de Helly
colorido, implicando, pelo Lema 5.1, que F é Helly colorido. U

Observe que, dado um par qualquer de subfamilias fortemente intersectantes arbitrarias
F={H,.... Hp 1, Hp}t e F' = {H1,...,”H p—1,H",} de F, diferindo somente por
H', C H”,, ndo precisamos considerar os primeiros para verificar se F ¢ Helly colorido.
Além disso, existe alguma subfamilia (maximal) 7" = {#H'y,...,H'p—1,H",} que contém
toda subfamilia fortemente intersectante de F tendo H'y,...,H'p—1 como seus primeiros
p— 1 hipergrafos. Estas observacdes e o teorema acima conduzem a um algoritmo de tempo
polinomial para decidir se 7 = {H1,...,H,} é Helly colorido, sempre que p é fixoe p —1
dos hipergrafos de F sdo p-Helly.

Algoritmo 5.3. Seja F = {H1,...,Hp} uma familia de hipergrafos tal que Hy, ..., Hp—1
sao p-Helly. Para cada escolha de hipergrafos parciais H'y, ..., H'p—1, de Hi,..., Hp_1,
respectivamente, tal que |E(H';)| < p, verifique se é fortemente intersectante. Se sim,
selecione H'y, C H,p, onde |E(H'p)| € mazimal e F' = {H'1,..., H p—1,H'p} € fortemente
intersectante. Entao F € Helly colorido precisamente quando nuc(H';) # 0, para algum i,
1 <i < p, para toda subfamilia fortemente intersectante F.

Denote m = max{|E(H;)| : i = 1,2,....,p} e n = ||JV(H;)|. Primeiro, devemos
selecionar hipergrafos parciais H'y,...,H p—1 tal que H'; C H;, paral < i < p—1,e
|E(H';)| < p. Existem O(mP®P~1) destas familias. A complexidade para verificar se cada
uma destas familias é fortemente intersectante e selecionar o maior H', C H, tal que
F={H,..., H'p—1,H',} & fortemente intersectante, ¢ O(mnp?). Finalmente, para cada
F' devemos verificar se nuc(H;) # 0, o que requer O((p—1)(p— 1)n+ (m — 1)n). Portanto,
podemos concluir que o nimero total de operagoes é polinomial para p fixo.

Em particular, a complexidade do algoritmo para o caso p =2 & O(m3n).

6 Conclusao

Consideramos a propriedade de Helly colorido para hipergrafos em geral, motivados pelo
teorema de Helly colorido de Lovasz para conjuntos convexos.
O principal resultado do artigo foi provar a seguinte dicotomia.

Teorema 6.1. Seja F uma familia de p hipergrafos, p fivo. Entdo, se P # NP, pode-
mos decidir em tempo polinomial se F é Helly colorido se e somente se pelo menos p — 1
hipergrafos de F sao p-Helly.

Finalmente, mencionamos a possibilidade de estender o conceito da propriedade de Helly
colorido. Dada uma familia de p hipergrafos F = {H1,...,Hp} e um parametro ¢ < p,
dizemos que F é q-Helly colorido se toda familia F’ formada por g hipergrafos de F’ é Helly
colorido. A questao natural é entdo caracterizar familias de hipergrafos g-Helly.
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