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Resumo

Dado um grafo simples G, uma L(2, 1)-coloracao (ou A-coloragao) de G é uma atribuigao
¢ de inteiros aos vértices de G de modo que |c(x) —c(y)| > 2, se x e y sdo vértices adjacentes
e |e(x) —c(y)] > 1 se x e y possuem um vizinho em comum. O nimero A-cromético A(G)
de G é o menor inteiro k tal que existe uma A-coloracao de G com cores em {0,1,...,k}.
Sabe-se que determinar A(G) é NP-dificil. Nesse artigo, nés provamos que o problema da
A-coloracao é FPT e obtemos um algoritmo polinomial para obter o nimero A-cromético
para grafos com ¢(G) limitado, onde ¢(G) é o menor inteiro ¢ tal que todo subgrafo de G
com no maximo ¢ vértices induz no maximo ¢ — 4 P,’s.

PALAVRAS-CHAVE: L(2,1)-coloracao, decomposicao primeval, (g, g—4)-grafos.
AREA: Teoria e Algoritmos em Grafos (TAG).

Abstract

Given a graph G, a L(2,1)-coloring (A-coloring) of G is an assignment of integers to the
vertices of G such that |e(x) —c(y)| > 2, if x and y are adjacent vertices and |e(x) —c(y)| > 1
if z and y have a common neighbor. The A-chromatic number A\(G) of G is the minimum
integer k such that there exists a A-coloring of G with colors in {0,1,...,k}. It is known
that determining the A-chromatic number is NP-Hard. In this paper, we prove that the
A-coloring problem is FPT and we obtain a polynomial time algorithm to determine the
A-chromatic number for graphs with bounded ¢(G), where ¢(G) is the minimum integer ¢
such that every subgraph with at most ¢ vertices has at most ¢ — 4 Py’s.

KEYWORDS: L(2,1)-coloring, primeval decomposition, (¢, q — 4)-graphs.
AREA: Graph Theory and Algorithms.
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1 Introducao

O problema de atribuir frequéncias de radio a transmissores evitando interferéncia é, em muitos
casos, estudado como um problema de coloracao de grafos, onde os vértices representam os
transmissores, as arestas representam transmissores que se interferem mutuamente e as cores
representam as frequéncias. Uma L(2,1)-coloragdo (ou A-coloragao) de um grafo G é uma
atribuic@o ¢ de inteiros aos vértices de G de modo que |c(x) — c(y)| > 2, se x e y sao vértices
adjacentes e |c(z) — ¢(y)| > 1 se x e y possuem um vizinho em comum. Ou seja, a diferenca
entre as frequéncias de vértices vizinhos deve ser de no minimo 2 e vértices com um vizinho
em comum ndo podem ter a mesma frequéncia.

O nimero A-cromético A(G) de G é o menor inteiro k tal que existe uma A-coloragao de G
com cores em {0,1,...,k}.

A L(2,1)-coloragao foi estudado primeiramente por Griggs e Yeh [Griggs e Yeh, 1992] como
uma generalizacao de T-coloraces para o problema de atribuicao de frequéncias.

Algoritmos polinomiais para obter L(2,1)-coloragoes minimas sao conhecidos apenas para
arvores [Griggs e Yeh, 1992], cografos [Chang e Kuo, 1996], grafos com largura em &rvore lim-
itada [Fiala et al., 1999] e para grafos especificos, como grades [Calamoneri e Petreschi, 2002].
Recentemente em 2009, [Havet et al., 2009] apresentaram algoritmos exatos moderadamente
exponenciais para o caso geral.

Como se conhecem poucas classes de grafos com algoritmos polinomiais para o problema
da L(2,1)-coloragao, é relevante a descoberta de novas classes com esta propriedade. Neste
artigo, obtemos algoritmos polinomiais para diversas classes de grafos. Dado um inteiro ¢ > 4
fixo, dizemos que um grafo é um (q,q — 4)-grafo se todo conjunto com ¢ vértices induz no
méximo g — 4 diferentes P4’s (caminhos com quatro vértices). Por exemplo, (4,0)-grafos séo
cografos, (5,1)-grafos sao grafos Py-esparsos, (6,2)-grafos sao grafos Py-estensiveis livres de C
e (7,3)-grafos contém os grafos Py-leves.

Nosso principal resultado é a prova de que, fixado ¢ e dado qualquer (q,q — 4)-grafo G
como entrada, existe um algoritmo polinomial para obter uma L(2,1)-coloracdo minima de G
(e consequentemente determinar A\(G)). Consequentemente, obtemos um algoritmo FPT para
o parametro ¢(G) que representa o minimo ¢ tal que G é um (g, g — 4)-grafo.

2 Resultados estruturais sobre (¢, q — 4)-grafos

[Babel e Olariu, 1998] definiram um grafo como (q,q — 4)-grafo se nenhum conjunto com ¢
vértices induz mais do que g — 4 diferentes P,’s. Cografos sao (4,0)-grafos, ou seja, nao pos-
suem Py’s induzidos [Corneil et al., 1981]. Grafos Pj-esparsos sao (5,1)-grafos [Hoang, 1985].
Estruturalmente, sabe-se que todo cografo é desconexo ou seu complemento é desconexo, e que
todo grafo Pj-esparso é um cografo ou é uma aranha.

Dizemos que um grafo é uma aranha (R,C,S) se o seu conjunto de vértices pode ser
particionado em conjuntos R, C' e S, onde C = {¢1,...,ck} e S ={s1,...,8:} para k = |C| =
|S| tais que:

i. C induz uma clique;
ii. .S induz um conjunto independente;

iii. Todo vértice de R é adjacente aos vértices de C' e nao-adjacente aos vértices de S
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iv. (a) s; é adjacente a ¢; se e sé se i = j, para todos 1 <i,j < k (aranha magra); ou

(b) s; é adjacente a ¢; se e s6 se i # j, para todos 1 <4, j < k (aranha gorda)

Podemos visualizar R, C e S respectivamente como a cabega, o corpo e as pernas da aranha.
Note que R pode ser vazio e, nesse caso, dizemos que a aranha é sem cabega.

A wnido disjunta (ou simplesmente unido) de dois grafos G e G2 é o grafo G U Ga,
onde V(Gl U Gz) = V(Gl) U V(Gg) e E(Gl @] Gg) = E(Gl) @] E(Gg) A jungdo de dois
grafos G1 e Gg é o grafo G V G, onde V(G1 V G2) = V(Gy) UV (Ge) e E(G1 V Gg) =
E(G1)UE(G2) UV (Gr) x V(G2). A operacao de jungao é a operagao de uniao com a inclusao
de todas as arestas possiveis entre G1 e Go.

[Jamison e Olariu, 1995] provaram um importante resultado estrutural para grafos quais-
quer, usando grafos p-coneros. Um grafo é p-conexo se, para toda particdo dos vértices de
G em conjuntos A e B nao vazios, existe um P, com vértices de A e B. Uma p-componente
separdvel é um subgrafo p-conexo maximal com uma bipartigao (Hy, Hy) tal que todo Py wxyz
com vértices em H; e Hy é tal que z,y € Hy e w,z € Ho.

Teorema 2.1 ([Jamison e Olariu, 1995]). Seja G = (V, E) um grafo simples. Entao G satisfaz
um dos itens abaizo:

(i) G € desconero;
(ii) G é desconexo (onde G é o complemento de G);
(iii) G € p-conexo;

s

(iii) G possui uma p-componente separdvel H = (Hy, Hs) tal que todo vértice de V(G) — H é
adjacente aos vértices de Hi e nao-adjacente aos vértices de Ha.

Além disso, tal caracterizacdo pode ser obtida em tempo linear no niumero de arestas de G.

[Babel e Olariu, 1998] também provaram que todo (g, q — 4)-grafo p-conexo é uma aranha
sem cabega ou tem menos do que g vértices. Portanto, pelo teorema acima e pelo fato de que o
complemento de um (g, g —4)-grafo é também um (g, ¢ — 4)-grafo, temos diretamente o seguinte
resultado.

Corolério 2.2. Seja q > 4 um inteiro firo. Dado um (q,q — 4)-grafo G = (V, E), entio G
satisfaz um dos itens a sequir:

(a) G =G1UG3y € a unido de dois (q,q — 4)-grafos G1 e Go;

(b) G =GV Gy é ajuncao de dois (q,q — 4)-grafos G1 e Ga;
(¢) G é uma aranha (R,C,S) tal que G[R] é um (q,q — 4)-grafo;
(d) G tem menos de q vértices;

(e) G possui uma p-componente separdvel H = (Hy, Hy) com menos de q vértices tal que
todo vértice de V(G) — H € adjacente aos vértices de Hi e nao-adjacente aos vértices
de HQ.

Além disso, tal caracterizacdo pode ser obtida em tempo linear no nimero de arestas de G.
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3 [L(2,1)-Coloragao de (q,q — 4)-grafos

Se G = GG1UG> é a unido disjunta de dois grafos G e Ga, é facil ver que A(G) = max{\(G1), A\(G2)},

pois toda cor usada em (G; também pode ser usada em G2 e vice-versa.
Dado um grafo G, seja ¢(G) o menor nimero de caminhos disjuntos necessérios para cobrir
todos os vértices de G. Seja G o complemento de G.

Teorema 3.1 ([Georges et al., 1994]). Se G € um grafo com n vértices, temos que

(a) N(G) <n—1, se e somente se ¢(G) = 1.

(b) Parar>2, N(G) =n+r—2 se e somente se ¢(G) =r.

Intuitivamente, dada uma cobertura de caminhos no complemento G de G, podemos obter
uma A-coloragao onde cada vértice tem uma cor distinta do seguinte modo: a cor do (i + 1)-
ésimo vértice do j-ésimo caminho é igual a cor i-ésimo vértice do mesmo caminho mais um
para i > 1 e a cor do primeiro vértice do (j + 1)-ésimo caminho é igual a cor do ultimo vértice
do j-ésimo caminho mais dois para j > 1 (a cor do primeiro vértice do primeiro caminho é 0).

Corolario 3.2 ([Georges et al., 1994]). Sejam G e Ga grafos com ny e ng vértices respecti-
vamente e seja G = G1V Ga o grafo resultante da juncdo de G1 e Gy. Entao

NG) = max{n =1, NG} + max{ns— 1, AGa)} +2

Lema 3.3. Seja G uma aranha com parti¢cao (R,C,S). Seja k = |C| = |S|. Se G € uma
aranha magra com |C| > 3, entdo

ANG) = max{]R|—1,)\(G[R])} + 2%k

Prova. Considere uma A-coloracao minima f de (C'U R). Seja s; um vértice de S. Seja ¢; o
vértice de C' que é adjacente a s;.

Pelo Corolério 3.2, uma A-coloragao minima do subgrafo induzido por (CUR) usa max{|C|—
1, A(G[C])} + max{|R| — 1, \(G[R])} + 2 cores. Como C induz uma clique, as cores atribuidas
aos seus vértices devem ter uma diferenca de pelo menos duas unidades entre si. Sendo assim
AMG[C]) = 2k — 2, onde k — 1 cores nao sao atribuidas a nenhum vértice. Logo A\(G) >
2k — 2+ max{|R| — 1, \(G[R))} + 2.

A cor de s; nao pode ser uma cor de um vértice ¢; de C, pois todos os vértices de C estao
a uma distancia menor que dois de s;. No entanto, podemos utilizar todas as k — 1 cores que
nao foram utilizadas na coloracao do subgrafo induzido por C.

A cada vértice de s; de S, ndo é possivel usar duas cores dentre as k — 1 cores nao utilizadas
em C (sao as cores f(¢;) — 1 e f(¢;) + 1 que certamente nao foram utilizadas em C U R
por diferenciarem-se de f(c¢;) por apenas uma unidade e pelo mesmo motivo nao podem ser
atribuidas a s;.

Como k > 3, sempre teremos uma cor viavel para atribuir a qualquer vértice s; de S.
Assim podemos estender f ao grafo inteiro. Logo temos uma A-coloragao de G' com max{|R| —
1, A\(G[R])} + 2k cores.

O

No lema abaixo, observe que uma aranha gorda com |C| = 1 é desconexa e com |C| =2 ¢é
também uma aranha magra. Por isso, podemos supor que |C| > 2.
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Lema 3.4. Seja G uma aranha com parti¢ao (R,C,S). Seja k = |C| = |S|. Se G € uma
aranha gorda com |C| > 2, entdo

A(R) +2|C|, se A(R) > |R| + [@W _9
V(G)| + [%W — 2, caso contrdrio.

Prova. Primeiramente devemos observar que o complemento de uma aranha gorda com particao
(R,C,S) é uma aranha magra com particao (R, S,C).
Se A(G[R]) > |R| + (%1 — 2, entdo, de acordo com o Teorema 3.1, temos que c¢(R) > [%]
Ou seja, o grafo R precisa de pelo menos [%] caminhos disjuntos para ser coberto totalmente.
Assim podemos cobrir todo G usando apenas c(R) caminhos da seguinte maneira: formamos
um caminho usando os vértices ¢; de C e seu adjacente sj em S. Como todos os vértices de
R sdo adjacentes a 5j em G podemos agregar um dos caminhos em R ainda ndo utilizados

e finalizamos utilizando os vertices s;y1 e ¢j+1. Realizamos o processo para todo 1 < j < k
fmpar. Desta maneira, cobrimos todo o grafo G[S U C] utilizando [@1 caminhos de R. Basta

apenas usar os caminhos restantes em R para cobrir G completamente. Desta maneira temos
que, ¢(G) > ¢(G[R]). Como apresentamos uma cobertura de tamanho ¢(G[R]) de G, entdo
c(G) = ¢(G[R]). Logo, pelo Teorema 3.1, \(G) = |R| + |C| + |S| + ¢(R) — 2. Ou seja,
AMG) = A(R) + 2k

Se M(R) < |R| + [@1 — 2, entdo, pelo Teorema 3.1, temos que, ¢(R) < [@] Ou seja, R
precisa de menos que (%} caminhos disjuntos para ser coberto totalmente.

E facil ver que o nimero minimo de caminhos usados para cobrir o corpo e as patas de
uma aranha magra é [@1 Assim temos que ¢(G) > [5]. Resta-nos apenas apresentar uma

cobertura de caminhos de G com (%] caminhos para termos o resultado. A formagao destes
caminhos ¢é similar ao caso anterior. Formamos um caminho usando os vértices c; de Ce
seu adjacente s; em S. Como todos os vértices de R sio adjacentes a s; em G, podemos
agregar um dos caminhos em R ainda ndo utilizados e finalizamos utilizando os vertices 5541
e kjt+1. Procedemos desta maneira para j = 1,3,5,..., até que os caminhos em R sejam todos
utilizados. Quando isto ocorrer, continuamos o mesmo procedimento exceto que, como nao ha
mais caminhos em R, os caminhos serao compostos por ¢j, Sj, Sj+1 € Cj41, até que j atinja |C|
ou |C| — 1. Logo temos que c¢(G) = [4] e, pelo Teorema 3.1, A(G) = |V(G)| + [£] — 2. O

Lema 3.5. Seja q um inteiro fizo. Seja G um grafo com mais de 2q vértices que contém uma
p-componente separdvel H = (Hy, Ha) com no mdzimo q vértices tal que todo vértice de G — H
€ adjacente aos vértices de Hy e nao-adjacente aos vértices de Ha. Para toda cobertura v por
caminhos de H, sejam (1(v), B2(¢) e B3(¢) respectivamente o nimero de caminhos de v com
extremidades em Hi, o numero de caminhos de ¢ com extremidades em Ho e o numero de
caminhos de ¢ com uma extremidade em Hy e outra em Hsy. Entao,

«G) = min {max {c(G ) - Bu(), V’B(M ,1} +52<w>}

YEC(H 2

onde C(H) € o conjunto de todas as coberturas por caminhos de H. Além disso, dada uma
cobertura minima por caminhos de G — H, € possivel obter em tempo linear uma cobertura
minima por caminhos de G.
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Prova. Seja A uma cobertura minima por caminhos de G — H. Seja 1 uma cobertura qualquer
por caminhos de H. Sejam Bj, By e Bs respectivamente o conjunto dos caminhos de ¢ com
extremidades em Hj, o conjunto dos caminhos de i com extremidades em Hs e o conjunto
dos caminhos de 1 com uma extremidade em H; e outra em Hs. Portanto, |Bi| = B1(¢),
|Bz2| = B2(¢) e [Bs(v)| = Bs.

Se |A| < |By| + |Bs|/2, podemos partir alguns caminhos de A para obter |A| = |By| +
[|Bs|/2], visto que G — H tem mais do que ¢ vértices.

Para cada i = 1,...,|Bj|, ligue a segunda extremidade do i-ésimo caminho de A com a
primeira extremidade do i-ésimo caminho de Bj e ligue a segunda extremidade do i-ésimo
caminho de By com a primeira extremidade do (i+ 1)-ésimo caminho de A. Esse procedimento
obtém apenas um caminho em G a partir de |B;|+ 1 caminhos de A e dos caminhos de Bj.

Seja 2 o conjunto dos caminhos formados por esse procedimento mais os caminhos de A
nao utilizados nesse procedimento e mais os caminhos de Bs.

Para i = 1,...,|Bs|, ligue a extremidade do i-ésimo caminho de B3 que estd em H; a
primeira (se ¢ for par) ou segunda (se @ for impar) extremidade do [i/2]-ésimo caminho de
Q. Substitua os caminhos de €0 utilizados nesse passo pelos gerados. Com isso, obtemos
uma cobertura  por caminhos de G com |A| — |B;| + |Bz| caminhos. Portanto, ¢(G) >
|A| — |B1| + |B2|. Como isso vale para qualquer ¢ € C'(H), entao vale para o minimo entre
todos as coberturas em C(H).

Seja agora ¥ uma cobertura minima de G. Sejam A e 1) respectivamente as coberturas de
G — H e de H por caminhos induzidas por V. Sejam By, Bs e B3 definidos como anteriormente.
Claramente, os caminhos em By sao também caminhos de W. Podemos supor que nenhum
caminho de B; ou B3 é um caminho inteiro de ¥ (senao, podemos rearranjar os caminhos de ¥
para obter o desejado e mantendo uma cobertura de mesmo tamanho, visto que G — H possui
mais que g vértices). Pelo mesmo motivo, podemos assumir que nenhum extremidade de um
caminho de B; é extremidade de um caminho de W.

Desse modo, podemos recuperar os caminhos de ¥ ligando caminhos de A com todos os
caminhos de B;. Finalmente, podemos acrescentar os caminhos de Bs as extremidades desses
caminhos gerados. Com isso, pela suposicao, temos que |A| > |By| + [|Bs|/2], e que

o(G) = [A] = |Bi[ + B2 2 (G — H) = B1(¥) + B2(¥)
Como isso vale para 1), vale também para o minimo entre todas as coberturas em C(H). [

Teorema 3.6. Seja g um inteiro fizo. Dado um (q,q—4)-grafo G, podemos obter uma L(2,1)-
coloragio minima de G e determinar o nimero A-cromdtico A\(G) em tempo O((2¢)*? - n).

Prova. Do Lema 2.2, temos que G é uma uniao disjunta, uma jun¢ao, uma aranha ou uma p-
componente separdvel com menos do que q vértices. Os casos de juncao e aranha sao resolvidos
pelos Lemas 3.2, 3.3 e 3.4, com excegao de aranhas magras com k < 3 (caso que é resolvido no
caso abaixo).

No caso de uma p-componente separavel H em G com menos do que g vértices, temos que
G é também um (¢, q — 4)-grafo e que H é uma p-componente separdvel de G’ com menos do
que g vértices. Se G tem no méaximo 2¢q vértices, podemos gerar todas as L(2,1)-coloracoes
possiveis de G em tempo O((2¢)%9). Sendo, pelo Lema 3.5, conseguimos calcular ¢(G) gerando
todos as coberturas 1 por caminhos de H. Como H tem menos do que g vértices, |C'(H)| < ¢.

Pelo Teorema 3.1, se ¢(G) > 1, entdo A\(G) = |[V(G)| + ¢(G) — 2. Se ¢(G) = 1, entao G é
hamiltoniano e A(G) <n — 1.
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Nesse caso, é facil ver pela férmula que ¢(G — H) < q. Note que os vértices de G — H devem
ter cores diferentes entre si e ndo podem usar cores de H; nem de Hs (todo vértice de Ha tem
um vizinho em Hi, que por sua vez esta ligado a todo vértice de G — H). Os tnicos vértices
que podem eventualmente usar cores iguais sao os vértices de Ho.

Seja G’ o grafo obtido de G substituindo G — H por uma clique de tamanho ¢(G — H).
Intuitivamente, cada vértice dessa clique representa um caminho de G — H. Note que G’ tem
no maximo 2q vértices.

Queremos provar que uma A-coloracao 6tima de G’ produz uma A-coloracao étima de G.
Considere uma A-coloracao minima de G’. A cada cor usada em algum vértice de G’ — H
podemos associar um intervalo de cores do tamanho do caminho representado por este vértice.
Aplicando este procedimento suvessivamente, obtemos uma A-coloracao de G com A(G') +
V(G - H)| — (G - H).

Considere agora uma A-coloracao minima de G. Seja r o nimero de intervalos de inteiros
consecutivos que sdo cores de G — H. Claramente r > ¢(G — H) sendo terfamos uma cobertura
por caminhos de G — H de tamanho menor do que o minimo. Seja G” o grafo obtido de
G substituindo G — H por uma clique de tamanho r. Aplicando o procedimento anterior,
podemos obter a coloragdo minima original de G a partir da coloragdo de G usando A\(G") +
V(G — H)| — ¢(G — H). Como G’ é subgrafo induzido de G”, entdao A\(G") > A(G"). Logo
a coloracao de G induzida por G’ tem no maximo o mesmo nuimero de cores que a coloragao
minima e, portanto, também é 6tima. Como G’ tem no mdximo 2q vértices, podemos obter
uma A-coloragio minima em tempo O((2¢)%9). O

Claramente, o algoritmo é fized parameter, visto que a complexidade é O((2¢)*?-n). Ou seja,
para ¢ constante, o algoritmo é polinomial (na verdade, é linear). Desse modo, o problema da
L(2,1)-coloragao é FPT (fized parameter tractable) no parametro ¢(G), que é o menor inteiro
q tal que G é um (q,q — 4)-grafo.
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