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Abstract. Finding the maximum weight clique is an NP-Hard problem, where one
wants to find a complete subgraph with the highest weight in a graph. This pa-
per considers a variant of this problem, where the objective is to find all cliques
having height above a certain threshold. We propose a Bron-Kerbosch algorithm
adaptation for computing cliques with weight in vertexes. As this algorithm beco-
mes inefficient for graphs with many non-maximal cliques, some vertex pivoting
methods were developed and analyzed to speedup the return from branches con-
taining a reduced number of feasible solutions. Computational results for a set
of test problems from the MIPLIB e DIMACS repository will be presented and
discussed for each implemented method.
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Backtracking.
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Resumo. Encontrar a clique de peso mdximo é um problema NP-Dificil, onde
o objetivo é encontrar o subgrafo completo com maior peso num grafo. Este
trabalho considera uma variante do problema, onde o objetivo é encontrar to-
dos os cliques com peso acima de um limar. Propomos uma adaptagdo do al-
goritmo Bron-Kerbosch para computar cliques com peso nos vértices. Como
este algoritmo se torna ineficiente para grafos com muitas cliques ndo maximais,
sdo desenvolvidos e analisados alguns métodos de pivotamento dos vértices para
acelerar o retorno de ramos com um niimero reduzido de solugoes factiveis. Re-
sultados computacionais para um conjunto de problemas teste dos repositorios
MIPLIB e DIMACS serdo apresentados e discutidos para cada método imple-
mentado.

PALAVRAS CHAVE. Problema da clique com peso mdximo. Algoritmo Bron-
Kerbosch. Backtracking.

AREA DE CLASSIFICACAOQ. Otimizacdo Combinatéria. Teoria e Algoritmos
em Grafos. Programacdo Matemadtica.

1 Introducao

Dado um grafo ndo direcionado G = (V, A), com um conjunto de vértices V' e
um conjunto de arestas A, entdo G; = (V1, A;) denomina-se subgrafo de G se V; C V
e Ay C A, onde cada aresta de A; incide nos vértices de V;. Um subgrafo é completo
se existir uma aresta para todos os pares de vértices. O subgrafo completo ¢ denominado
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clique. Por sua vez, uma clique € maximal se ndo estd contida em outra clique. O problema
de encontrar cliques de peso maximo € tao dificil quanto o problema da clique méxima,
que € NP-Dificil [Garey (1979)].

No problema considerado neste artigo, deseja-se detectar as cliques maximais que
satisfacam o peso minimo exigido. O peso de uma clique € calculado pela soma dos pesos
dos vértices que a compde. O método utilizado para tal problema foi o uso de uma extensao
do algoritmo Bron-Kerbosch. Esse algoritmo encontra todas as cliques maximais de um
grafo e a0 mesmo tempo utiliza a técnica branch-&-bound para cortar os ramos que nao
levam a uma solugao factivel.[Bron (1973)]

2 Problema da Clique com Peso Maximo

O objetivo do PCPM consiste em determinar num dado grafo a clique de maior
peso. Detectar todas as cliques do grafo para encontrar a que possui peso maximo implica
em uma grande ineficiéncia. Por isso, muitas heuristicas para resolver esse problema tém
sido desenvolvidas, como por exemplo, o uso do GRASP [Feo (1994)], da Busca Tabu
[Cavique (2002)], de Algoritmos Genéticos [Marchiori (1998)], de RLS [Battiti (2001)] e
de métodos exatos [Sgrensen (2004)] e [Ostergﬁrd (2001)].

Neste trabalho consideramos uma variante do PCPM: dado um grafo G e um in-
teiro k£ > 0, o objetivo é encontrar as cliques maximais que tenham peso maior ou igual a
k. No contexto de Programacao Inteira encontrar todas as cliques com peso acima de um
limiar corresponde ao problema de encontrar todas as desigualdades violadas de clique.
Esses cortes desempenham um papel fundamental na descoberta de desigualdades fortes
[Chvétal (1973)]. Apesar do problema de separacdo de cortes ser formulado em termos
de se encontrar a desigualdade mais violada, experimentalmente se verificou que mais im-
portante do que a descoberta dessa desigualdade € a descoberta de um grande conjunto de
cortes violados. Essa descoberta permitiu ganhos de desempenho bastante grandes e reno-
vou o interesse nas desigualdades de Gomory [Cornuéjols (2007)]. Nesse sentido, métodos
eficientes para a descoberta da clique mais violada como o método de Ostergard (2001),
por exemplo, podem ter um desempenho pobre se usados como rotinas de separacdo de
cortes, visto que a poda de solucdes sub-6timas pode limitar o nimero de desigualdades
violadas encontradas.

3 Algoritmo Bron-Kerbosch Basico

Proposto por Coenraad Bron e Joep Kerbosch em 1973, a base desse algoritmo é
a busca exaustiva, mas utiliza-se um conhecimento maior sobre a natureza do problema
da clique maxima. A grande vantagem desse algoritmo € que ele gera apenas cliques
maximais, evitando assim que cada conjunto gerado tenha que ser comparado com os pre-
viamente testados.

O algoritmo de Bron-Kerbosch é caracterizado pelo backtraking, que procura por
todas as cliques maximais em um dado grafo GG. Existem trés estruturas que sdo a base do
algoritmo:

C' : conjunto de vértices ja definidos como parte da clique;
P : vértices que tém ligacdo com todos os vértices de C'; esse € o conjunto de candidatos
a entrar na clique;
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S : vértices que ja foram analisados e ndo levam a uma extensao do conjunto de candidatos
P, cujo objetivo € evitar comparagdo excessiva.

A execugdo do algoritmo € feita inicialmente com C' e S vazios e P contendo to-
dos os vértices do grafo. Dentro de cada chamada recursiva, se o conjunto P esta vazio,
o algoritmo encontra uma clique maximal (se .S também estiver vazio) ou realiza back-
tracking. Para cada vértice v escolhido de P, faz-se uma chamada recursiva, adicionando
v em C. Na recursdo, os conjuntos PP e S sdo restritos aos vizinhos de v, possibilitando
encontrar todas as extensoes da clique C' que contém v . Continuando a execuc¢io, move-se
v de P para S, uma vez que v ja foi analisado. Vdrias recursdes sdo chamadas, até que se
encontrem todas as cliques maximais do grafo.

Em Algoritmo 1 a versao basica do algoritmo de Bron-Kerbosch € apresentada. As
linhas 3-5 indicam a verificacdo adicional necesséria.

Algoritmo 1: Bron-Kerbosch Basico Adaptado

1 BK(C, P, S5)
2 se P e S estdo vazios entao
3 se w(C) > PesoMin entdo
Adiciona a clique C no conjunto solucao;
fim

para cada Vértice vem P faca

BK(C U {v}, PN N(v), SN N(v));
9 P := P\{v};

10 S = S\{v}

11 fim

4
5
6 fim
7
8

Vale ressaltar que no pior caso, o algoritmo de Bron-Kerbosch apresenta complexi-
dade exponencial O(2/"').

4 Algoritmo Bron-Kerbosch com Pivotamento

A forma bésica do algoritmo € ineficiente no caso de grafos com muitas cliques
ndo maximais: faz uma chamada recursiva para cada clique, maximal ou ndo. Para poupar
tempo e permitir que o algoritmo recue mais rapidamente dos ramos da pesquisa que nao
contém cliques maximais, Bron e Kerbosch introduziram uma variante do algoritmo que

A

envolve um “vértice pivd” u, escolhidos de P (ou de P U S) [Bron (1973)].

Qualquer clique maximal deve incluir tanto u ou um dos vértices nao adjacentes a
ele, pois caso contrdrio a clique poderia ser aumentada. Significa que se uma clique contém
um vértice adjacente a u, necessariamente ele contém w. Portanto, s6 u e os vértices
nao adjacentes a ele precisam de ser testados como as escolhas para o vértice v, que é
adicionado a C, em cada chamada recursiva do algoritmo.

O grande desafio do algoritmo com pivotamento € encontrar boas estratégias de
selecdo para o vértice pivO. Para isso, foram implementadas e avaliadas computacional-
mente trés métodos de selecdo de pivo, que serdo explorados a seguir. Contudo, como
desejamos somente cliques que satisfacam a condi¢ao do peso minimo, podemos cortar al-
guns ramos em determinado ponto da execucdo, uma vez que estas nao t€ém chance alguma
de gerar solugdes aceitaveis. Para implementar a poda, utilizamos uma estimativa de peso
maximo que reduz a geragdo de cliques maximais com peso abaixo do limiar desejado.
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Algoritmo 2: Bron-Kerbosch com Pivotamento e Adaptacao

1 procedimento BK2(C, P, S)
se P e S estdo vazios entao
se w(C') > PesoMin entdo
Adiciona a clique C no conjunto solucao;
fim

fim

Escolha um vértice pivo ude PU S ;

para cada Vértice vem P\N (u) faca
BK2(C U {v}, PN N(v), SN N(v));

10 P := P\{v};

11 S = S\{v}

12 fim

XN N AR WN

=]

4.1 Pivotamento Aleatorio

O primeiro método de pivotamento desenvolvido foi a selecdo aleatoria do vértice
pivo. Esse método consiste em, a cada iteracao, selecionar um vértice do conjunto P para
ser o pivo. Apesar de aleatério, o método gerou boas solucdes se comparadas ao Bron-
Kerbosch deterministico, tendo bom desempenho até mesmo se comparado aos demais
métodos desenvolvidos.

4.2 Pivotamento pelo Vértice de Grau Maximo

Muitos dos algoritmos que utilizam GRASP [Resende (2003)] para resolver o Pro-
blema da Clique Maxima realizam, em sua fase de construcao, manipulagdes que visam a
selecdo de vértices que possuem os maiores graus do grafo. Isso se deve ao fato de que
quanto maior o grau de um vértice, maior é a sua probabilidade de formar uma clique
grande. Baseado nisso, foi criado um método de pivotamento no algoritmo Bron-Kerbosch
que seleciona vértice de maior grau. De acordo com a descri¢do do pivotamento do algo-
ritmo, pode-se perceber que quanto maior for o grau do vértice pivo, menor serd a lista
candidatos analisada, diminuindo o nimero de chamadas recursivas e consequentemente
melhorando seu desempenho.

A selecao do vértice piv0, a cada iteragdo, é¢ dada pela seguinte férmula:

i, € P:d(i,) >d(i) VieP
ou seja, o vértice pivo serd o vértice de maior grau contido no conjunto P.

4.3 Pivotamento pela Estratégia do Maximo Grau Modificado

A escolha do vértice de maior grau como pivd pode falhar significativamente, pois
um grafo pode ter os vértices de maiores graus ligados a vértices com poucos vizinhos,
o que levaria a formagdo de uma clique menor. Por esse motivo, mais importante do que
analisar o grau de um unico vértice € analisar os graus de todos os seus vizinhos, para
que se garanta a maior probabilidade possivel de gerar uma clique grande. Nesse contexto
surgiu o novo método: o grau modificado (wdeg;), que valorizard, além do grau de um
vértice, os graus dos vértices adjacentes. O grau modificado de um vértice € o somatorio
dos graus de todos os seus vizinhos juntamente com seu respectivo grau, ou seja:

wdeg; = deg(i) + Z d(7)

JEN(i)

3055



\

XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL

onde N (i) representa o conjunto dos vértices adjacentes a 1.

Esse célculo € feito para todo vértice do grafo, antes da execucao do algoritmo. Em
seguida, dentro do algoritmo Bron-Kerbosch, o vértice selecionado serd aquele que possuir
o maior grau modificado.

4.4 Técnica de Estimativa do Peso

Além do pivotamento no algoritmo Bron-Kerbosch, outra forma de melhorar seu
desempenho € através da eliminacdo de determinados ramos antes do processamento de cli-
ques maximais que ndo satisfacam o peso minimo. Isso € possivel através da determinacao
do peso mdximo que uma clique parcialmente construida podera atingir.

Sendo assim, dado o peso da Clique parcialmente formada, w(C'), estimamos o
peso maximo que ela poderd atingir, h(C'). A estimativa implementada para testes se deu
através do somatorio dos pesos de todos os vértices contidos em P, caracterizando-a como
um limite superior para o peso da clique. Esse método foi aplicado juntamente com a
selecdo de pivd pelo maior grau modificado, devido a seu bom desempenho nos testes
realizados.

Algoritmo 3: Pivotamento pelo Maior Grau Modificado + Estimativa de Peso
1 procedimento BK3(C, P, S)

2 se P e S estdo vazios entao
3 se w(C) > PesoMin entdo
4 Adiciona a clique C' no conjunto solugio;
5 fim
6 fim
7 se w(C) + h(C) > PesoMin entio
8 Escolha o vértice de maior grau modificado de P U S como pivé u ;
9 para cada Vérrice vem P\N (u) faca
10 BK3(C U{v}, PN N(v), SN N(v));
11 P := P\{v};
12 S = S\{v};
13 fim
14 fim

5 Experimentos Computacionais

Para analisar o desempenho dos métodos descritos foram utilizados 30 grafos com
caracteristicas apresentadas na Tabela 1. Esses grafos foram coletados de vérias instancias
da biblioteca de problemas de Programacdo Inteira MIPLIB [Achterberg (2006)]. Espe-
cificamente, esses grafos correspondem a separacdo de cortes de clique para a relaxacao
linear do né raiz.

Os algoritmos foram implementados em C++, utilizando o compilador GCC versao
4.4 e executados em uma maquina com Sistema Operacional Ubuntu 10.10, processeador
Intel Core i5 3.2Ghz e 16GB RAM.

O critério de parada de cada algoritmo, quando necessario, foi dado pelo tempo
de execucdo, apresentado em segundos. Estipulou-se que esse valor fosse de 300 segun-
dos, denotado na tabela de experimento como “T.L.E.”(Tempo Limite Excedido). Tempos
muito pequenos sdo indicados pela expressao “< 0,001”.

A grande ineficiéncia do algoritmo sem pivotamento pode ser observada através
dos resultados de instancias como ns/686196, ns1688347 e ns1745726, que chegam a
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Dados das Instancias
Instancia V| |E| A(G) | Peso Total Encontrado
10teams 160 925 18 47885
air04 291 1343 21 33888
air05 220 1223 24 272438
babl 112 136 6 15238
brock400-1 400 | 20077 127 2723484
brock400-2 400 | 20014 125 3013382
C500-9 499 | 12363 67 245715
dsjc500-5 500 | 62126 | 279 92109405
eil33.2 30 288 29 21223
eilA101.2 69 859 37 56874
momentum1 210 440 25 3655
mzzvll 903 2931 33 56047
neos-1208135 326 1012 11 21575
neos-1605061 753 3784 21 12734
neos-693347 364 | 2021 22 19750
neos-807456 805 2688 12 15259
neos-849702 459 | 3387 23 103218
neos-933638 1335 | 2756 16 28834
neos788725 167 587 12 152114
ns1686196 48 482 33 8573
ns1688347 100 804 44 10345
ns1745726 49 584 37 9983
ns1769397 92 1404 42 26423
p6b 462 | 5852 48 7760500
pw-myciel4 578 5627 46 317359
san400-5-1 276 | 18867 160 72194959
sanr400-5 399 | 39601 238 157853594
sp100-500_50_1 | 100 | 2000 60 795502
t1722 320 | 3869 52 69792
uct-subprob 217 670 19 66844

Tabela 1. Dados das Instancias

exceder o tempo limite, mas quando aplicadas aos outros algoritmos com pivotamento, sao
executadas em menos de um milésimo de segundo.

Os métodos de pivotamento aleatorio e pelo maior grau tiveram um desempe-
nho razodvel, tanto em relacdo ao nimero de chamadas recursivas quanto ao tempo de
execucdo. As excecgdes sdo nas instancias dsjc500-5 e sanr400-5, as quais nenhum algo-
ritmo descrito neste artigo consegue executar em menos de 300 segundos. Esses sdo grafos
com densidade maior que 50%.

Como pode ser observado na tabela, a estratégia de estimar o peso maximo que
a clique pode atingir em conjunto com o pivotamento pelo maior grau modificado pos-
sui 0 menor ndmero de chamadas recursivas executadas pelos algoritmos. Essa eficiéncia
pode ser comprovada pela melhora obtida pivotando o algoritmo com o maior grau modi-
ficado juntamente com a estratégia de eliminar ramos que nao levariam a cliques com o
peso exigido. Desse modo, o algoritmo passa a realizar backtracking mais rapidamente,
diminuindo a altura final da arvore de solugdes geradas.

6 Conclusoes

A estratégia de estimar o peso da clique mesclada com pivotamento pelo maior
grau modificado teve o melhor desempenho em relacdo as outras tentativas de melhoria,
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contudo, uma possivel desvantagem desse método é o fato de calcular a cada chamada
recursiva a fun¢do que estima o peso. Em algumas instancias o tempo gasto no cdlculo
desse limite teve um impacto significativo € ndo compensou o ganho na poda de ramos.

Os experimentos mostram que apesar de ser um algoritmo exponencial no pior
caso, o algoritmo de Bron-Kerbosch é uma alternativa bastante rdpida em geral para o
uso em rotinas de separagdo de cortes considerando Problemas de Programacdo Inteira. A
determinagd@o de bons critérios para escolha de sub-problemas na arvore de busca permite
ainda que mesmo para execucdes limitadas por tempo ou por chamadas recursivas o al-
goritmo encontre desigualdades violadas nos primeiros estdgios da busca. Experimentos
nesse sentido serdo realizados em trabalhos futuros.
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