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RESUMO

Este trabalho apresenta uma abordagem via programacao estocdstica para a tomada de decisao
de investimento em um fundo de pensdo. Propde-se uma nova metodologia para a definicdo da
alocacdo da carteira do fundo no instante inicial baseada na média de varios cendrios econdmicos
gerados via simulacdo de Monte Carlo. Como exemplo de aplicacdo, essa metodologia é utilizada
para resolver o problema da alocacio inicial da carteira de um grande fundo de pensdo brasileiro
e a alocac@o inicial obtida € avaliada em termos da probabilidade de insolvéncia e VaR, valor em
risco, do fundo no instante final do horizonte de planejamento de investimento.
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ABSTRACT

This paper presents an approach via stochastic programming for investment decision making
in a pension fund. It proposes a new methodology for defining the allocation of the portfolio at
the initial time based on the average of several economic scenarios generated via Monte Carlo
simulation. As an illustrative example, this methodology is used to solve the problem of portfolio
initial allocation of a large Brazilian pension fund and the obtained initial allocation is evaluated
in terms of fund’s probability of default and VaR, Value-at-Risk, at the final time of the investment
planning horizon.
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1 Introducao

O problema da tomada de decisdo de investimento em fundos de pensdo tem relevante im-
portancia face os vultuosos volumes financeiros sob gestao dessa classe de fundos e o risco de
desequilibrio entre seus ativos e passivos.

Um trabalhador que participa de um fundo de pensdo assume o compromisso de realizar
contribuicdes regulares para o fundo durante determinado periodo de tempo e, em contrapartida,
passa a ter o direito a determinada renda caso perca a capacidade de trabalho ou se dé o término
do periodo de suas contribuicdes. Neste trabalho serd considerado que o plano de beneficios ofere-
cido € do tipo beneficio definido (BD), que garante ao aposentado uma renda de valor estabelecido
contratualmente e vitalicia.

O fluxo de caixa do fundo se constitui em uma série de recebimentos durante a fase em que
os participantes encontram-se em atividade, seguida de uma série de pagamentos durante a fase
de inatividade dos participantes. Cabe ao gestor do fundo investir os valores captados com as
contribuicdes realizadas pelos participantes em ativos, de modo a garantir os recursos necessarios
para o pagamento do total dos compromissos futuros do fundo expressos em sua reserva ma-
tematica. A reserva matematica de um fundo de pensao é definida como a diferenga entre o valor
presente dos beneficio futuros do plano e o valor presente das contribui¢des futuras.

O descasamento temporal entre o fluxo de caixa gerado pelas contribuicdes e aquele gerado pelo
pagamento dos beneficios e a diferenga entre as rentabilidades obtidas nos investimentos realizados
pelo fundo e a taxa de crescimento de suas obrigacdes s@o as principais fontes de incerteza para a
saude financeira de um fundo de pensdo. Este tipo de risco causado pelas diferengas entre ativo e
passivo de uma carteira sio a base de estudo da chamada Gestao de Ativos e Passivos, Asset-liability
Management (ALM).

Aqui o problema da tomada de decisdo de investimento em um fundo de pensdo é formulado
como um problema de programacao estocastica. A gestdo do fundo pode ser facilmente definida
em termos de um problema de programacdo matemdtica, pois trata-se de um problema do qual
emergem naturalmente uma série de restricdes e em que se estd interessado em otimizar alguma
quantidade como maximizar a capacidade do fundo em honrar suas obrigagdes. A necessidade
de um enfoque via programacdo estocdstica se da pelo cardter ndo-deterministico das varidveis
econdmicas envolvidas no problema. Essas varidveis definem os cendrios econdmicos futuros e,
por isso, tém comportamento estocastico.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo aplica¢des de programacao estocéstica a problemas de
gestdo de carteiras foi realizado por Bradley e Crane (1972), que estudaram a gestdo multi-periodo
de uma carteira de titulos. A partir desse trabalho, muito foi feito e revisdes detalhadas dos trabalhos
realizados de aplicagGes de programagao estocdstica aos problemas da gestdo de fundos de pensdo
e empresas de seguro foram efetuadas por Silva (2001) e Kouwenberg e Zenios (2006).

Este trabalho procura contribuir com os avangos na drea da Gestdo de Ativos e Passivos através
da proposta de uma metodologia para a defini¢cdo da alocacdo da carteira de um fundo de pensao
no instante atual. E aqui definida uma solugdo sub6tima obtida a partir das solucdes 6timas do
problema de programacdo estocdstica estabelecido para uma variedade de realizagdes distintas de
futuros cendrios econdomicos. Também € apresentado um exemplo de uso dessa metodologia para
o caso de um fundo de pensdo brasileiro e é analisada a qualidade da solu¢do obtida em termos da
probabilidade de insolvéncia e valor em risco, Value-at-Risk, VaR do fundo.

Este artigo estd estruturado da seguinte maneira. Na secdo 2 € apresentado o problema de
programacao estocastica definido para um fundo de pensdo e na se¢o 3 é proposta uma metodologia
para a definicdo da alocagdo da carteira de um fundo de pensdo no instante inicial. Na secdo 4 é
apresentada uma modelagem para cendrios econdmicos futuros, que € utilizada na sec¢do 5 para a
realizacao de simulacdes da metodologia proposta, aplicada a um grande fundo de pensao brasileiro.
Por fim, as conclusdes do artigo sdo apresentadas na se¢ao 6.
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2 Formulacao do problema de tomada de decisao de investimento em um fundo de pensao

2.1 Estrutura econdomica em arvores de cenarios

Um cendrio econdmico ou o estado da economia num dado instante pode ser definido por um
conjunto de varidveis econémicas como prego dos ativos, taxas de juro, indices da inflacdo, taxas
de cambio, nivel de atividade econdmica, etc. A evolucdo temporal da economia pode, entdo, ser
descrita simplificadamente pela evolug¢ao temporal de cendrios econémicos.

Adotando-se uma discretizagcdo na varidvel tempo e nos cendrios econdmicos, pode-se repre-
sentar os futuros estados econdomicos como vértices de uma arvore nao recombinante e as probabi-
lidades de ocorréncia dos cendrios econdmicos como arestas dessa drvore.

N2,

Figura 1: Exemplo de diagrama de arvore de cendrios econdmicos

A figura 1 apresenta um exemplo de modelo para futuros cendrios econdmicos, onde o k-ésimo
né no instante t € denotado por 7, . No primeiro estigio da drvore, ¢ = 0, estd representado o estado
atual da economia 7791, do qual se conhecem todas as varidveis econdmicas. No segundo estédgio,
t = 1, estdo representados dois possiveis futuros estados econdmicos, 1711 € 1712, para 0s quais a
economia atual 770 ; pode caminhar em ¢ = 1 com determinada probabilidade. Pode-se imaginar, por
exemplo, que esses dois estados modelem a economia em crescimento positivo e negativo daqui a
um ano - no caso de uma discretiza¢io do tempo com periodo de 1 ano - e que, também por exemplo,
cada um deles tenha probabilidade de ocorréncia de 3/4 e 1/4, respectivamente, dado o estado atual
da economia 179,1. Raciocinio analogo se aplica ao proximo estagio, ¢t = 2, onde estdo representados
quatro estados econdmicos seguintes aos representados no segundo estagio.

Vale destacar que a determinado cendrio 7, ndo estd associado apenas um conjunto de varidveis
econdmicas, mas também toda a histéria do processo até ali, ou seja, os cendrios econdmicos per-
corridos do instante inicial até ¢.

Tendo em vista que s6 se conhece precisamente o cendrio 19,1, que representa o estado atual da
economia, o objetivo deste trabalho € responder a pergunta: qual deve ser a alocacdo da carteira do
fundo de pensdo no instante atual, sob o cendrio econdmico 179,1?

Para responder esta pergunta serd adotado que a evolucdo da economia ocorre percorrendo de-
terminada 4rvore de cendrios e que as varidveis econdmicas de cada cendrio sdo varidveis aleatdrias
com distribui¢dao conhecida. O problema da tomada de decisdo de investimento em um fundo de
pensdo serd, entdo, escrito como um problema de otimizacio cujas restricdes incorporam essas
varidveis aleatdrias. Desse modo, fica estabelecido um problema de programacgdo estocdstica e a
resposta para a pergunta apresentada acima serd dada em fungdo das solucdes 6timas obtidas para
o problema de programacao estocéstica considerando-se um conjunto de diferentes realiza¢des dos
cendrios futuros da economia.
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2.2 Restricoes do problema de otimizacao

Aqui sdo apresentadas as restricdes geralmente utilizadas em problemas de otimizac¢ao deriva-
dos de fundos de pensao. Consigli e Dempster (1998), Kouwenberg e Zenios (2006), Hilli et al.
(2007) e Valladao (2008), por exemplo, baseiam-se nesse mesmo conjunto de restricdes.

Por hipétese, existe um conjunto Ay = {ag, @1, ..., @,} de n + 1 ativos disponiveis para investi-
mento. Cabe ao gestor do fundo definir como alocar os recursos disponiveis entre esses ativos. O
ativo aq representa o ativo de renda fixa e os demais ativos «;, i = 1,...,n, representam diferentes
ativos de risco como ag¢des, contratos derivativos, investimentos estruturados, iméveis, empréstimos
a participantes e assistidos, etc. O conjunto A = {ay, ..., @,} C Ay é definido como o conjunto de
todos os ativos, exceto o de renda fixa ay.

O valor financeiro alocado no ativo @; € Ay no cenario econdmico 7, serd simbolizado por
ai(n:x) e o valor financeiro alocado no ativo @; € Ay antes da primeira tomada de decisdo de
investimento serd dado por ag ;.

A rentabilidade do i-€ésimo ativo a; realizada na transi¢do do cendrio econdmico 77,-1,;j em ¢ — 1
para o cendrio 7, em 1, serd denotada por r;(17,-1,[7:x)-

Para todo cendrio econdmico 7,4, 0 < ¢t < T, as varidveis sobre as quais o gestor do fundo
pode atuar sao ¢;(i:x) € vi(mex), i = 0, ...,n. A primeira representa o valor financeiro comprado e a
segunda o valor financeiro vendido do i-€simo ativo @; no cenério econdmico 7, ;. Assim, por meio
dessas varidveis de decisdo, o gestor define em cada instante qual a alocacdo da carteira do fundo.

Em ¢t = T, instante de tempo correspondente ao término do horizonte de planejamento de
investimento, ndo sdo tomadas decisdes de investimento e ocorre a andlise dos resultados da gestdo
do fundo.

Restricoes de balanco

A variagao do valor total dos ativos do fundo entre dois instantes consecutivos t — 1 e ¢ é dada
pela rentabilidade dos ativos no periodo, descontados os custos das transagdes (compras e vendas)
de ativos em 7, somadas as contribui¢des realizadas pelos participantes e subtraidos os beneficios
pagos no periodo. Desse modo, pode-se escrever, para cada instante #, uma expressao para o valor
total dos ativos do fundo. Essas expressdes sdo, entdo, incorporadas ao problema de otimizag¢ao
como restri¢des de igualdade e sdo chamadas de restri¢des de balango.

No instante inicial, # = 0, é considerada a aloca¢@o da carteira do fundo anterior a primeira
decisdo de investimento e ndo sdo levadas em conta as rentabilidades dos ativos, de modo que

n n n
Z ai(no,1) = Z ap,i — Z {«i [ci(mo,1) + vi(o,)]} = (0,1, (D
i=0 i=0 i=1
onde «; denota o custo de transacdo do i-ésimo ativo a; e ¥(7; ;) representa o saldo resultante da
diferenca entre beneficios pagos e contribui¢cdes recebidas pelo fundo entre os instantes t — 1 e ¢.

Para os instantes seguintes, 0 < t < 7', devem ser consideradas as alocagdes no instante anterior
e as rentabilidades obtidas no periodo. Entdo, para dois cendrios, 1,_1j € 1:x, quaisquer ligados na
arvore de cendrios econOmicos tem-se

n n n
D ai) = Y {1+ rne o] @it p) = D ki lei) + vl = v @)
i=0 i=0 i=1
No ultimo estagio, ¢t = T, ndo sdo consideradas tomadas de decisdes de investimento e ocorre
a analise da satide financeira do fundo. Entdo, para um cendrio r7 deste estagio ligado ao cenario
nr-1,j do estdgio anterior,
n n

Z ai(nrx) = Z {[1 + ri(TIT—l,jlﬂT,k)] ai(’?T—l,j)} SAUINIE 3)

i=0 i=0
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Restricdes de inventario

A alocacdo de cada um dos ativos de risco em um dado instante ¢ é dada pela alocacido no
instante anterior ¢ — 1 rentabilizada, somada as compras e descontadas as vendas desse ativo em
t. Ha, entdo, para cada instante ¢ uma expressao para o valor alocado em cada um dos ativos de
risco. Essas expressdes sdo incorporadas ao problema de otimizagdo como restri¢des de igualdade
chamadas de restricdes de inventdrio.

No instante inicial, = 0, de maneira andloga ao realizado para as restri¢des de balango, no sdo
levadas em conta as rentabilidades dos ativos. Entdo, a alocacdo de um ativo @; € A, no instante
inicial, é dada pela soma da alocac@o anterior a primeira tomada de decisdo ap; com o saldo dos
valores comprados e vendidos, ou seja,

ai(no,1) = ao,i + ci(no,1) = vi(no,1). 4)

Nos instantes seguintes, 0 < t < T, sdo consideradas também as rentabilidades obtidas. Sejam
Ni-1,j € Mk dois cendrios ligados da drvore de cendrios econdmicos. Para todo ativo a; € A,

i) = |1+ riGne1 im0 | - aitner ) + i) = vitn- (5)

No dltimo estdgio, ¢t = T, ndo ocorre compra e venda de ativos e, por isso, considera-se apenas
a rentabilidade obtida entre os instantes 7' — 1 e T. Entdo, para um cendrio 17 deste estagio ligado
ao cendrio nr-1,; do estagio anterior,

ai(nry) = [1 + ri(’]T—l,jl’]T,k)] ~ai(mr-1,)). (6)

Restricoes de alocacao

Por imposi¢des legais, algumas classes de ativos de um fundo de pensdo ndo devem ultrapassar
certos limites de alocag@o. Além disso, o préprio gestor do fundo pode, visando controlar o risco do
fundo, estabelecer limites para a alocacdo em certas classes de ativos. Surgem, entfo, as restricdoes
de alocacdo que devem ser satisfeitas em todos os cendrios econdmicos e sdo dadas por

n

G010 < @i+ Y @i, Vs ()
i=0

onde ¢; representa o percentual maximo de alocacgdo do i-ésimo ativo @; na carteira do fundo.
Restricoes de liquidez

O 1tltimo tipo de restricdo a que estd submetida a gestdo do fundo é a chamada restri¢ao de
liquidez, que impde que a compra c;(1;x) € venda v;(17,x) de um ativo a; realizadas em um dado
cendrio 1, , ndo devem superar certos volumes financeiros. Essas restricdes podem ser escritas para
todos os ativos @; em termos das inequacdes

i) < Yi(Me)s ek (8)

Viik) < Bi(Mek)s ek, )

onde y;(7;x) representa o volume financeiro maximo para a compra e 5;(17,x) o volume financeiro
maximo para a venda do i-ésimo ativo @; no cendrio econdmico 7; .
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2.3 Funcao objetivo

A tomada de decisdo de investimento em um fundo de pensdo tem como premissa garantir que,
ao final do horizonte de planejamento, ¢ = T, o fundo tenha recursos disponiveis para honrar suas
obrigagdes expressas na reseva matemdtica W(nrx). Assim, a saude financeira do fundo ao final
do horizonte de planejamento de investimento pode ser avaliada comparando-se o total dos ativos
disponiveis V(nrx) com a reserva matemdtica V(7 ) através do chamado resultado técnico do
fundo RT (177x) dado por

n

RT (174 = Vinr) = ¥ = Y ainrs) = ¥arp). (10)
i=0

Nesse sentido, o objetivo da gestdo do fundo deve ser maximizar o valor esperado de RT (17x),
tomado sobre todos os cendrios do dltimo estdgio da drvore de cendrios econdmicos e considerando-
se um dado nivel de risco a que o fundo esteja disposto a incorrer, de modo que a probabilidade de
ocorréncia de RT(nrx) < 0, chamada probabilidade de insolvéncia, seja minimizada.

O problema da tomada de decisdo de investimento em um fundo de pensdo deve, nessas
condicdes, ser escrito em termos de uma funcio objetivo cdncava, de modo a refletir a aversao ao
risco tipica dessa classe de fundos. Seguindo a abordagem proposta por Valladao (2008), pode-se
adotar uma fungao objetivo linear por partes tal como

_ ) Jo-RT(rp),  se RT(prp) 20
—fioy - RT(nrx), caso contrario.

A razdo entre os parametros f—) e f(+) representa uma medida de aversdo ao risco. Quanto
maior o valor da razdo f(_)/f(;), mais conservadora serd a gestdo adotada para o fundo e quanto
menor o valor dessa razao, mais arrojada serd a gestao.

Sejam as varidveis auxiliares u(nrx) € w(nr ) para um cendrio n7, do tltimo estagio do hori-
zonte de planejamento da gestdo do fundo, tais que RT (n7x) = u(nrix) — wmri) €

. RT(n7y), se RT(nrx) =0
NT.k 0, caso contrario

B _RT(nT,k)v se RT(nT,k) <0
w(r k) = { 0, caso contrario.

Fazendo uso dessas novas varidveis, pode-se escrever a funcio objetivo z como uma fungio
linear e definir o problema da gestdo de um fundo de pensdo como sendo

Nr

max > py. Afeo) - u@ire) = fio) - winr} (11)
=

sujeito a

W()X() = b()
Ti(&)xi1 + Wiéxi(&p) = bi(&n), t=1,..,T,

onde p;,, € a probabilidade de ocorréncia do cendrio econdmico nrx, N7 0 nimero de cendrios
em ¢t = T, as restrighes representam as restricdes de balango, inventdrio, alocacdo e liquidez -
apresentadas na secdo 2.2 - escritas matricialmente, para cada instante ¢, na forma de restrigdes de
igualdade, x; representa o vetor de varidveis do problema de otimizac¢do (contém o valor comprado
e vendido por ativo) em ¢ e & representa a histdria, até o instante 7, do processo estocdstico & que
modela as varidveis ndo-deterministicas envolvidas no processo de decisdo.
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Fica, assim, estabelecido um problema de programacao estocastica multi-estagios, que repre-
senta a forma 6tima de gestdo de um fundo de pensao segundo a qual se maximiza o valor esperado
do resultado técnico RT (7). As varidveis envolvidas no problema sdo ndo antecipativas, pois s6
dependem da histéria do processo £ até o instante em que as decisdes de investimento sdo tomadas.
Detalhes sobre o tratamento de um problema de programacio estocdstica foram apresentados por
Birge e Louveaux (1997).

De posse de uma arvore de cendrios econdmicos, o problema da tomada de decisdo de investi-
mento em um fundo de pensdo escrito como um problema de programacao estocdstica, definido em
(11), pode ser resolvido e a solugdo 6tima obtida, de modo que fica determinada a alocagdo 6tima
para cada um dos cendrios da arvore.

Uma 4rvore de cendrios € fruto de uma particular realizacdo do processo estocdstico £ e o
problema definido em (11) terd uma solucdo que é 6tima para essa particular realizagdo. Dessa
solug@o pode-se extrair a alocagdo 6tima no instante inicial a; (0,1 ), para cada um dos ativos a; no
cendrio atual 79 1, que € justamente o que se estd interessado em obter. Isso porque o gestor s6 pode
realizar a alocag¢do da carteira do fundo no instante atual ¢+ = 0. As demais alocagdes podem na
pratica ser Uteis apenas como planejamento de futuras alocacdes.

Caso o problema definido em (11) seja resolvido m vezes - para m diferentes arvores obtidas a
partir de m particulares realizagdes do processo estocdstico & - terd diferentes solugoes Gtimas x* €
fica posta a questdo: como o gestor determinard a alocacdo da carteira do fundo no instante inicial
ai(no.1), i = 1,...,n, para o cendrio econdmico atual 7791, uma vez que ndo conhece a particular
arvore que descrevera corretamente os cendrios futuros? Na sec¢do 3 serd proposta uma metodologia
visando responder essa pergunta.

3 Metodologia para a tomada de decisao de investimento em um fundo de pensao

Conforme apresentado na secdo 2.3, a solugdo 6tima do problema (11) € funcdo da realizagdo
do processo estocastico &, que modela as variaveis ndo-deterministicas do problema. Para cada
particular realizagdo desse processo, o problema (11) apresentard uma solucdo 6tima diferente.

Nesse contexto, propomos uma metodologia para a determinagao da alocag@o no instante inicial
ai(no,1) de cada um dos ativos @; no cendrio econdmico atual 7791, dada pelo procedimento abaixo:

Passo 1: O problema (11) deve ser resolvido para m diferentes arvores de cendrios, ou seja, m
diferentes realizagdes do processo estocdstico &, de modo a gerar m solugdes 6timas a; (c;j,10,1),
j=1,...,m, para a alocacdo inicial dos ativos;

Passo 2: Deve ser calculada uma solucdo sub6tima para a alocagao inicial dos ativos af“b (m0,1) dada
pela média aritmética das alocagdes Gtimas obtidas para as m diferentes drvores, ou seja, a alocagdo
de cada um dos ativos «@; € Ay serd dada por
] m
a0 = — ) ai(c o). (12)
j=1
Tem-se de (12) uma estratégia para a determinag@o da alocacdo da carteira do fundo no instante
inicial que, apesar de nao ser 6tima - na medida em que nio € necessariamente igual a alocagdo
6tima de nenhuma das m arvores de cendrios propostas - €, por constru¢do, uma carteira que con-
templa maior diversidade de realizacdes dos cendrios futuros. No caso apresentado sdo contempla-
das m diferentes realizacdes das drvores de cendrios econdmicos.
Passado um periodo de tempo, o gestor realizard a apuragao dos resultados financeiros do fundo
e atualizard o calculo do passivo atuarial. Terd, também, que decidir novamente como alocar os
recursos do fundo e, para isso, poderd repetir o processo acima descrito obtendo a nova alocagao
subdtima para a carteira do fundo.
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4 Geracao de cenarios

Nesta secdo é apresentada a forma como foram gerados os cendrios econdmicos utilizados nas
simulagdes apresentadas na se¢do 5. Dupacova, Consigli e Wallace (2000), Silva (2001) e Drijver
(2005) fazem interessantes observagdes acerca do processo de geracdo de cendrios para o problema
de programacao estocdstica.

4.1 Dinamica da evolucao do passivo

O saldo ¥(n:+1x) resultante da diferenga entre os beneficios pagos aos participantes inativos
e as contribui¢Oes pagas pelos participantes ativos entre os cendrios ligados 7, ; € 17,41 pode ser
modelado por

Y1) = [1+ pCo i1 0] - e, (13)

onde p(7;,jIn:+1,x) representa uma taxa de variagdo entre os pagamentos ¥ (77, ;) € Y(n+1.4)-
Para um instante qualquer 7 > 0, fazendo uso da expressdo (13), e considerando uma série de
cendrios ligados na drvore de cendrios, pode-se escrever

-1

WGrek) = | |11+ PGk i1 1)1 0.0 (14)

t=0

4.2 Calculo da reserva matematica

Seja r(n;k,1Mr+1 k,.,) 0 retorno liquido da carteira do fundo entre os cenarios 1, € /+1k,,, » €00

Vi1 k) = [T+ r@e ek, )] - V0ek) = 0@t go)- (15)

De t = 0 até a extin¢@o do fundo em ¢ = Ty, com cendrio final Ty ks pode-se escrever

Tp-1 Ty [Ty-1

VG, = | | 11+ rOur s, - Vao) = D ] [0+ v s )1 - 9Gimg,).— (16)
t=0 m=1| s=m

Impondo V(nr,4.) = 0 e como todas as obrigagdes terdo sido honradas até Ty, fazendo

V(no,1) = ¥(10,1) tem-se que

T Ts-1
U S TR NN TN | R

\P(n ) _ _ w(r]m,km) (17)

0,1) = = = - .

H,T:fo Y O e s)] T L+ O est k)]

De (14) e (17), a reserva matematica ¥(1o,1), em ¢ = 0, pode ser escrita como
Qi 1760 (1 + pGri ki1 k)]

W0n,) = )| —=C Y(n0.1). (18)

m=1 11l=0 (1 + r(ep M1 k)]

4.3 Dinamica da evolucio dos ativos

Seja uma estrutura de arvore de cendrios econdmicos em que a partir de cada cendrio, em um
dado instante ¢, descendem exatamente dois cendrios econdmicos, em ¢ + 1, como representado na
figura 1. Assim, existem 2', 0 < t < T, possiveis cendrios para cada instante ¢ e seja, por hipétese,
a ocorréncia de cada um desses 2’ cendrios equiprovavel, ou seja, P =1/ 2h k=1,..2".
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As rentabilidades dos ativos entre um né qualquer 7, ; € seus dois descendentes 17:41,j, € 1141,

1 1 .
Nie1,j) = M+ Q26 € r(ny jlne,j,) = 14— Q26, ou seja,

serdo, por hipétese, tais que r(1;,;

1

[ rO(nt,j|77[+1,j1) ] [ Hay Oapag -+ Oapay
=] ] | e
L M) 1oL Mey || Capag o Tapan |
€ 1
[ rO(’]t,jl’]Hl,jz) ] [ Hayg 1 Tagag - OTag,an 2
: _ . _ . . 5
L e jineeryy) 1L de, | L Caae o O, |

onde u,, € a rentabilidade média do i-ésimo ativo «;, Q € a matriz de covariincia das rentabilidades
dos ativos pertencentes a Ay e 6 € um vetor aleatdrio tal que 6 ~ N(0, [,,+1).

5 Simulacoes

Com o objetivo de aplicar a metodologia proposta na se¢do 3 ao mercado brasileiro, foram
considerados dados obtidos a partir de demonstrativos contdbeis - Demonstra¢do Patrimonial e da
Demonstragdo de Resultados - divulgados ao fim do exercicio de 2009 por um grande fundo de
pensdo em atividade no Brasil. Esse fundo conta basicamente com participantes inativos - aposen-
tados e pensionistas - ndo permite mais inscri¢des de participantes e concede um plano de beneficios
do tipo beneficio definido (BD). Além disso, foi considerado que existem apenas dois ativos dis-
poniveis para investimento Ay = {a@cpr, @rpov}, cujas rentabilidades se assemelham as do Certi-
ficado de Depésito Interbancario (CDI) e as do Indice Bovespa (IBOV). Esses ativos representam
ativos de renda fixa e varidvel, respectivamente.

5.1 Hipoéteses simplificadoras

Como hipoéteses simplificadoras os parametros p(1: i, [r+1.4.,) € ek, 1Me+1.k,,) vtilizados nas
secoes 4.1 e 4.2 serdo considerados valores constantes ao longo do tempo. Entdo, para todo ¢ e para
todo indice de cendrio ks, 011k, Me+1.k,,1) = P € F(Mese Me+1k00y) = T

Desse modo, ¥(19,1) obtido em (18), pode ser escrito como

| YO (19)

1+
Definindo A = [1—_'_'0], a equacdo (19) pode ser reescrita como
r

Ty
Wo,) = Y A" wlno). (20)
m=1

Como a reseva matematica W(r70,1) € obtida a partir do desconto de um fluxo de pagamentos
futuros, € natural supor que tenha valor finito, ou seja, 0 < || < 1 e como o fundo, a rigor, pode
permanecer em funcionamento por um periodo muito grande pode-se no limite tomar 7y — oo, de
modo que

A
Y(no,1) = -1 “Y(no,1)- 21
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O fundo que foi utilizado como fonte para os dados das simulagdes encontrava-se positivamente
desequilibrado, V(10.1) > ¥(70,1), € por isso foi considerado um caso mais conservador em que o
ativo do fundo era igual a sua reserva matemadtica, de modo que os dados utilizados foram, em
milhdes de reais, V(170,1) = ¥(170,1) = 6.000 e y(770,1) = 226.

A partir da equacgao (21) e dos dados do passivo do fundo apresentados, tem-se que A ~ 0,96 e
considerando-se, arbitrariamente, um retorno liquido para o fundo de r = pucp; = 0, 1, da defini¢do
de A, tem-se p ~ 0,06. Por ultimo, foi considerado que a alocag@o antes da primeira decisdo de
investimento seria em renda fixa, ou seja, ap,; = 6.000 e apo = 0.

5.2 Parametros das simulacoes

A partir da série histérica da taxa over média didria do Depdsito Interfinanceiro (DI) e da série
histérica de preco de fechamento do Indice Bovespa (IBOV) até o final do ano de 2009, foram
calculados os retornos anualizados do CDI e do IBOV e foram estimados os parametros u e Q

como sendo
_ [ Hepr } _ [ 0,10 ] . _ [ ocpIcpl OCDLIBOV } _ [ 0,001 -0,005 ]
HI1BOV 0,15 OIBOV,CDI T IBOV,IBOV -0,005 0,206

Os custos de transacdo sobre valor financeiro negociado e os limites de alocagdo utilizados
foram, respectivamente,

| xcpr | _ 0 | ecor | _| 1
K= = e @ = = .
KIBOV 0,002 PIBOV 0,5
Adotou-se uma discretizagdo na varidvel tempo de modo que cada instante corresponde ao
periodo de um ano e o horizonte de planejamento foi tomado como 7 = 5, ou seja, foram consi-
deradas as tomadas de decisdo de investimento no instante atual e para os préximos quatro anos,

sendo que no quinto ano foi apurada a satide financeira do fundo. Por simplicidade, ndo foram
consideradas restri¢des de liquidez.

5.3 Experimentos e resultados

O problema da tomada de decisdo de investimento em um fundo de pensdo foi resolvido
empregando-se a metodologia apresentada na secdo 3 e tendo como base o problema formulado
via programacao estocdstica apresentado em (11), com parametros f;) = 1, f—) = 2, de modo que
a funcdo objetivo utilizada foi

32
1
max — ) {u(nri) = 2w(nr}, (22)
32 P

e os demais pardmetros utilizados foram os definidos nas se¢des 5.1 e 5.2.
i. Determinacio da alocaciao subétima

Com o objetivo de demonstrar a aplicagdo da metodologia proposta na secdo 3, foi desenvolvido
um estudo de simulacio com geracdo de m = 200 4rvores de cendrios. Para cada uma das arvores de
cendrios, o problema de programacio estocdstica definido com os parametros apresentados acima
foi resolvido (passo I) e as alocagdes subétimas dos ativos de renda fixa a5 (170,1) e de renda

. sub . . ~ . .
varidvel ajp.,y(170,1) para o instante inicial calculadas (passo 2). A alocagdo sub6tima obtida para a

carteira do fundo, em porcentagem do total dos ativos, foi

sub
asub(no,l) _ [ aCD](UO,l) ] - [ 67,5% ]

al o) || 32.5%
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ii. Analise da distribuicio do resultado técnico do fundo

Com o objetivo de avaliar a solucio sub6tima obtida, um novo estudo de simulagao foi realizado
com a geracdo de m = 200 novas drvores de cendrios. Para cada uma das drvores, o problema de
otimizagdo definido acima foi resolvido com a adicdo de novas restri¢cdes do tipo igualdade, de
modo a garantir que as aloca¢des em t = 0, correspondentes ao cendrio 79 1, fossem as alocagdes
subdtimas calculadas no experimento (i).

Foi, entdo, avaliada a distribui¢@o do resultado técnico do fundo, de modo a serem estimadas as
probabilidades de insolvéncia e o valor em risco VaR do fundo. Como todos os cendrios em t = T
foram tomados como equiprovaveis, a probabilidade de insolvéncia foi calculada pela razao entre
a quantidade de cendrios em que o fundo apresentou resultado técnico ndo-negativo e a quantidade
total de cendrios do ultimo estigio. O valor em risco VaR € definido como a perda maxima provavel
de uma carteira para um determinado nivel de confianga num dado horizonte de tempo. Alexander
(2008) apresenta diferentes abordagens e exemplos do célculo do valor em risco de um portfélio.
No presente trabalho foi adotado um nivel de confianga de 95% e um horizonte de tempo 7" = 5.

O experimento (ii) foi realizado para duas condigdes iniciais diferentes. Na primeira o fundo
estava inicialmente equilibrado, isto €, o ativo e o passivo eram inicialmente iguais e na segunda o
fundo estava positivamente desequilibrado, sendo que o total de ativos era inicialmente 20% maior
que a reserva matemadtica.

As curvas da distribuicdo empirica do resultado técnico obtidas nos dois casos estdo represen-
tadas na figura 2 e foi estimada uma probabilidade de insolvéncia de cerca de 23% e um valor em
risco VaR = 2.535 milhdes de reais no caso em que o fundo estava equilibrado e uma probabilidade
de insolvéncia de cerca de 5% e um valor em risco VaR ~ 38 milhdes de reais no caso em que o
fundo estava inicialmente positivamente desequilibrado.

—— Equilibrado
--- Positivamente desequilibrado

0.0012
]

0.0006 0.0008 0.0010
] | |

Distribuicdo empirica

0.0004
1

0.0002
|

0.0000
|

0 10000 20000 30000

Resultado técnico

Figura 2: Distribui¢do empirica do resultado técnico do fundo

Evidencia-se, entdo, a necessidade da gestdo do fundo zelar por manté-lo ligeiramente desequi-
librado positivamente, de modo a contingenciar um valor financeiro capaz de suprir suas necessi-
dades de capital nos casos de cendrios mais pessimistas. Para o caso estudado, por exemplo, uma
contingéncia de 20% sobre o valor da reserva matemadtica ‘¥(r9,1) foi capaz de reduzir o risco de
insolvéncia a um nivel aceitdvel de cerca de 5%.
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6 Conclusoes

A modelagem do problema da tomada de decisdo de investimento em fundos de pensdo via
programacao estocastica demonstrou-se adequada, uma vez que as restri¢des gerenciais do fundo -
restrigdes de inventdrio, balango, méxima alocagdo e liquidez - puderam ser facilmente traduzidas
em equagdes e inequacdes de restricao para o problema de otimizacdo e a representagdo da econo-
mia como uma 4rvore de cendrios se encaixou perfeitamente a estrutura de decisdes em estigios em
que se baseia a programacao estocdastica.

A metodologia aqui proposta para a defini¢do da alocagdo da carteira de um fundo de pensdo
foi aplicada a dados de um grande fundo de pensdo brasileiro - considerando-se certas hipdteses
simplificadoras a respeito da dindmica da evolucao do ativo e do passivo do fundo - e demonstrou-se
consistente e capaz de dar indica¢des da sadde financeira do fundo em termos de sua probabilidade
de insolvéncia e de seu valor em risco VaR. No exemplo considerado, observou-se que para uma
probabilidade de insolvéncia da ordem de 5% seria necessdrio um patrimonio inicial pelo menos
20% acima da reserva matematica ‘¥'(7o,1) do fundo.

Essa mesma metodologia pode ser facilmente aplicada a modelos alternativos, ainda baseados
em programacio estocdstica, em que o comportamento das rentabilidades dos ativos disponiveis
para investimento e da estrutura do passivo do fundo s@o diferentes das aqui apresentadas.
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