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RESUMO

O problema de caminhos minimos de fonte inica é um problema com soluc¢do polinomial
bem conhecido na literatura. No entanto, quando cada arco possui dois ou mais valores
associados, o problema se torna NP-dificil e, apesar de modelar diversas situacdes reais,
ainda € pouco explorado. Neste artigo, apresentamos um estudo experimental sobre algo-
ritmos exatos para resolucao do problema de caminhos minimos multiobjetivo. Mais espe-
cificamente, comparamos resultados de algoritmos de correc@o de rétulos utilizando sete
classes diferentes de redes. Os resultados sio avaliados em funcio do tempo de execucao

e do ndmero de solu¢des nao-dominadas.

PALAVRAS CHAVE. Caminho minimo multiobjetivo, Algoritmo de corre¢ao de rétulos.
Area Principal: Teoria e Algoritmos em Grafos

ABSTRACT

The single-source shortest path is a problem with polynomial solution well known in the
literature. Nevertheless, when two or more values are associated to each edge, the pro-
blem becomes NP-hard and, although it models several real applications, it is still unex-
plored. In this paper, we present an experimental study on exact algorithms to solve the
multi-objective shortest path problem. More specifically, we compare the results of label
correction algorithms using seven different classes of networks. The results are evaluated
according to the execution time and the number of non-dominated solutions.
KEYWORDS. Multi-objective shortest path, Label correction algorithm.

Main Area: Theory and Graph Algorithms
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1 Introducao

Problemas de caminhos minimos de fonte tnica t€ém sido amplamente estudados na
literatura [Goldberg (2007), Demetrescu (2006), Likhachev (2008)], visto que existe uma
grande area de aplicacdes reais que necessitam encontrar solugdes 6timas, como nas areas
de telecomunicacgoes e transportes [Current (1993)]. Contudo, na modelagem de proble-
mas reais, muitas vezes € necessario extendé-los para mais de um objetivo [Vincke (1974)],
podendo-se considerar distancia, tempo, risco, sobrecarga, entre outros.

Neste estudo abordamos o problema de caminhos minimos de fonte Gnica biobje-
tivo (BSP - do inglés Biojective Shortest Path Problem) e com um nimero arbitrario de
objetivos (MSP - do inglés Multiobjective Shortest Path problem). Em ambos 0s casos
consideramos que os pesos dos arcos sdo sempre valores nao negativos. Em problemas
com apenas um objetivo o melhor caminho é sempre o caminho 6timo e este algoritmo é
resolvido em tempo O(m + nlogn) pelo algoritmo Dijkstra usando heaps de Fibonacci.
Ja nos problemas multiobjetivos, dificilmente encontraremos um caminho que apresente
os menores valores considerando todos os objetivos, visto que podem ocorrer conflitos en-
tre eles. Portanto, o critério de otimalidade é substituido por Pareto otimalidade. Em um
problema multiobjetivo podemos ter muitas solu¢des Pareto 6timas, também chamadas de
solugdes eficientes (ver Definicdo 1). De forma simples, podemos dizer que uma solugao
¢ eficiente ou Pareto 6tima se nao for possivel encontrar outra solucao que seja melhor do
que a atual em pelo menos um objetivo sem simultaneamente piorar pelo menos algum
outro objetivo. Utilizando o grafo da Figura 1, podemos ilustrar de forma mais clara o
conceito de solugdes eficientes; neste grafo cada aresta possui dois objetivos e queremos
encontrar os caminhos Pareto 6timos do vértice inicial 1 até o vértice final 4. Assim, veri-
ficamos que ha trés solugdes eficientes (os caminhos A, B e C). Todas as trés pertencem ao
conjunto de solucdes eficientes, pois o caminho A tem o melhor custo c1, C tem o melhor
custo c2 e B possui c1 melhor do que C e ¢2 melhor do que A, entdo dizemos A, B e C
possuem critérios ndo-dominantes entre si.

@ Caminhos Custos(c1,c2)
(2,4) (1,7) A: 1-2-4 (3.11)
B: 1-2-3-4 (9,8)
C: 1-3-4 10,3
& | e o
(5.1) (5,2)

®

Figura 1. Grafo com trés solucoes Pareto 6timas, descritas pelos caminhos A, B e C.

[Hansen (1980)] provou que o nimero de solucdes eficientes para problemas biob-

jetivo pode crescer exponencialmente com o nimero de nodos. Além disso, [Serafini (1986)]

provou que o problema de caminhos minimos para mais de um objetivo pertence a classe
de problemas NP-Dificil, por redu¢dao do problema da mochila bindria. Contudo, em
aplicacdes praticas, como grafos rodovidrios, muitas vezes tem-se um nimero pequeno
de solugdes eficientes [Raith (2009)], principalmente em problemas biobjetivo. Portanto, é
possivel encontrarmos todas as solucdes eficientes em um tempo relativamente baixo.
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Este artigo tem o propdsito de estudar diferentes classes de grafos no contexto mul-
tiobjetivo, com o intuito de avaliar os resultados em func¢do do tempo e do niimero de
solucdes. O artigo estd organizado da seguinte forma: nas Subsecdes 1.1 e Subsecdo 1.2
apresentamos formalmente o problema MSP e uma revisao bibliogréfica, respectivamente.
Logo apés, na Secdo 2, apresentamos o algoritmo de corre¢do de rétulos proposto em
[Brumbaugh-Smith (1989)]. Na Secao 3 apresentamos uma proposta de generalizacao do
algoritmo de correcao de rétulos biobjetivo para solucionar problemas com mais de dois
objetivos. Resultados computacionais sdo apresentados e discutidos na Secdo 4. Final-
mente, na Secdo 5 apresentamos as conclusdes deste trabalho.

1.1 Problema MSP

Seja um grafo orientado G = (N, A), com |N| = n nodos e |A| = m arcos. A
cada arco (7, j) € A estdo associados p custos positivos C;; € NP. O objetivo é encontrar o
conjunto de caminhos eficientes do n6 inicial s € N, até o nodo final ¢ € N. O problema
MSP ¢ tradicionalmente formulado da seguinte forma [Martins (1984)]:

z(z) = > Cz‘lj'xija

(i,5)€A
min Z(z) = ’ (1)
Zp(r) = ) Cfg Ligs
(i,5)€A
1 sei=s,
sujeito a Z Tij — Z Tj = 0 sei#s,t, 2)
(i,5)€eA (Jii)eA —1 sei1= t,
Tij S {07 1}7 V(Z,j) €A (3)

Essa formulagcdo tem a mesma forma de um problema de fluxo em redes, por-
tanto podemos ver x como um vetor de fluxos sobre os arcos [Raith (2009)]. Porém nesta
formulac@o x;; assume valores bindrios, indicando se o arco (4, j) faz parte de uma solugdo
eficiente.

O conjunto viavel X, contendo todas solucdes factiveis do problema, € descrito
pelas restri¢oes (2) e (3).

Defini¢ao 1: Uma solugido =’ € X € eficiente se, e somente se, ndo existe z € X
tal que 2z (z) < zx(2') parak = 1,...,pe z(z) < z(2') paraalgumi € {1,..., k}.

1.2 Literatura Relacionada

Esta secdo revisa propostas de métodos exatos para resolu¢do de problemas BSP e MSP.
Neste escopo, hd duas abordagens exatas encontradas na literatura para resolucao deste
problema [Skriver (2000)a]: rotulacdo de nodos e de caminho/4drvore. O primeiro tem
como submétodos corre¢do de rétulos e selecao de rétulos, enquanto que o segundo possui
como submétodos o método de 2-fases e o0 K-€simo menor caminho.
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Abordagem Referéncia
K-ésimo menor caminho | BSP - Climaco e Martins [Climaco (1982)]
Método de 2 fases BSP - Mote et. al. [Mote (1991)]
BSP- Hansen [Hansen (1980)]
Selecao de Rétulos MSP - Tung e Chow [Tung (1992)]

MSP - Martins [Martins (1984)]

MSP - Corley e Moon [Corley (1985)]

BSP - Brumbaugh-Smith[Brumbaugh-Smith (1989)]
MSP - Martins e Dos Santos [Martins EQV (1999)]
BSP - Skriver e Andersen [Skriver (2000)b]

Correcao de Roétulos

Tabela 1. Literatura de solugoes exatas para o problema BSP e MSP.

A Tabela 1 apresenta um resumo das abordagens encontradas na literatura. A abor-
dagem do K-ésimo menor caminho de [Climaco (1982)] utiliza uma busca ordenada inici-
ando com a minimizacdo do primeiro critério e o menor valor possivel encontrado no se-
gundo. O primeiro critério € gradualmente relaxado, encontrando o melhor caminho com
respeito ao segundo critério. Este algoritmo requer a enumeracao de todos os caminhos
em relacdo a ordem dos custos, o que é bastante custoso. Contudo, variacdes desta abor-
dagem ja foram propostas, como o método de proximo menor caminho [Carlyle (2005)]
que, segundo os autores, € o algoritmo mais rdpido dedicado a resolver o problema do K-
€simo menor caminho. Porém, este algoritmo € rapido apenas em alguns tipos especificos
de instancias, e € bastante demorado em outras, principalmente em problemas onde as
solu¢des dominadas do conjunto vidvel sdo muito préximas as solucdes nao-dominadas.
Dessa forma, muitos caminhos vidveis sdo enumerados e precisam ser analisados, como
acontece em instancias com estrutura de grade [Raith (2009)].

Ja o método de duas fases proposto por [Mote (1991)] utiliza uma abordagem di-
ferente. Na primeira fase do algoritmo sdo encontradas todas as solugdes eficientes su-
portadas. Essas solucdes tém a vantagem de serem obtidas por meio do método da soma
dos pesos [Raith (2009)]. Na segunda fase, sdo encontradas todas as solucOes eficien-
tes ndo-suportadas. Para isso, utiliza-se qualquer outro método, como o0 enumerativo
ou de correcao de rétulos, porém o espaco de busca agora é bastante restrito devido as
informacdes obtidas na primeira fase. [Raith (2009)] realizou diversos experimentos com
diversas abordagens diferentes para primeira e segunda fase desse algoritmo, e os autores
constataram que € um método bastante competitivo para resolucdo de problemas BSP.

O método de rotulacdo de nodos segue um caminho diferente das abordagens de
caminho/drvore. Sao métodos estendidos diretamente da versdo com apenas um obje-
tivo. A abordagem de selecdo de rétulos de [Martins (1984)] pode ser vista como uma
generalizagdo do algoritmo de Dijkstra para o caso multiobjetivo.

O método de corre¢ao de rétulos € um dos mais eficientes conhecidos para resolucao
de problemas BSP [Raith (2009), Skriver (2000)b]. Como este algoritmo foi proposto
para o caso biobjetivo, apresentamos na Sec¢do 3 uma generalizacdo desse algoritmo para
resolucao de problemas multiobjetivos. A proxima secao apresenta este método de forma
mais detalhada.

273



15a18

Q XLIII Simpésio Brasileiro de PESQUISA OPERACIONAL agosto de 2011
Ubatuba/SP

2 Algoritmo de Correcao de Rotulos Biobjetivo (CRB)

O algoritmo de corre¢ao de rétulos para o problema BSP, apresentado no O Algoritmo 1,
proposto por [Skriver (2000)b] € uma extensdo direta da versdao para apenas um objetivo.
A diferenca € que um nodo pode ter muitos rétulos, sendo que cada um representa o custo
de um caminho diferente, e os rétulos de cada nodo nio sdo dominantes entre si.

O algoritmo recebe como entrada o grafo GG biobjetivo, um vetor bidimensional
com o0s custos ¢; e co de cada arco, e um n6 inicial s. Além disso, D(i) representa um
conjunto contendo os rétulos de um né 4, e cada rétudo | = (v, vy) € D(i), indica o custo
vy € vy, referente aos objetivos um e dois de G, respectivamente, de percorrer um caminho
do nd inicial s ao né 4. Inicialmente, apenas o nd s recebe um rétulo (0, 0), e é adicionado
a lista L que contém os nds a serem analisados. Todos os rétulos em um né particular
1 sdo extendidos para todos os seus vizinhos, retirando-se os rétulos dominados de cada
conjunto; isso € feito pelo procedimento merge. Cada vez que o conjunto de rétulos de um
no6 € atualizado, este € adicionado a L para ser verificado posteriormente. N6s marcados
para verificacdo sdo analisado em ordem FIFO, pois, segundo [Brumbaugh-Smith (1989)],
este método de verificacao € o que obteve melhor desempenho. Além disso, implemen-
tamos também a verificacdo de pré-dominincia do conjunto inteiro de rétulos proposta
por [Skriver (2000)b], onde podemos verificar a dominancia de um conjunto inteiro de
rétulos sobre outro de forma rdpida, apenas comparando o primeiro e ultimo rétulo de
cada conjunto, dado que os rétulos estdo ordenados de forma lexicografica em cada um
dos conjuntos.

Algoritmo 1 - Corre¢do de Rétulos Biobjetivo (CRB)

1: input: G(N, A),c = (c1,¢2),s

2: L+ s > Lista com os nodos a serem analisados em ordem FIFO
3: D(s) « {(0,0)} e D(z) < 0,i € N \{s} > D(z) Conjunto de rétulos de um nodo %
4: while L # ( do

S: L+ L—{3i} > retira o primeiro nodo da lista, ordem FIFO
6: forall (i,j)comj € {k € N|(i,k) € A} do

7 if D(i) + ¢;; ¢ dominado por D(j) then

8: descarta aresta > D(j) ndo € modificado
9: else

10: D(j) < merge(D (i) + c;i5, D(j)) > soma aos rétulos de D(¢) o custo de (3, )
11: end if

12: if D(j) foi modificadoe j ¢ L then

13: L+ L+{j}

14: end if

15: end for

16: end while

17: output: D(i) > D() contém o custo de todos caminhos eficientes do nodo s ao nodo ¢

O procedimento merge é o componente computacionalmente mais caro do algo-
ritmo. [Brumbaugh-Smith (1989)] apresentaram um merge linear nos tamanhos M e N dos
conjuntos em questdo, cujo pseudo-cddigo se encontra no Algoritmo 2. Porém, o merge
proposto apenas funciona para problemas com exatamente dois objetivos. Esse método
necessita que os rétulos de cada conjunto estejam ordenados de forma crescente pelo pri-
meiro objetivo. Dessa forma, automaticamente eles estardo também ordenados de forma
decrescente pelo segundo objetivo. Isso acontece porque um rétulo r; possui o primeiro
objetivo maior do que um outro rétulos o, ele obrigatoriamente terd o segundo objetivo
menor, caso contrdrio ry seria dominado pelo rétulo 7; e, portanto, removido do conjunto.
Dessa forma, com os conjuntos ordenados, com apenas uma compara¢do (com o ultimo
rotulo do conjunto) podemos verificar se um rétulo estd dominado.
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Procedimento 2 - Merge biobjetivo

1: input: D1, Do > D1 e D3 sdo dois conjuntos ordenados de rétulos
2: Dy <0 > conjunto D1 U D2\ (rotulos dominados de D1 U D2)
3: while Dy # Qe Do # () do

4: if comparagio lexicogrifica entre first(D1) e first(D2) then

S: if Dps = 0 ou first(D1) ndo é dominado por last(Dys) then

6: Dar < Dy + {f’iT’St(Dl)}

7: end if

8: Dy < Dy — {first(D1)} > remove elemento no inicio de Dy
9: else

10: if Dy; = 0 ou first(Dz2) ndo é dominado por last(D ;) then

11: Dy (—DM+{fiTSt(D2)}

12: end if

13: Dy + Dy — {first(D2)} > remove elemento no inicio de Do
14: end if

15: if Dy = () then

16: Dy + Dps U (D2\(r6tulos ndo dominados por last(Dyr)))

17: Do+ 0

18: else if Do = () then

19: Dy + Dy U (D1 (r6tulos ndo dominados por last(Dar)))

20: D1 <0

21: end if

22: end while
23: output: Dy = D1 U D2\ (rotulos dominados de D1 U D2)

3 Generalizacao do Algoritmo de Correcao de Rotulos para um Niamero
Arbitrario de Objetivos (CRM)

Esta secdo tem o objetivo de apresentar a generalizacdo do algoritmo da se¢do anterior
para o caso multiobjetivo, ou seja, considerando um nimero arbitrario de objetivos. A
generalizacdo em muito se assemelha ao algoritmo original. No entanto, as otimizagdes
propostas nao se aplicam ao caso multiobjetivo, e o algoritmo merge deve ser adaptado.
Quando os rotulos tém mais de dois objetivos, o merge deve ser projetado de forma a com-
parar um rétulo contra todos os outros do conjunto para verificar se ele estd dominado.
Além disso, também ndo é mais possivel fazer a verificacdo de pré-dominancia do con-
junto, visto que merge biobjetivo também se valia dessa mesma propriedade de ordenagao.
O Algoritmo 3 descreve o procedimento merge multiobjetivo.

Procedimento 3 - Merge multiobjetivo

: input: D1, Do > D1 e D2 sdo dois conjuntos de de rétulos ordenados lexicograficamente
. Dy, < ordena(D1 U D2) > ordena D,, lexicograficamente
1S <« first(Dy) > conjunto contendo os rétulos ndo dominados
: forall r; € D, )\ first(Dy) do
if 7; ndo é dominado por nenhum rétulo de S then
S« S+{r}
end if
if r; domina alguma solugdo s € S then
: S+ S—{s}
10: end if
11: end for
12: output: S = D; U D2\(rotulos dominados de D1 U D3)

VRN HDN

No merge multiobjetivo proposto, a complexidade no pior caso é O(|N| x |M]|),
onde |N| e |M| s@o as dimensdes dos conjuntos D; e Ds. Isso pode ser visto quando ne-
nhum rétulo r; é dominado. Por outro lado, quando todos os rétulos inseridos no conjunto
S sdo dominados, ele apresenta uma complexidade linear O(| M| + | N|), pois o custo para
ordenar os conjuntos DD; e D, € linear, visto que cada conjunto ji estd ordenado. Além
disso, cada nodo ird ser testado contra apenas um, o rétulo inicial do conjunto .S, caracte-
rizando o melhor caso do algoritmo.
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4 Resultados Computacionais

Nesta secdo apresentamos e discutimos os resultados experimentais comparando o algo-
ritmo biobjetivo (CRB) correspondente ao Algorithmo 1, com a nossa versdo generalizada
(CRM) em relagdo ao tempo e ao numero de solugdes eficientes. Todos os experimentos
foram realizados em um processador Intel Core 17 2, SMHz, com 12GB de RAM, rodando
na plataforma Linux Ubuntu 10.1. Os algoritmos foram implementados em C++ e compi-
lados com g++ versao 4.3.

As instancias usadas sao em parte de origem pratica, enquanto outras sao sintéticas.
A primeira classe (G; representa redes de trafegos rodovidrios de cidades dos EUA obtidas
em [Gera (2001)]. As quatro instancias criadas sao todas aquelas que possuem coordenadas
dos no6s disponiveis. Utilizamos como objetivos o tempo associado a cada arco (objetivo-1)
e a distancia euclidiana (objetivo-2) obtida através dos valores das coordenadas dos nodos.
Além disso, adicionamos mais dois custos para cada arco: um valor aleatdrio entre |1, 4000]
(objetivo-3) e um valor constante igual a um (objetivo-4), de forma que o caminho minimo
considerando este ultimo objetivo seria aquele com o menor ndmero de arestas (hop count).

As instancias das outras seis classes G, ..., G; foram geradas a partir do gera-
dor de instincias de caminho minimo SPLIB [Cherkassky (1994)]. As caracteristicas das
instancias de cada classe podem ser vistas na Tabela 2. G2 possui redes sem ciclos.
Instancias das classes (G3 sao construidas criando-se inicialmente um ciclo hamiltoniano,
e cada aresta desse ciclo recebe um valor unitario, enquanto os outros arcos recebem va-
lores aleatérios. Instancias das classes G3 e G4 sdo geradas aleatoriamente. No entanto,
(G3 possui instancias esparsas (com m = 4n), enquanto que instancias de G4 sdo densas
(com m = ”72). Finalmente, as classes G5, G6 e G7 sdo instancias de grade quadrada,
longa e larga, respectivamente. Mais detalhes sobre estas instancias podem ser obtidos
em [Cherkassky (1996)]. Como as instancias geradas pelo SPLIB contém apenas um obje-
tivo, adicionamos trés novos objetivos: além dos dois objetivos adicionados as instancias de
(31, adicionamos também um valor igual ao inverso do valor do primeiro objetivo (objetivo-
2), inserindo assim um objetivo com baixa correlacdo ao primeiro. Para cada classe foram
criados grupos de trés instancias com dimensdes diferentes, assim podemos analisar o com-
portamento do algoritmo em relacio as dimensoes da rede.

Nas instancias de G5, .., G7 ndo ha garantia de haver um caminho direcionado entre
cada par de nds. No entanto, o gerador SPLIB informa um né que garantidamente possui
caminho direcionado a todos os demais n6s. Desta forma, para estas instncias considera-
mos este como no inicial, enquanto que para as instincias de G; consideramos s = 1.

A Tabela 2 apresenta o nimero médio de solucdes eficientes do n6 inicial a todos os
outros n6s do grafo. Esta tabela também informa as caracteristicas das instancias. Um “-”
na tabela indica que o valor é desconhecido, pois o algoritmo extrapolou 3600 segundos
de execucdo. As colunas |S12|, |Si3| e |S14| apresentam o nimero médio de solugdes nio
dominadas entre s e todos os demais nds do grafo quando considerando os dois objetivos
indicados no fndice de S. |S| representa o nimero de solugdes considerando os quatro
objetivos de cada instancia.

Observa-se que mesmo para instncias grandes, ou bastante densas como G5 e
G4, temos um baixo nimero médio de solugdes eficientes quando trata-se de apenas dois
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objetivos. Exceto para instancias em forma de grade que em comparac¢io com as demais,
apresentou um maior nimero de solugdes eficientes. Aumentar os seus tamanhos nao pa-
rece ter um acréscimo significante no nimero de solucdes eficientes. Em [Raith (2009)]
isso ja foi observado e os autores nao obtiveram sucesso em gerar redes randomicamente
com um nimero grande de solucdes eficientes sem que a rede tenha uma estrutura de grade.
Ainda, o nimero de solu¢des eficientes € altamente dependente da correlagdo entre os obje-
tivos. O conjunto |S;3| que apresenta uma correlacdo muito baixa foi onde obtemos um
nimero grande de solugdes eficientes para a maior parte das instancias, principalmente nas
instancias em forma de grade. Inversamente, objetivos correlacionados diminuem conside-
ravelmente o nimero de solucdes eficientes, como podemos perceber quando considerando
apenas distdncia x hop count |Si4|. Quando isso acontece, ambos algoritmos tém um
tempo de execu¢@o muito parecido, isso ocorre devido ao fato de que com menos solucoes,
menores sdo os conjunto de rétulos de cada nd e, consequentemente, as otimizagdes pre-
sentes no merge original acabam tendo um ganho muito baixo em comparagao ao merge
generalizado.

Nome Classe Nodos Arcos |S12] |S13] |S14] |S|
Chicago Regional G1 1202 4720 231.6 89.0 30.2 -
Chicago Principais G1 933 2950 8.1 10.6 43 83.1
Philadelphia G1 13389 40003 71.7 49.6 13.7 -
Sioux Falls G1 24 76 24 1.5 1.45 34
Acyc_1 Go 8192 131072 15.0 6.8 11.3 453
Acyc 2 Ga 16384 262144 16.2 5.7 124 473
Acyc 3 Ga 32768 524288 16.4 7.3 12.5 51.3
Rand4_1 Gs 8192 32768 18.6 7.0 143 539
Rand4_2 G3 16384 65536 20.7 7.2 16.7 63.9
Rand4_3 G3 32768 131072 20.9 9.5 16.5 76.5
Rand1:4_1 [en 256 32768 24.6 32.0 8.6 114.5
Rand1:42 Gy 512 65536 242 253 7.9 136.9
Rand1:43 Gy 1024 262144 27.3 38.8 8.4 202.5
Grid_sq-1 Gs 1025 3072 24.5 50.0 5.2 535.0
Grid_sq-2 Gs 4097 12288 80.6 176.9 9.3 -
Grid_sq-3 Gs 16385 49152 183.3 521.1 15.0 -
Grid_long_1 Gs 513 1536 81.1 147.3 7.0 -
Grid_long2 Gg 1025 3072 246.1 439.0 10.9 -
Grid_long_3 Gg 2049 6144 688.1 1975.6 35.1 -
Grid_wide_1 Gr 513 1536 42 8.3 2.1 18.0
Grid_wide_2 Gr 1025 3072 4.6 8.4 2.1 173
Grid_wide_3 G 2049 6144 4.8 8.5 23 18.1

Tabela 2. Descricdo do conjunto de instancias de cada classe, com numero de nodos,
arcos, e a quantidade de solug6es médias obtidas a partir nodo inicial a todos os outros
nodos da rede, com relagcao ao subconjunto de objetivos utilizado.

Na Tabela 3 sdo mostrados os tempos de execucdo dos algoritmos CRB e CRM
considerando conjuntos de dois objetivos, assim como o algoritmo CRM com todos os
objetivos (duas ultimas colunas). O nimero de solucdes eficientes encontrado em cada
execucdo € adicionado nesta tabela com o objetivo de tornar explicita a relacdo de tempo
com o nimero de solugdes eficientes.

Do ponto de vista de eficiéncia, considerando apenas os subconjuntos de dois obje-
tivos, o algoritmo CRM obteve resultados mais préximos ao algoritmo CRB otimizado
para biobjetivo nas redes da classe G e G'3 com um tempo médio de 103,4 e 80,6 segun-
dos, respectivamente, comparado com o algoritmo CRB que gastou 84,4 e 72,2 segundos,
respectivamente. Portanto, o tempo do CRM piorou em apenas 11, 7% para as instincias
de G e 22,5% para as instincias de GG3. Porém, quando aumenta o ndmero de solugdes
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eficientes, o peso das otimizagdes originais comecam a fazer uma grande diferenca no
tempo de execucdo para o CRM. Por exemplo, a instdncia Chicago Reginal, com 103 ca-
minhos eficientes para os objetivos distancia x aleatorio, demorou 780% a mais do que o
CRB. Em contraste, para a mesma instancia, considerando apenas os objetivos distancia X
inverso-distancia, o nimero de solucdes eficientes cai para 43, ¢ o CRM torna-se apenas
397% mais demorado. Contudo, nas redes de grades G5 e GGg 0 tempo aumentos em média
2800%, levando em consideracdo os valores que terminaram dentro de uma hora. Dessa
forma, observamos que a quantidade de solucdes eficientes € um dos fatores que mais in-
fluencia no tempo de execucao do CRM. Esse resultado € esperado visto que o merge neste
algoritmo € quadrético, enquanto que € linear em CRB. Ainda, tanto para CRB como para
CRM, o tempo € bastante relacionado a classe de instancias utilizada. Para alguns tipos
de instancias dificilmente conseguiremos obter um grande nimero de solucdes eficientes,
porém em outras, como as de grade, a propria estrutura do problema permite um nimero
grande de caminhos eficientes.

No caso do CRM considerando todos os quatro objetivos, como era esperado o
tempo e o nimero de solu¢des aumentaram consideravelmente. As instancias das classes
G5 e G gastam mais de 1h até para instancias de menor tamanho, como a Grid_sq_1. Para
as demais instancias de grade o algoritmo CRM ultrapassou 3600 segundos de execugao.
[Guerriero (2001)] também verificaram os tempos de execugao de algoritmos de correcao
de rétulos para instancias em forma de grade utilizando até quatro objetivos. Mesmo utili-
zando instancias relativamente pequenas em comparagao as utilizadas nesse artigo, de 100
até 625 nds, obtiveram tempos de execugdo bastante elevados. J4 para as redes de G5 e (s,
o numero de solucdes aumentou aproximadamente 3 vezes em média em relacdo a dois
objetivos, pois sdo grafos com densidade nao muito alta. Ja para instancias da classe G4 o
numero de solugdes aumenta em média 7 vezes mais, devido a alta densidade da rede.

Analisamos também o tempo de execucdo gasto com os procedimentos Merge-B
otimizado para biobjetivo e Merge-M generalizado para multiobjetivo. Lembrando que
o tempo de execugcdo do Merge-M € quadratico, enquanto que o Merge-B € linear. Po-
demos ver claramente que o procedimento merge € a parte mais custosa do algoritmo,
Merge-B consumiu em média 66, 6% do tempo total de execugéo do programa; ja o proce-
dimento Merge-M consumiu 82, 2% do tempo total. Podemos notar também que o nimero
de execugdes do procedimento Merge-B € menor do que o Merge-M. Isso ocorre devido a
verificacdo rdpida de pré-dominancia efetuada antes do procedimento merge descartando
arestas mais custosas. Experimentos analisando a eficiéncia dessa verificagdo ja foram
constatados em [Skriver (2000)b] e s@o bastante relacionados aos tipos de instancias. Nas
intancias com estruturas de grade o ganho com essa pré-verificacdo € quase nulo, menos
de 0, 1%. Contudo, em instincias do tipo G5 0 maior ganho foi 39%. No Merge-M consi-
derando todos os quatro objetivos, temos uma quantidade de execugdes do merge bastante
alta, devido ao grande aumento do tamanho do conjunto de rétulos ndo dominados dos nos
da rede, os nés sao marcados muitas vezes para verificacdo, aumentando a quantidade de
chamadas ao merge.
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objetivos: {1,3} objetivos: {1, 2, 3,4}
Nome Merge-B #Eze Merge-M #Eze Merge-M #Eze
Chicago Regional 40.5 676047 287.2 684719 >3600 -
Chicago Principais 0.1 6291 0.1 7638 7.4 10237
Philadelphia 16.3 684208 67.3 701044 >3600 -
Sioux Falls 0.01 36 0.01 76 0.1 112
Acyc_1 0.8 205084 1.9 276602 207.6 2059852
Acyc2 1.1 333881 32 539759 5189 5409013
Acyc_3 4.4 981255 9.7 1257169 1217 10157186
Rand4_1 0.3 82852 0.5 91640 74.5 753429
Rand4_2 0.7 179529 12 197231 230.0 1752653
Rand4_3 2.2 446746 3.7 470531 718.8 3860864
Rand1:4_1 1.3 101067 4.1 109822 156.4 276539
Rand1:42 2.0 184109 5.1 191374 520.1 640244
Rand1:4.3 15.3 934302 49.5 969300 3648.2 2343245
Grid_sq-1 0.4 16212 2.5 16349 682.2 22561
Grid_sq-2 12.1 106635 151.7 106907 >3600 -
Grid_sq-3 376.4 835387 >3600 - >3600 -
Grid_long_1 1.4 15508 14,7 15588 >3600 -
Grid_long_2 10.9 38092 302,7 38321 >3600 -
Grid_long_3 272.9 200253 >3600 - >3600 -
Grid_wide_1 0.1 3409 0.1 3622 0.2 4393
Grid_wide_2 0.1 7123 0.1 7560 0.3 8974
Grid_wide_3 0.1 14140 0.1 14922 0.6 18287

Tabela 4. Merge-B e Merge-M sao os tempos de execugao gastos em cada procedimento
em segundos, e #FEze é a quantidade de vezes que cada procedimento foi executada para
o subconjunto de objetivos considerados.

5 Consideracoes Finais

Este artigo apresenta uma revisdo dos métodos exatos para resolu¢do de problemas BSP
e MSP, e propde uma generalizacdo direta do algoritmo de correg¢do de rétulos biobjetivo.
Resultados computacionais foram executados com o objetivo de 1) apresentar o nimero de
solugdes eficientes considerando sete classes de instancias; ii) comparar os tempos compu-
tacionais considerando o algoritmo original (CRB) e o generalizado (CRM); iii) comparar
resultados ao considerar objetivos com diferentes valores de correlagdo; iv) verificar o
tempo total do algoritmo gasto com o merge. A partir dos experimentos concluiu-se que
o numero de solucgdes eficientes e o tempo de execugdo sdo bastante dependentes do tipo
de instancia. Ainda, os objetivos considerados também influenciam bastante os resultados:
objetivos correlacionados tendem a produzir um menor nimero de solucdes eficientes e,
portanto, gastam menos tempo de execugao.
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