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Resumo

Uma b-colora¢do de um grafo G € uma coloragdo dos vértices de G em que cada classe
de cor tem um vértice que € adjacente a pelo menos um vértice de cada uma das outras cores.
O ndmero b-cromdtico de um grafo G é o maior k tal que G admite uma b-coloragdo com k
cores enquanto que G é b-continuo se tem b-coloracdo com k cores para todo k, variando entre
o nimero cromdtico e o nimero b-cromdtico de G. Neste trabalho estudamos em detalhes os
resultados existentes referentes a b-colorag¢do e b-continuidade em grafos em geral, e também
em classes restritas. Nossa contribui¢do ¢ um algoritmo polinomial para o problema do nimero
b-cromético em grafos com cintura grande e mostramos valer a propriedade de b-continuidade
para novas classes de grafos, entre elas, a dos grafos periplanares e bipartidos distancia heredi-
tarios. Trabalho desenvolvido na UFRJ com bolsa de Inicia¢do Cientifica da Faperj.

Palavras-chave: Classes de grafos. b-coloracdo. b-continuidade.
Area Principal: Teoria e Algoritmos em Grafos

Abstract

A b-colouring of a graph G is a colouring of the vertices of G such that each color class has
a vertex that is adjacent to at least one vertex of each of the other colors. The b-chromatic num-
ber of a graph G is the maximum number k such that G admits a b-colouring with k colours,
whereas G is b-continuous if it admits a b-colouring with k colors, for all values of k rang-
ing from its chromatic number to its b-chromatic number. In this work we study in details
the known results concerning b-colouring and b-continuity for general graphs and also for re-
stricted classes of graphs. Our contribution is a polynomial-time algorithm for determining the
b-chromatic number of graphs with large girth, and we prove that the b-continuity property
holds for new classes of graphs, including outerplanar and bipartite distance-hereditary. Work
developed at UFRJ sponsored by a Faperj Scientific Initiation scholarship.

Keywords: Graph classes. b-colouring. b-continuity.
Main area: Graph Theory and Algorithms
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1 Introducao

Coloracdo € um dos temas mais importantes da teoria dos grafos e diversas variagdes ja fo-
ram propostas na literatura, cada uma delas com o objetivo de modelar com mais precisdo um
determinado problema real [Kubale (2004)]. Neste trabalho estudamos uma variagdo denominada
b-coloragao, introduzida em [Irving e Manlove (1999)]. A motivacao inicial deste tipo de coloragao
vem de um processo guloso para diminuir o ndmero de cores usadas em uma coloracao.

Além desta motivagao inicial, b-coloracdes t&ém se mostrado uteis nas areas de Clusterizacdo
e Data Mining. Uma b-coloracdo pode ser vista como uma particdo do grafo em clusters tal
que cada cluster tem um clusterhead adjacente aos outros clusters. Essa propriedade € interes-
sante para grandes sistemas distribuidos e redes, por exemplo, em [Effantin e Kheddouci (2006)]
¢ proposto um algoritmo de roteamento em redes baseado nessa propriedade enquanto que em
[Dekar e Kheddouci (2008)] é proposto um sistema de classificagdo de web services baseado em
b-coloragao.

Um grafo G = (V, E) é determinado por seu conjunto de vértices V e de arestas E. Se uv € E(G)
dizemos que u e v sdo adjacentes (ou vizinhos) em G. Denotamos por N(v) a vizinhanga de v, ou
seja, o conjunto de vizinhos de v e d(v) = [N(v)| é o grau de v em G. Um caminho P em G é uma
sequéncia de vértices distintos vy, va, ..., v tal que vivir) € E(G),1 <i<k.Sek>2ewv, € E(G)
temos que P é um ciclo. A cintura de um grafo G, denotada por g(G), é o tamanho isto é, o
numero de vértices, do menor ciclo de G. Uma corda de um ciclo € uma aresta entre vértices nao
consecutivos no ciclo.

Uma k-coloragdo de G = (V, E) ou, equivalentemente, uma coloragdo com k cores, é uma fun-
¢ioc:V — {1,2,...,k} tal que uv € E = c(u) # c¢(v). Em outras palavras, é uma atribuicdo de
cores (numeradas de 1 a k) aos vértices de G tal que vértices adjacentes ndo t€m a mesma cor. O
niimero cromdtico de G, %(G), é o menor k para o qual existe uma k-coloragdo de G. Determinar
o nimero cromdtico de um grafo € um problema cldssico da teoria dos grafos com diversas apli-
cacdes [Kubale (2004)]. No entanto, para um grafo G qualquer, determinar (G) é um problema
NP-dificil [Karp (1972)].

Dado um grafo G, colorido com k cores, dizemos que um vértice v € dominante se v é adja-
cente a pelo menos um vértice de cada uma das outras cores que ndo a sua, ou seja, ¢c(N(v)) =
{1,2,...,k}\ {c(v)}. Portanto se v ndo é dominante, existe alguma cor A # c(v) que nio aparece
em sua vizinhanca e podemos trocar a cor de v para A obtendo uma nova coloragdo de G. Logo,
se existe uma cor X tal que todos vértices com c(v) = X ndo sdo dominantes, podemos suprimir
a cor X da coloracdo, reduzindo o nimero de cores utilizadas. Vértices dominantes também sdo
conhecidos como b-vértices.

Figura 1: Coloracgio sem vértice dominante de cor 2.

Com esta motivacdo, em [Irving e Manlove (1999)] foi definida como uma b-colorag¢do de um
grafo uma coloracdo que ndo possa ser reduzida pelo processo descrito acima. Equivalentemente,
uma b-coloragdo é uma coloragao tal que toda cor possui pelo menos um vértice dominante. Obser-
vamos que toda coloragdo com X (G) cores é uma b-coloragdo, caso contrario poderiamos suprimir
uma cor e obter uma coloragéo com X (G) — 1 cores, uma contradi¢do. O niimero b-cromdtico, de-
notado por x;(G), é o maior k tal que G admite uma k-b-coloragdo. Por exemplo, para o grafo G
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ilustrado na Figura 1, temos ;(G) = 3 pois, ele tem uma 3-b-colorag@o e, ndo tem vértices de grau
3 em ndmero suficiente para admitir b-coloracdo com mais cores.

Figura 2: 3-b-colorac¢io com vértices dominantes demarcados.

Determinar o nimero b-cromdtico de um grafo qualquer ou seja, o problema do nimero b-
cromatico, € NP-dificil [Irving e Manlove (1999)] mesmo quando restrito a classe dos grafos bipar-
tidos [Kratochvil et al (2002)]. Com isto, torna-se relevante o estudo deste problema para clas-
ses especificas de grafos. Sao conhecidos algoritmos polinomiais somente para algumas clas-
ses: drvores [Irving e Manlove (1999)], cactus com cintura maior que 4 [Campos et al (2009)], Ps-
esparsos [Bonomo et al (2009)] e ctibicos [Jakovac e Jakovac (2010)].

A b-coloragao, diferente da maioria das varia¢des de coloragdo, ndo é continua, no sentido que
os valores de k tal que G admite uma k-b-coloragdo nio necessariamente correspondem a um inter-
valo de inteiros. Por exemplo, sabe-se que o grafo K, , —M, o grafo obtido de um grafo bipartido
completo K, , pela remo¢ao de um emparelhamento completo, admite k-b-coloracdo apenas para os
valores 2 e n [Kratochvil et al (2002)]. Assim, o grafo K4 4 —M (Figura 3) ndo possui 3-b-coloracdo.
Desta forma ¥, (K, — M) = n.

Figura 3: 4-b-coloragio de K4 4 — M.

Como toda coloragdo minima ((G)-coloragdo) é uma b-coloragdo, podemos dizer que um
grafo é b-continuo se admite uma k-b-colora¢do para cada k com ¥ (G) < k < x»(G). A pro-
priedade de b-continuidade para uma classe de grafos torna mais tratdvel o desenvolvimento de
algoritmos aproximativos ou heuristicas, ou mesmo algoritmos polinomiais exatos para o pro-
blema do nimero b-cromadtico na classe, como pode-se ver em [Bonomo et al (2009)]. Determi-
nar se um grafo é b-continuo também ajuda quando se pretende obter uma b-coloracdo com um
valor especifico. E sabido que determinar se um grafo qualquer é b-continuo é um problema NP-
completo [Barth e tal (2007)]. Sao poucas as classes para as quais a propriedade de b-continuidade
foi provada, sendo estas os cordais [Kara et al (2004)] e cografos [Bonomo et al (2009)].

Neste trabalho estudamos detalhadamente os resultados ja conhecidos sobre b-coloracdo e b-
continuidade para grafos em geral e, em especial, para classes de grafos. Além de fazer um apa-
nhado destes resultados, para o problema do nimero b-cromdtico desenvolvemos um algoritmo
polinomial para grafos com cintura grande. Também foi feito um estudo sobre a propriedade de
b-continuidade em grafos sob um enfoque de operacdes em grafos. Mostramos que algumas ope-
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racdes em grafos preservam b-continuidade e conseguimos resultados de b-continuidade para as
classes de grafos periplanares e bipartidos distancia hereditérios.

2 Grafos com cintura grande

Nesta secdo apresentamos nossos resultados sobre o problema do nimero b-cromético para
grafos quaisquer com cintura maior que 10. Para isso vamos precisar de algumas defini¢des bésicas,
algumas das quais ja utilizadas na solucio deste problema para arvores.

Dada uma k-b-coloragdo de G, temos que cada classe de cor tem um vértice dominante. Sejam
eles vi,vy,---,v. Como v; é dominante, por defini¢do, € adjacente a pelo menos um outro vértice
de cada uma das outras cores que ndo a sua, logo d(v;) > k—1, 1 <i <k. Concluimos que se
um grafo G esta b-colorido com k cores entfo existem k vértices com grau maior ou igual a k — 1.
Define-se como m(G) o maior k tal que existem k vértices de G com grau maior ou igual ak — 1. Da
discussdo anterior, observamos que se G pode ser b-colorido com k cores entdo m(G) > k e portanto
x6(G) < m(G). O pardmetro m(G) pode ser computado eficientemente através da sequéncia de
graus do grafo. Para tal, considerando a sequéncia de graus ordenada de forma decrescente, d(v;) >
d(v2) > --->d(v,), temos que m(G) = max{i | d(v;) >i—1}.

O limite superior m(G) vem se mostrando de grande importincia para o problema do nimero
b-cromatico. Em especial, ao se mostrar que o grafo G admite uma m(G)-b-coloragdo, o nimero b-
cromadtico de G fica determinado. Em [Irving e Manlove (1999)] € mostrado que se T € uma arvore,
entdo m(T) — 1 <xp(T) <m(T) e, além disso, ¥(T) = m(T) — 1 se, e somente se, T possui uma
propriedade estrutural que pode ser verificada polinomialmente. A seguir, analisamos melhor esta
estrutura.

Um vértice v tal que d(v) > m(G) — 1 é dito denso e V' denota o conjunto dos vértices densos
de G. Observe que se estamos tentando b-colorir G com m(G) cores os vértices em V' sdo 0s dnicos
elegiveis a serem dominantes pois atendem a restricdo de grau. De fato, a estratégia que € usada
para b-colorir G com m(G) cores consiste em selecionar um subconjunto adequado W de V' de
tamanho m(G) e usar as cores de 1 a m(G), atribuindo uma cor para cada vértice de W. Por fim,
expande-se essa colorac@o de forma que os vértices em W se tornem os dominantes representantes
de cada uma das cores de 1 a m(G), obtendo assim uma b-coloragao.

E fato que a escolha de um tal conjunto W C V' dos vértices dominantes com as cores de 1 a
m impdem algumas restricdes nas cores que podemos atribuir ao restante do grafo. Essas restricdes
podem ser expressas pela relagdo de alcance. Se u € V\W e v € W dizemos que u alcanca v ,
ur~v,seuv € Eouuw€E ewv€E para algum w € W tal que d(w) = m(G) — 1. A ideia é
que se u ~ v, entdo u ndo pode ter a mesma cor que v. A primeira condi¢do vem da defini¢cdo de
coloragdo e a segunda, diz respeito ao fato de que se w é dominante e d(w) = m(G) — 1, entdo ndo
se repetem cores em N(w). Se u € V\W e u ~ v para todo vértice v no conjunto W de vértices
densos escolhido, dizemos que W circula u. Um conjunto W que circula algum vértice ndo pode
ser escolhido para ser um conjunto de dominantes com as cores de 1 a m(G) pois pela relagio de
alcance o vértice circulado ficaria sem opgdo de cor. Por outro lado, dado W C V' com [W| = m(G)
dizemos que W € um conjunto bom se este ndo circula nenhum vérticee seu € V\W e d(u) > m(G)
entdo uv € E para algum v € W com d(v) = m(G) — 1.

Dizemos que um grafo G é pivoteado se |V'| = m(G) e V' circula algum vértice. Portanto, para
grafos pivoteados, temos que X, (G) < m(G) pois ndo hd liberdade para escolher W que seja bom.
Em [Irving e Manlove (1999)] mostra-se que se T é uma drvore pivoteada, entdo y,(7) = m(T) — 1
e, se T ndo € pivoteada, entdo T possui um conjunto bom.

Neste trabalho observamos que as propriedades usadas nestes resultados para arvores séo lo-
cais na vizinhanca dos conjuntos escolhidos, de forma que, com algumas modificagdes, continuam
valendo se exigirmos apenas que o grafo seja localmente aciclico. Assim, provamos que:
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Teorema 1. Seja G um grafo com g(G) > 8 e V' seu conjunto de vértices densos, entdo G néo tem
conjunto bom se, e somente se, |V'| =m(G) e V' circula algum vértice.

Teorema 2. Seja G um grafo tal que g(G) > 8. Se G ndo tem conjunto bom, entdo ¥, = m(G) — 1.

Em [Irving e Manlove (1999)] mostra-se que se 7" € uma 4rvore, a existéncia de um conjunto
bom W de T possibilita criar uma m(T)-b-coloragdo de T transformando os vértices de W em
dominantes, para todas as cores. A estratégia que é adotada consiste em extender uma pré-coloragao
em etapas, iniciando por N(W). Novamente, exigindo apenas que o grafo seja localmente aciclico.
Por meio da restricdo de cintura obtivemos, com algumas modificagdes, um processo andlogo para
m(G)-b-colorir G se este tem cintura maior que 10, obtendo entdo:

Teorema 3. Seja G um grafo tal que g(G) > 11. Se G possui um conjunto bom, entdo x,(G) =
m(G).

Teorema 4. Se G é um grafo tal que g(G) > 11, entdo m(G) — 1 < ¥»(G) < m(G) e ¥»(G) =
m(G) — 1 se, e somente se, G € pivoteado.

Dessa forma generalizamos o resultado conhecido de 4rvores para grafos com cintura maior
que 10. As demonstra¢des dos teoremas aqui apresentados sdo todas construtivas de forma que
ddo origem a algoritmos polinomiais nao s para determinar o nimero b-cromatico do grafo como
também para obter uma b-colora¢do com este valor.

3 b-continuidade

Lembramos que um grafo G é b-continuo se possui uma k-b-coloragdo para cada k, (G) <
k < x»(G). Até o momento, poucas classes de grafos foram provadas serem b-continuas e existem
poucos resultados gerais sobre o tema. Com isso em mente, fizemos uma andlise da propriedade
de b-continuidade sob o enfoque de operacdes em grafos. Dado que grafos bipartidos ndo sdo
b-continuos [Kratochvil et al (2002)], também estudamos restricdes que podem ser impostas nesta
classe de forma a obter grafos b-continuos.

Para entender a motivagao dos resultados obtidos nesse trabalho precisamos conhecer as duas
principais classes de grafos que se sabem ser b-continuas: cografos [Bonomo et al (2009)] e cor-
dais [Kara et al (2004)].

Dados dois grafos disjuntos G e H, o join de G e H é o grafo W = GAH tal que V(W) =
V(G)UV(H)e EW) =E(G)UEH)U{uv |uecV(G),v€ V(H)} e aunido de G e H é o grafo
W=GUH talque V(W) =V(G)UV(H) e E(W) = E(G) UE(H). Dizemos que G é um cografo
se |V(G)| =1 ou se G pode ser obtido através do join ou unido de dois cografos.

Um grafo G € dito cordal se todo ciclo de tamanho maior ou igual a 4 tem uma corda. Grafos
cordais também podem ser definidos em termos de vértices simpliciais. Um vértice v € V(G) é
simplicial quando sua vizinhanga é uma clique, ou seja, uw € E(G) para todos os vértices u e w na
vizinhanca de v. E sabido que grafos cordais possuem uma ordenagio vi,vs,-- - ,v, de seus vértices
tal que, para todo i, o vértice v; € simplicial no subgrafo obtido de G desconsiderando-se todos os
vértices v; com j > i.

A estratégia adotada em [Bonomo et al (2009)] para mostrar que cografos sdo b-continuos con-
siste na demonstracdo de que as operacdes de join e unido preservam a b-continuidade, no sentido
que, se G e H sdo b-continuos GAH e GUH também o s3o. J4 em [Kara et al (2004)] obser-
vamos uma outra abordagem, onde é mostrado que grafos cordais sdo b-continuos utilizando-se
a ordenacdo de simpliciais. Entendemos que resultados em termos de operacdes que preservam
b-continuidade sdo ferramentas poderosas tanto para gerar grafos b-continuos quanto para provar
resultados em classes especificas de grafos. Com isso em mente, mostramos nesse trabalho o resul-
tado mais forte de que a operagdo de adicionar vértice simplicial preserva b-continuidade.
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Teorema 5. Seja G um grafo e v € V(G) um vértice simplicial. Se G —v é b-continuo, entdo G é
b-continuo.

Outra operacdo que estudamos foi a de identificacdo de vértices. Mais precisamente, dados
dois grafos disjuntos G e H o grafo obtido através da identificagdo de v € V(G) comu € V(H) é o
grafo W obtido fazendo-se valer v = u em seus conjuntos de arestas e vértices. Provamos que essa
operacdo preserva b-continuidade, o que pode ser expresso no seguinte teorema:

Teorema 6. Sejam G| e G, grafos disjuntos e b-continuos. Seja G obtido através da identificacdo
de um vértice qualquer de Gy com um vértice qualquer de G,. Entdo G é b-continuo.

Este resultado se torna interessante uma vez que a operacao de identificacdo de vértices pode
ser interpretada como uma reconstrugdo do grafo através da “colagem” por articulagdes. Portanto,
podemos expressa-lo de forma equivalente da seguinte forma:

Teorema 7. Se as componentes biconexas de um grafo G sdo b-continuas, entdo G é b-continuo.

Esse teorema pode auxiliar no estudo de b-continuidade para classes de grafos cujas compo-
nentes biconexas tenham uma estrutura controlada. De fato, com esse resultado, fomos capazes de
provar a b-continuidade de grafos periplanares. Um grafo G € periplanar se é planar, isto é, pode
ser desenhando no plano sem cruzamento de arestas, e de forma que todos os seus vértices estejam
na face externa. Desta forma, em um grafo periplanar, cada componente biconexa ou é uma aresta
ou um ciclo (possivelmente com cordas). Vale entdo o seguinte:

Teorema 8. Se G é um grafo periplanar, entdo G é b-continuo.

Para provar estes e outros resultados de b-continuidade, nossa estratégia é supor que o grafo G
estd b-colorido com k > % (G) cores e entdo mostrar que existe uma (k — 1)-b-colora¢do de G. Para
isso usamos como hipétese a b-continuidade de subestruturas de G. No Teorema 5, por exemplo, se
G tem v como simplicial e estd k-b-colorido e k > x(G), entdo |[N(v)| < k—1 o que implica que v
ndo é dominante e, portanto, podemos retirar v sem afetar a existéncia de dominantes com a cor de
v. Além disso, como v é simplicial, se algum dominante foi afetado em N(v), apGs retirar v, este é
o dnico de sua cor. Com essas observagdes, é possivel mostrar que existe uma (k — 1)-b-coloragdo
em G —ve, como N(v) < k— 1, podemos expandi-la para G. As provas dos Teoremas 6 e 8 seguem
esta mesma estratégia.

Outra classe de grafos considerada neste trabalho foi a dos grafos bipartidos. Esta classe
¢ interessante uma vez que determinar seu nimero b-cromdtico é NP-dificil e tampouco sdo b-
continuos [Kéra et al (2004)]. Procuramos entdo analisar restricdes que podem ser feitas de forma
a obter subclasses de grafos bipartidos que sejam b-continuas. Obtivemos respostas positivas para
a propriedade de distancia hereditariedade, também presente em cografos.

Um grafo G é distancia hereditdrio se, para qualquer subgrafo induzido conexo de G, as dis-
tAncias entre os vértices sdo preservadas isto é, d(u,v) no subgrafo é igual a d(u,v) em G. Grafos
bipartidos distincia hereditdrios sdo equivalentemente definidos recursivamente por operagdes de
adicdo de vértice de grau 1 e de criacdo de vértice gé€meo falso (duplicar um vértice). Conside-
ramos essa construcao por operacdes, mostramos que grafos bipartidos distancia hereditdrios sdo
b-continuos, obtendo o seguinte teorema, cuja prova € longa e contém varias andlises de casos.

Teorema 9. Se G ¢ um grafo bipartido distdncia hereditdrio, entdo G é b-continuo.

As demonstragdes de b-continuidade obtidas para as classes de cordais, periplanares e bipartidos
distancia hereditarios sdo construtivas, de forma que dao origem a algoritmos polinomiais que s@o
capazes de, dada uma b-coloragdo com k cores, determinar b-coloragcdes para todos os valores
menores que k, até atingir o nlimero cromatico.
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4 Consideracoes finais

A maioria das provas dos resultados apresentados nesse trabalho sdo construtivas e ddo origem
a algoritmos polinomiais. No entanto, a andlise detalhada da complexidade de tempo ainda estd em
elaboracio e, talvez, seja possivel otimiza-los.

No que diz respeito ao problema do nimero b-cromético para grafos com cintura maior que 10,
ndo se sabe se o resultado obtido também se aplica para grafos com cintura maior que 9 pois, até o
momento, ndo se conhecem contra-exemplos.

J4 no estudo de b-continuidade esperamos utilizar os resultados obtidos com a abordagem de
operacdes em grafos para resolver o problema em novas classes de grafos, pois a existéncia de
algoritmos aproximativos para o problema do nimero b-cromético s6 poderd acontecer se a classe
tiver esta propriedade. O problema de determinar se a classe de grafos distancia hereditarios sdo
b-continuos, aqui parcialmente resolvido, estd proposto em [Bonomo et al (2009)].
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