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Resumo

Neste trabalho apresentamos um método proximal inexato para determinar uma e-solucao
para o problema da média riemanniana de matrizes simétricas definidas positivas. A pro-
posta consiste em decompor o dominio do problema no produto cartesiano do conjunto
das matrizes diagonais definidas positivas com o grupo ortogonal. A viabilidade da de-
composicao é assegurada pelo Teorema de Schur aplicado a matrizes simétricas definidas
positivas. A aproximacao para solucdo da iteracdo principal do método é calculada em
duas etapas repetidas iterativamente. Primeiro, resolvemos um problema de programacao
nao-linear, riemanniano, no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas e depois,
um problema de programacao nao-linear, riemanniano, no grupo ortogonal. Nossa proposta
pertence a classe de métodos denominados preditores-corretores.

Palavras Chave: Média riemanniana, matriz definida positiva, método proximal.

Area principal: Programacao matematica.
Abstract

In this work we present an inexact proximal point algorithm, based in the proximal point
methodology on Hadamard manifolds, to determine an e-solution for the riemannian mean
problem on the cone of symmetric definite positive matrices. The method decomposes the
domain of the problem in the cartesian product of the cone of diagonal positive definite
matrices with the orthogonal group. The viability of the method is assured by the Schur
factorization for symmetric definite positive matrices. The approched solution of the main
iteration of our inexact proximal method is computed in two steps repeated iteractively.
First, we compute the approched global solution of a riemannian optimization problem on
the cone of diagonal definite positive matrices and after, an approched local (global) solu-
tion of a riemannian optimization problem on the orthogonal group. Our method belongs
on the class of the predictor—corrector methods.

Keywords: Riemannian mean, definite positive matrices, proximal point method.

Main area: Mathematical programming.

'Projeto de pesquisa Algoritmo de ponto prozimal com decomposicies de Schur em dominios de positivi-
dade, edital APQ1 2011/2 (auxilio financeiro). Projeto subsidiado pela FAPERJ.
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1 Introducao

A otimizacao em variedades riemannianas tem sua origem no estudo de problemas de pro-
gramacao nao-linear com restricoes de igualdade. Em geral, um problema nao-linear com
restricoes de igualdade em um espaco euclideano de dimensao n é dado por

min f(z)
s.a hi(z)=0,i=1,---,m
r eR",
onde f,h; : R® — R, ¢ = 1,--- ,m, sdo fung¢bes nao-lineares. Denote por H : R" —

R™ a aplicagio definida por H(z) = (hi(z), -+ ,hm(z))’. Dado ¢ € Im(H) C R™, o
teorema da funcio implicita garante que se H é de classe C* e os gradientes Vh;,i =
1,---,m, das fungoes coordenadas de H sao linearmente independentes na imagem inversa
de ¢, representada por [H(c)]™! (condicio de regularidade de c), entdo [H(c)]"! é uma
hipersuperficie de classe C* e dimensao n —m. Além disso, para cada ponto z € [H(c)] 71,
o hiperplano tangente & hipersuperficie [H (c)] ™!, em z, é o nticleo da transformagao H'(x) :
R™ — R™.

As condicoes necessérias e suficientes de otimalidade para problemas com restrigoes de
igualdade se dao no plano tangente a hipersuperficie gerada pelas restrigoes. Segundo Lu-
enberger (2010), em face da hipétese de regularidade das restrigoes, o hiperplano tangente
a hipersuperficie [H(0)]~!, em um ponto z* € [H(0)]~!, é caracterizado como o comple-
mento ortogonal do espaco gerado pelos gradientes das restrigoes calculados em z*, e z*
¢ uma solucgao local para o problema nao-linear com restricoes de igualdade se, e somente
se o gradiente da fungao objetivo f, calculado em z* (V f(z*)), é ortogonal ao hiperplano
tangente & [H(0)]~!, em z*, ou equivalentemente, V f(x*) pertence ao espaco gerado pelos
gradientes das restrigoes, calculados em x*.

Pesquisadores, tal como Smith(1994), Ferreira and Oliveira (1998) e Da Cruz Neto et
al (1998) percebendo que hipersuperficies diferencidveis definidas por restrigoes de igual-
dade representam casos particulares de variedades Riemannianas, propoem extensoes de
algoritmos cléssicos de programagao nao-linear, tais como gradiente, Newton e gradientes
conjugados.

Extensoes visando implementagoes praticas também foram propostas. Dentre elas, po-
demos destacar o método de direcoes descentes com busca linear de Armijo, denominado
método de Armijo generalizado em Yang (1999) e Papa Quiroz et al(2008).

No entanto, com a evolugao da otimizacao surgiram problemas cujo dominio apresenta
uma estrutura riemanniana bem definida, sendo eles nao necessariamente gerados por res-
tricoes de igualdade. Dentre tais problemas, podemos destacar os com restrigoes de orto-
gonalidade, em Nishimori and Akaho (2005) e a média riemanniana de matrizes simétricas
definidas positivas, em Moakher (2005).

Este ultimo, em particular, tem sua origem histérica em 1960, com a introducao, por
Rothaus (1960), do conceito de dominio de positividade que estende o cone das matrizes
simétricas definidas positivas e suas propriedades. Vale destacar que Rothaus (1960) es-
tabelece que, para escolhas adequadas de fungoes barreiras, todo dominio de positividade
(munido da métrica definida pela hessiana da barreira) é uma variedade de Hadamard, ou
seja, uma variedade riemanniana de curvatura seccional nao-positiva.

Denote por S, o cone das matrizes simétricas definidas positivas. Quando munido da
métrica definida pela hessiana da fun¢ao barreira logaritmica

F(X) = —In det(X), (1)

S™ . representa um exemplo de variedade de Hadamard.
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O problema da média riemanninana em S, segundo Moakher (2005), consiste em

R T
minimizar Q.Z;d (X"Y), (2)
P
sujeito a Y € ST,

onde X € S, i=1,---,m,sao dados de entrada do problema. A distancia riemanniana
d em S, com respeito a métrica definida pela hessiana de (1), apresentada em Rothaus
(1960), é dada por

d(A,B) = | In? jy(A 2 BA ), (3)
=1

onde A, B € S, e m(A_%BA_%) é o [-ésimo autovalor de A_%BA_%, I=1,---,n.

De acordo com Fiori (2009), a média riemanniana de matrizes simétricas definidas
positivas pode ser aplicada em areas como Inteligéncia Artificial e Cognicéo, com destaque
em analise de deformacgoes, andlise de imagens, andlise estatistica de difusdo de dados
tensoriais em medicina, controle automatico e cognitivo, deteccao humana via classificacao
no espago de matrizes simétricas definidas positivas, reconhecimento de padroes, modelagem
de evolucao cognitiva, modelagem de fungoes cerebrais através de imagens, dentre outras
areas de pesquisa.

A hipdétese de convexidade geodésica em variedades riemannianas, retratada com deta-
lhes em Sakai (1996), implica que solugoes locais para problemas de otimizagao sao também
solugoes globais. Em variedades de Hadamard, em particular, para cada X € S% ., tem-se
assegurada a convexidade geodésica estrita da funcao fx : ST, — R, dada por

fx(¥) = SB(X,Y), @

Isso implica na unicidade de solugao global para o problema da média riemanniana, visto
que a adicao de funcoes geodesicamente convexas estritas é geodesicamente convexa estrita.
A existéncia de minimizador para (4) é consequéncia de sua coercividade. De fato, de
acordo com a definigao 4.1 em Ferreira e Oliveira (2002), uma funcao com valores reais h,
definida em uma variedade de Hadamard M, é dita coerciva se

h(y)

lim = +00. 5
d(z,y)—+o00 d(,y) )

Vé-se claramente que fx satisfaz a condicao (5).

Paralelamente, o método de ponto proximal, introduzido por Martinet (1970) e estendido
para determinagdo de zeros de operadores mondtonos, por Rockafellar (1976), em suas
diferentes propostas de regularizacao (quadratica, Bregman, ¢-divergéncia em, por exemplo,
Tusem (1995) e quase-distancias, em Moreno et al (2011) apresenta-se como uma das mais
elegantes técnicas de otimizacao do ponto de vista tedrico, com fundamentagao matematica
sélida e consistente.

Uma versao do método proximal para variedades de Hadamard é apresentada por Fer-
reira and Oliveira (2002). Fundamentado nesse tdltimo artigo, destaca-se o algoritmo de
ponto proximal com fatoragoes de Schur para matrizes simétricas definidas positivas apre-
sentado por Gregério and Oliveira (2009). O foco desse algoritmo estd voltado para pro-
blemas geodesicamente convexos e irrestritos em S, com respeito a métrica dada pela
hessiana de (1).
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A metodologia do algoritmo de ponto proximal com fatoragdes de Schur consiste em
subdividir o espaco de busca (S ,) em dois espacos, a saber, o subespaco das matrizes
diagonais definidas positivas e o grupo ortogonal, ambos vistos sob a 6tica riemanianna. O
primeiro é isomorfo ao octante positivo de um espago euclideano de dimensao n (R ) e a
métrica em vigor resulta da restricdo da métrica definida pela hessiana de (1) ao conjunto
das matrizes diagonais definidas positivas.

O algoritmo de ponto proximal com fatoragoes de Schur possui estrutura semelhante
a dos métodos preditores-corretores, onde, primeiramente, fixa-se uma matriz ortogonal e
determina-se a solucao do subproblema definido no conjunto das matrizes diagonais defi-
nidas positivas e em seguida, fixa-se a solugao obtida e dd-se um passo corretor no grupo
ortogonal.

A viabilidade do método é garantida pelo teorema de Schur para matrizes simétricas
e o teorema espectral, para matrizes simétricas definidas positivas (ver Horn and Johnson
(2006)). Combinados, eles asseguram que toda matriz simétrica definida positiva X poder
ser escrita sob a forma QAQT, com Q ortogonal, A diagonal e os elementos da diagonal de
A estritamente positivos.

Contudo, em Gregdério and Oliveira (2009) nao foi apresentada proposta algoritmica para
resolugao dos subproblemas definidos no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas.
Além disso, pode-se observar que a proposta de atualizacdo para matrizes ortogonais nao
leva em consideracao informagoes da funcao objetivo do problema regularizado. Estas
constatagoes derivam do fato do algoritmo ter sido desenvolvido para resolver problemas
irrestritos que, teoricamente, atendem a hipétese de convexidade geodésica em S, . Dessa
forma, o algoritmo pode ser aplicado a uma classe ampla de problemas e nao apenas a um
problema em particular.

Por outro lado, o método proximal descrito em Gregério and Oliveira(2009) apresenta
a vantagem de possuir uma versao inexata, com convergéncia assegurada, o que viabiliza
sua implementacao e aplicagao a problemas reais.

Neste trabalho propomos a implementacao da versao inexata do algoritmo introduzido
por Gregério and Oliveira (2009) para obter e-solugdes para o problema da média rieman-
niana em S ,. Baseando-se em informacoes da funcao objetivo do problema da média
riemanniana, aplicamos metodologias iterativas para computar as solugoes dos subproble-
mas definidos no conjunto das matrizes diagonais definidas positivas, além das atualizacGes
para as matrizes ortogonais, fundamentadas no método de Armijo generalizado apresentado
por Yang (1999).

Simulagoes numéricas com matrizes simétricas definidas positivas, geradas aleatoria-
mente sao apresentadas ao final.

2 Preliminares

2.1 O cone das matrizes simétricas definidas positivas

Matrizes simétricas definidas positivas aparecem naturalmente na descricao de vérias teorias
matematicas, dentre as quais podemos citar a caracterizacao de minimizadores locais para
fungoes diferencidveis, a varias varidaveis. Com efeito, seja f : R — R uma funcgdo duas
vezes diferenciavel. Um ponto critico z* € R™ de f é um minimizador local se, e somente
se a hessiana de f é definida positiva em x*. Outros exemplos de aplicacao desse conceito
podem ser encontrados em Horn and Johnson (2006).

Definicao 2.1.1 Seja S € R"*"™. Dizemos que S é simétrica se ST = S.

Um dos resultados mais relevantes para este trabalho é apresentado a seguir.
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Teorema 2.1.1 (Teorema de Schur caso simétrico) Seja S € R™", tal que ST = S.
Entao existem Q,A € R™"™, com QTQ = QQT =1, e A, diagonal, tal que S = QAQT.

Prova: Teorema 8.1.1 em Golub and Van Loan (1996). |

Na demonstragao do Teorema de Schur, () é a matriz cujas colunas sao os autovetores
de S e A, a matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao seus autovalores.

Definigdo 2.1.2 Seja S € R™ ™, tal que ST = S. S € dita semidefinida (definida) positiva
se 7 Sx > (>)0, para todo x € R" (x #0). Se 7Sz < (<)0, para todo x € R" (x #0),
entdo S € dita semidefinida (definida) negativa.

Decorre do Teorema de Schur que se S é simétrica entdo 27 Sz = 27 (QAQT) T =
n

yT'Ay = E )\iiy?, onde y = QTz. Isto implica que os conjuntos das matrizes simétricas
i=1

semidefinidas e definidas positivas, denotados, respectivamente, por S% e S, , assumem as

seguintes caracterizagoes

m = {SERMN(S) 2 0,1<i<n}, ST, ={Se€RV"NS)>0,1<i<n} (6)

Conclui-se, de (6), que a estrutura topoldgica de S | é semelhante a do octante positivo
de R™. S" . é um conjunto aberto cujo fecho é S”'.

Equivalentemente a (6), o Teorema 7.2.5 em Horn and Johnson (2006) estabelece que
uma matriz S é definida positiva se, e somente se os determinantes das submatrizes menores
principais S;, 1 < i < n, de S s@o todos positivos. Além disso, o conjunto das matrizes
simétricas definidas positivas é um cone convexo aberto.

Seja S = QAQT € S™ . Se f é uma funcao real, analitica em cada vizinhanca contendo
um autovalor A de S entdao f(S) = Qf(A)QT, onde f(A) é a matriz diagonal, com elementos
da diagonal da forma [f(A)]; = f(Xi). Isso simplifica o computo de fungdes matriciais
conhecidas, como por exemplo, e* = Qe*Q” e In(S) = QIn(A)Q”. Maiores detalhes sobre
funcoes matriciais podem ser encontrados em Golub and Van Loan (1996), capitulo 11.

2.2 A estrutura riemanniana de Sﬁ .

O conjunto das matrizes simétricas definidas positivas S, contém em seu corpo estruturas
matematicas importantes, como por exemplo o conceito de variedade de Hadamard. De fato,
Seja S(t), t € R uma curva diferencidvel em S . Cada elemento s;; de S é uma funcao
diferenciavel, com respeito a ¢, de maneira que s;;(t) = s;;(t) para todo i,j = 1,--- ,n com
i # j. Dessa forma S'(t), para cada t € R, é uma matriz simétrica. No entanto, S’(t) nao
é necessariamente definida positiva.

Exemplo 2.2.1 Seja S: R — S, a curva definida por

[+
S(t)_[ t? t2+1]'

Note que, para todo t € R, det(S1(t)) = det(S2(t)) =t +1 > 0, ou seja, S(t) é definida
positiva. Por outro lado,
2t 2t ]

S'(t) = [ 2 2t

é simétrica, contudo, indefinida (semidefininida positiva para t > 0 e definida negativa para
t<0).
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O espaco tangente a S”,, em um ponto S, representado em textos cldssicos de ge-
ometria riemanniana por TgS%,, é o conjunto das matrizes simétricas. Para efeito de
simplificacao, TS, serd denotado por S™. Note que o fibrado tangente, definido como
Tsy, = U5651+T551+ = 5",

S™ é um subespaco vetorial de R™*™, com respeito as operacoes de adigdo de matrizes
e multiplicagao por escalar usuais. O produto escalar usual em R™*" dado por (A, B)p =
Tr (BT A), onde Tr (X) representa o trago de X, definido como a soma dos elementos da
diagonal principal da matriz quadrada X. O sub-indice F' é uma homenagem ao matematico
Ferdinand Georg Frobenius. A norma associada ao produto escalar usual é dada por ||A| p =

Tr (AT A).

Como Tr (BTA) = Tr (ATB), para quaisquer matrizes A, B € R™ " (A,B)p =
Tr (AB), para quaisquer matrizes A, B € S™. A norma de Frobenius de uma matriz A € S™
é dada por ||Al|p = /Tr (42).

De acordo com Lema 1.4 em Rothaus (1960), a heissiana de (1), em um ponto X € S,
é a transformacdo linear F” : S™ — S", que satisfaz F"(X)H = X" 'HX~'. Note que,
para H € S, H # 0,

(F"(X)H,H)p = (X 'HX ! H)p = Tr (X_1HX_1H)
= T ((X'HP) = [ X H]3 > 0.
Donde se conclui que, para cada X € ST, F”(X) define um produto interno em S™. A

notagao (Hi, Ho)x serd empregada para denotar

(Hy,Ho)x = (X "H\ X' Ho)p =Tr {X '"H\ X 'H,} (7)

e a norma associada a (7) é dada por |H||x = \/Tr {(X_lH)Q}.

O Corolério 5.10 em Rothaus (1960) estabelece que S?,, munido da métrica definida
por F”, é uma variedade riemanniana de curvatura seccional nao-positiva ou variedade de
Hadamard. O Teorema de Hadamard garante que as curvas que minimizam distancias entre
dois pontos quaisquer em S¥ ., denominadas geodésicas, sao obtidas de maneira tnica.

A secao 2.3 em Moakher (2005) estabelece que a expressao da geodésica &£, em ST, que
satisfaz £(0) = X, &'(0) =V, é dada por

1 _1
€t) = X2eX VX2 X5 teR. (8)

O Teorema 6.1 em Nesterov and Todd (2002) apresenta ainda a expressao do segmento
geodésico v em S, satisfazendo (0) = X,v(1) =Y,

t
V(1) = X3 (X’%YX’%) Xz, telo,1], 9)

e a expressao (3) resulta do comprimento de « calculado com base no produto interno
definido em (7).

Decorre imediatamente de (9) que se A,A € SV, sdo diagonais entdo o segmento
geodésico conectando A e A contém apenas matrizes diagonais. Em outras palavras, o
conjunto das matrizes diagonais definidas positivas, denotado por Q7 , , ¢ um subconjunto
convexo de S, .

Definigao 2.2.1 Seja f : S7, — R uma fungdo de classe C'. O gradiente natural
de f, denotado por grad f : ST, — S", € a aplicagio que satisfaz (grad f(S),S)s =

(Vf(S),S)r, VS e€S™, ondeVf(S) € o gradiente euclidiano de f em S.

A definicao apresentada é uma adaptacao da Definicdo 1.5 em Sakai (1996) a S . Como
(grad f(S),S)s = (S~lgrad f(S)S~!, S)F, segue imediatamente que

grad f(S) = SVf(S)S. (10)
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2.3 A estrutura riemanniana do grupo ortogonal

Definicao 2.3.1 Uma matriz Q € R™" ¢ dita ortogonal se QTQ = QQT = 1.

Denote por O, o conjunto das matrizes ortogonais, de ordem n. Alguns fatos sobre O,
decorrem naturalmente da definicao. Note que se @) € O, entao suas colunas formam uma
base ortonormal de R", |det (Q)| =1 e que O,, é um grupo, em relagao a multiplicacao de
matrizes.

Por outro lado, a convergéncia e o limite de sequéncias de matrizes quadradas, de ordem
n, pode ser interpretada como a convergéncia e o limite de n? sequéncias de niimeros reais.
O préximo resultado segue dessa observacao.

Lema 2.3.1 O, € compacto.

Prova: A demonstracao serd dividida em duas etapas: (i) O, é limitado e (ii) O,, é
fechado. (i) Seja Q@ € O,. Note que |Q|lr = V/Tr(QTQ) = /Tr(I) = /n. (ii) Seja
{Qk}ren C On. Sem perda de generalidade, assuma que Qr — W (como R™™ é um
espaco euclidiano, o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante que {Qg } xeny possui uma sub-
sequéncia convergente. Dessa forma, passe a uma subsequéncia convergente, caso {Qg }ren
nao seja). Verifica-se facilmente que W € O,,. De fato, Q;{Qk = [ para todo k € N. Entao,

lim QYQr = WTW = I. A etapa (i) mostra que O, ¢é limitado e (ii), que é fechado.

k—+o0
Como os subconjuntos limitados e fechados de espagos euclidianos sao compactos, o lema
segue. [ |

A segdo 3 em Nishimori e Akaho (2005) discorre sobre fatos acerca da estrutura ri-
emanniana de O,. As mesmas consideragoes sobre O, podem ser encontradas também
na se¢ao 2.2 de Fiori (2005). De fato, Seja Q(t) uma curva diferenciavel em O, tal que
Q(0) = Q. Segue da definicao (2.3.1) que Q(t)TQ(t) = I, Vt € R. Deriva desse fato

ane 01 100) + @10y Ao = (@0)7Q + QT Q0) = 0. isto 6, Tg0, = X €

dt

R™™XQ + QTX = 0}. Além disso, o produto interno, em Tg0O,, coincide com o pro-

duto interno de Frobenius, as geodésicas sao dadas, equivalentemente, pelas expressoes

o

tX)*
I'(t) = exp(tVQT)Q ou T'(t) = Qexp(tQ”V), com exp(tX) = Z( k')
k=0 ’

natural de uma funcdo f: 0, — R, de classe C', em T, 00Oy, pela expressao

, e o gradiente

grad £(Q) = 3(V/(Q) - QVF(@Q)Q), (1)

onde Vf(Q) é o gradiente euclidiano de f, em Q.

3 Algoritmo de ponto proximal com decomposicoes de Schur
aplicado a média riemanniana em S
3.1 Algoritmo de ponto proximal aplicado & média riemanniana em S |

Denote por f a fungao objetivo (2) do problema da média riemanniana de matrizes simétricas
definidas positivas. Dados X° € S, BY > 0, a iteracdo principal do algoritmo de ponto
proximal proposto por Ferreira e Oliveira and Oliveira (2002) para determinagdo de um
minimizador de f consiste em calcular X**1, definido por

1
X“J:mgmﬂﬂYﬂ7ﬁW%Xﬁﬂu%ﬂﬂg,k:QL~n (12)
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Note que f é dada pela soma de m fungoes f;, da forma (4), com X = X*. A regu-
larizacao acrescentada na iteragdo principal (12) também possui a mesma forma de (4),
com X = X¥. A igualdade 3.4 na demosntracdo da proposicio 3.4 em Moakher (2005)
estabelece que o gradiente euclidiano de (4) é dada por Vfx(Y) =In (X_IY) YL Segue
portanto, da relacao (10), que grad fx(Y) =YIn (Xle) Y~lY =YIn (Xle).

Teorema 3.1.1 A sequéncia {X*}ren gerada por (12) estd bem definida e € caracterizada
por

> In (Xi’1 X’f+1) U (X’f’lx’ﬂ“) . (13)
=1

Prova: A boa definicdo da sequéncia é garantida pela coercividade (condigao (5)) e
pela estrita convexidade geodésica (Teorema 3.3 em Ferreira e Oliveira (2002)) de f(Y) +

m
%6’%12 (X*,Y) e sua diferenciabilidade implica que X**! satisfaz X*+! Z In (XrleH) +
i=1
BF Xk (Xk_leH) = 0. Pré-multiplicando a igualdade pela inversa de X*+1 o teorema
segue. [ |

Teorema 3.1.2 Seja {X*}ren a sequéncia gerada por (12). Se  {B¥lien € tal que

o0

Z(l/ﬁk) = 400, entao klim X% = X*, onde X* = argmin{ f(X)|X € S7_}.
—400
k=0
Prova: Teorema 6.1 em Ferreira e Oliveira (2002). ]

3.2 Algoritmo de ponto proximal com decomposi¢goes de Schur inexato

Com base no Teorema 3.1.2, Gregério and Oliveira proporam uma metodologia, pertencente
a classe de algoritmos preditores-corretores, denominado algoritmo de ponto proximal com
decomposicoes de Schur, que determina X**1, a cada iteracio k, realizando buscas alterna-
das no espacgo de matrizes diagonais definidas positivas e no espaco de matrizes ortogonais,
respectivamente. Uma das vantagens desse método é a presenca de uma versao inexata,
onde o iterado X**1 é obtido de maneira aproximada.

Admita que k é a iteragdo corrente do algoritmo de ponto proximal. Dados Alg €
an ., Q’g € 0p, 0%, €% > 0, pela versio inexata do algoritmo de ponto proximal com decom-

m
1 1 _
posi¢des de Schur, inicie Y = (X*)? QEAS ’gT (X*)2 ej=0. Se | Zln (XZ 1ij> +
i=1
A*In (inlek> |F = 0 entado, pela caracterizagao (13), Y]k = X**1 Na versio inexata,

m

essa condicao é relaxada para || Z In (Xi_lek> + ¥ (Xk_lyjk> |F < €. Caso contrério,
i=1

calcula-se A;? 1 solugao do problema

. 1 T 1 1 1 T 1
min {f(X“Q;?AQ;? X*?) 4 §ﬁ’fka(X“Q§AQ§ XFH)|A € Qi+}. (14)
Para atualizar Q?, determina-se Q?_H €0, e A?H € Q7 , tal que

_1 1 _ 1 _1
A§+1 = Q?L[Xk ? <XHQ§A§+1Q§TXM> x* §]Q§+1' (15)

4643



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacion Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

O Lema 5 em Gregério and Oliveira (2009) garante que A% i1 e /_X? 1 sao similares. Segue
. T
ainda que J+1 = Q?HAfHQ]H Q?Ag’”HQ;? = YJI’fH Isso mostra que a forma de

atualizacao de Q] como prosposta originalmente nao altera o valor da funcao objetivo
regularizada.

Teorema 3.2.1 Seja {X*}ren a sequéncia gerada por (12). Para cada k € N, admita que
Xk satisfaz

m
1Y In (Xflx’fﬂ) + B*In (X"lek*l) IF < €. (16)
i=1
=1
Se {B*}ren € {"}ren sdo sequéncias de niimeros reais positivos, tais que Z 5 = 400,
k=0
k 6 g 3 k‘ * * . n
Ze <+tooe Z@ < 400 entao kEIfOOX = X", onde X* = argmin{ f(X)|X € ST }.

Prova: De fato, a condi¢ao (16) pode ser reescrita como
m
1 -1
S in (X’ X’f“) — —BFIn (Xk X’““) + B,
=1

onde E = --J. Em outras palavras, —3*In (inle‘H) é um €*-gradiente de f em X**1.

vn
O resultado segue como caso particular do Teorema 2 em Gregério and Oliveira (2009),
adaptado ao caso em que f é diferenciavel. [ |

Neste trabalho, é proposta uma nova atualizagao para Q? que substitui a etapa (15).
De fato, admiti-se como Qf 41 qualquer solugao local (global) do problema

min {F(XF QAL QTXM) + Lo (X Qa0 x g e 0,y ()

Lema 3.2.1 Ewiste solugao Q?H para o problema (17).

Prova: Teorema de Weierstrass. [ ]

O Algoritmo de ponto proximal com decomposicoes de Schur aplicado ao problema da
média riemanniana, com atualizacao das matrizes ortogonais Q;‘? dada por (17), pode ser
escrito esquematicamente como segue abaixo.

Algoritmo 3.2.1 Dados ¢, 3°,€% > 0 and X° >~ 0;

1. k<« 0;
2. Enquanto || ZLn (Xz Xk> lFr>e
3. Escolha Ak E an ., QO € Op;
1

b Y (X9 Qbabab” (x4
5. 7+ 0;

m

1 -1

6. Enquanto || ZLn (Xz ij) + B*Ln (Xk Y]k) |F > €

i=1
7. Calcule A%, | em (14);
8. Calcule Qé‘f‘ﬂ em (17);
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1
k k\2
9. YJ+1 ( ) Q]-‘rl J-HQJ-H (X )2
10. j—J+1;
11. retorne ao passo 6;
12. Fim;

18. Xk+1 s }/jk;

14. Atualize (%, ¢ ;

15. k+—k+1

16. retorne ao passo 2;
17. Fim.

3.3 Implementagao e resultados computacionais

A funcao objetivo de (14) pode ser reescrita como ¢(\) + Bp(A), com AER" N >0, i=

1 1
17' Lz onde gb()‘) = f(XkQQ;cdlag()‘)QécTXk2)a p()‘) = ka(XkZQ;cdlag( )Qk Xk2)
diag(\), a matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao as componentes de )\ ou seja,
[diag()\)]ll = >\l7 [ = 1, N

1 1
Como f(Y) = % Z Z In?0;(X* *Y X" ?), ¢ é dada explicitamente por
i=1 I=1

6(\) = ;lezln%mwkwdiag(»wk?j), (18)
7 =1

1 1 T T
onde Wki = X¥ 2 X HQ?. Como Wi & inversivel, Wkijdiag()\)Wkiﬂ' possui 0os mesmos
T T .
autovalores de Wi Wkis diag(\). Mas, AkFi = Whiawhki e S% . Com efeito, dado =z € R",
T
z £ 0, 2T Akiig = 2T [WhiWkilz = |[Whiz|2 > 0, uma vez que Wki é nao-singular e
x # 0. ¢ pode ser reescrita como

1 1 p
o =35> Z In26, (A% diag () Z Zhﬁe, k5 diag(A)A’“%).
i=1 =1 i=1 I=1
Das consideragoes anteriores, conclui-se que ¢(A Z d2 k' ,diag())). Isso mostra

que ¢ é geodesicamente convexa estrita e diferencidvel. Do ponto de vista pratico, uma
boa aproximagcao grad ¢ pode ser computada calculando-se, primeiramente, de maneira
aproximada as componentes de V¢(\) (por exemplo, segundo a segdo 2.5 em Stoer and
Burlish (2010), a i-ésima componente de V() pode ser calculada numericamente através

(A + hei) — d(A — he;)

, onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica de R",

da expressao

com h suficientemente pequeno). O gradiente natural de (18), em A, é obtido entao através
da relagao (10).

O gradiente da fungao objetivo em (17) pode ser obtido, de maneira similar, calculando-
se primeiro seu gradiente euclidiano e depois, aplicando a rela¢ao (11). Note que em (17)

Fye(XH QAR QT X ) =
n 1 1 n n
=Y 0(xF X QAR QTR X ) = 37 0QALQT) = S a(A,,).
=1 =1

=1
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1 1
Isso mostra que fyi(X*? QA;?HQTX’“Q) nao depende de Q. Q?H ¢ definida, como uma
solucao local do problema

min {f(X** QA QX )| € 0,) (19)

Denote por X as solucdes aproximadas obtidas pelo método. A tabela 1 apresenta al-
guns resultados para simulagoes numéricas realizadas com conjuntos de matrizes simétricas
definidas positivas geradas aleatoriamente. Para todas as simulagoes foram escolhidos
X0=At=Qk=1,p8r=Becf =102 7% k=0,1,---,7€(0,1).

m m
nll A I m (XX e | I (XX U | & || G/
i=1 =1
2 1 5.5227 1.9859e-004 3 11
3 1 6.4821 4.7244e-004 3 || 10.3
4 1 6.9875 6.4427e-004 3 || 15.7
7 0.5 15.3113 6.1639¢-004 3 || 18.3
10 || 0.5 20.8471 6.0303e-004 3 || 24.3

Tabela 1: m = 50, 7 = 0.8, k (n°. it. externas), j/k (média do n®. it. internas/it. externa).

4 Consideragoes finais

Neste trabalho, apresentamos uma variante do método de ponto proximal com decom-
posigoes de Schur, apresentado por Gregério and Oliveira (2009), onde propomos uma nova
atualizacdo para as matrizes ortogonais que leva em consideragao informagoes da fungao ob-
jetivo do problema da média riemanniana. Empregamos o método de Armijo generalizado,
descrito em Yang (1999), para computar A;‘-‘ 1€ Q? |1, a cada iteragao interna do algoritmo,
onde as direcoes de descida empregadas foram aquelas dadas pelos anti-gradientes naturais
das funcoes objetivos em (14) e (19). Em todos os testes, a precisao € = 1073 foi utilizada
como critério de parada para o algoritmo. Nas simulacoes apresentadas na tabela 1, foi
possivel observar que aumentos na dimensao das matrizes implicam também em aumento
na dificuldade de se computar A? 1€ Q? 1 empregando do método de Armijo generali-
zado. Particularmente, para n > 3, quando a norma dos gradientes das fungdes (18) e
(19), calculados segundo as expressdes (10) e (11), respectivamente, é menor que 1075, os
comprimentos dos passos determinados pela busca de Armijo sobre as geodésicas tornam-se
relativamente pequenos e o método estaciona antes de obter as respectivas solugoes A? 1
e Qf ,1- Para contornar essa dificuldade, diminuimos o valor absoluto de 8 que implica na
reducao do peso da regularizacao proximal. Como trabalho futuro, sugerimos a adaptacao
do método dos gradientes conjugados, discutido em Eldeman et al (1998), para computar
Q? 41~ Além disso, propomos a andlise de complexidade do método, sua aplicagao a outros
problemas geodesicamente convexos em S, e a extensao a outros dominios de positividade.

Referéncias

[1] Da Cruz Neto, J. X., De Lima, L. L., Oliveira, P. R. (1998), Geodesic algorithms in
Riemannian geometry, Balkan J. Geom. Appl., v. 3, n. 2, pp. 89-100.

[2] Eldeman, A., Arias, A. T., Smith, T. S., (1998), The geometry of algorithms with ortho-
gonality constraints, SIAM J. Matriz Anal. Appl., v. 20, n. 2, pp. 303-353.

4646



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacion Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

[3]

[4]

Ferreira, O. P., Oliveira, P. R. (1998), Subgradient algorithm on Riemannian manifolds,
J. Optim. Theory Appl., v. 97, n. 1, pp. 93-104.

Ferreira, O.P.and Oliveira, P.R. (2002), Proximal point algorithm on Riemannian mani-
folds, Optimization, v. 51, n. 2, pp. 257-270.

Fletcher, P. T. and Joshi, S. (2007), Riemannian geometry for the statistical analysis of
diffusion tensor data, Signal Processing, v.1, n. 87, p. 250-262.

Fiori, S. (2005), Quasi-geodesic neural learning algorithms over the orthogonal group: A
tutorial, Journal of Machine Learning Research, v. 6, p. 743-781.

Fiori, S. (2009), Learning the Fréchet mean over the manifold of symmetric positive-definite
matrices, Journal of Cognitive Computation, v.1, n.4, p. 279-291.

Golub, G. H. and Van Loan, C. (1996), Matrix Computations, 3th edition, The Johns
Hopkins University Press, USA.

Gregoério, R. and Oliveira,P.R. (2009), Proximal point algorithm with Schur decomposition
on the cone of symmetric semidefinite positive matrices, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, v. 2, n. 355, pp. 469-478.

Horn, R.A. and Johnson, C.R. (2006) , Matrix Analysis,. 15¢ ed., Cambridge University
Press, USA.

Tusem, A. (1995), Métodos de ponto proximal em Otimizacao, In: 20° Coldquio brasileiro de
matemdtica, IMPA, Rio de Janeiro, Brasil.

Luenberger ,D.G. and Ye, Y. (2010), Linear and nonlinear programming, Springer, 3t"
edition, New York.

Martinet, B. (1970), Regularisation d’inéquations variationnelles par approximations succes-
sives, Rev. Francaise Informat. Recherche Operationnelle, vol. 4 | Ser. R-3, p. 154-158.

Moakher, M. (2005), A differential geometry approach to the geometric mean of symmetric
positive-definite matrices, SIAM Journal of Matriz Analysis and Applications, v.26, n.3, 735-
747,

Moreno F.G., Oliveira, P.R. and Soubeyran, A. (2011), A proximal Algorithm with
Quasi Dis- tance. Application to Habit’s Formation, Optimization: A Journal of Mathematical
Programming and Operations Research, v. 1, p. 1-21.

Nesterov, Y. E. and Todd, M. J. (2002), On the Riemannian geometry defined by self-
concordant barriers and interior-point methods, Foundations of Computational Mathematics,
v.2, n.4, p. 333-361.

Nishimori, Y. and Akaho, S. (2005), Learning algorithms utilizing quasi—geodesic flows on
the Stiefel manifold, Journal of Neurocomputing, Vol. 67, N.1, p. 106-135.

Papa Quiroz, E. A., Quispe, E. M., Oliveira, P. R. (2008), Steepest descent method
with a generalized Armijo search for quasiconvex functions on Riemannian manifolds, J. Math.

Anal. Appl., v. 341, n. 1, pp. 467-477.

Rockafellar, R.T. (1976), Monotone operators and the proximal point algorithm, STAM J.
Control Optim., v. 14, n. 5, pp. 877-898.

Rothaus, O. S. (1960) , Domains of positivity, Abh. Math. Sem. Univ., v.24, n.3, p. 189-235.

Sakai, T. (1996), Riemannian geometry - translations of mathematical monographs, American
Mathematical Society, v. 149, Providence, R.I.

Smith, S. T. (1994), Optimization techniques on riemannian manifolds - Hamiltonian and
gradient flows, algorithms and control, Fields Int. Commun., Amer. Math Soc., , vol. 3, p.
113-136.

Stoer, J. and Bulirsch, R. (2010), Introduction to numerical analysis, 3'" edition, Springer-
Verlag, New York.

Yang, Y. (1999), Optimization on riemannian manifolds, In: Proceendings of the 3
rence on decision & control, Phoenix, Arizona, USA, p.888-893, .

8th confe-

4647



