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Resumo

Desenvolvemos um algoritmo proximal vetorial com regularizacao quase-distancia para o pro-
blema de otimizacao multiobjetivo de encontrar solucoes Pareto fraco para aplicagoes convexas
de R™ em R™ com respeito a ordem lexicografica gerada pelo cone R'’'. Apresentamos uma
versao exata e uma versao inexata de nosso algoritmo. Desenvolvemos ainda um método de
escalarizacao que foi fundamental na demonstracao de que os pontos de acumulacao de qual-
quer sequéncia gerada pela versao exata sao solugoes Pareto fraco.

Palavras Chave: Programacao multiobjetivo, método proximal, método de escalarizacao.
Area principal: Programacgao matemaética.

Abstract

We developed a vector proximal algorithm with regularization given by a quasi-distance func-
tion to the multiobjective optimization problem of finding weak Pareto solutions to convex
applications from R" to R™ with respect to the lexicographical order generated by the cone
R’'. We present an exact and an inexact version of our algorithm. We also developed a scala-
rization method which ensures that all accumulation points of any sequence generated by the
exact version are weak Pareto solutions.

Keywords: Multiobjective programming, proximal method, scalarization methods.

Main area: Mathematical programming.
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1 Introducao

Bonnel et al. (2005) consideraram o problema de otimizacao vetorial de encontrar pontos
fracamente eficientes para aplicagoes F', de um espago de Hilbert X para um espago de Banach
Y, com respeito a ordem parcial <¢ em Y gerada por um cone C' C Y, fechado, convexo,
pontudo e com interior nao vazio, dada por y; <¢ y2 < y2—y1 € C, com sua relagdo associada
<c¢ dada por y; <¢c y2 & y2 —y1 € int(C). Um ponto a € X ¢ dito ser fracamente eficiente
se nao existe x € X tal que F(z) <¢ F(a) (Para mais detalhes sobre problemas de otimizacao
vetorial, conferir Luc [7]). Para este problema, Bonnel et al. (2005) desenvolveram uma
extensao do método do ponto proximal com regularizacao quadratica para otimizacao convexa
com valor escalar. Além do trabalho de Bonnel et al. (2005), destacamos, como métodos de
ponto proximal em otimizagao vetorial, os trabalhos de Ceng e Yao (2007), Gregério e Oliveira
(2011) e Villacorta e Oliveira (2011).

Quando X = R", Y = R™ e C o octante nao negativo de R™, denotado por R, temos
uma importante subclasse de problemas de otimizacao vetorial, conhecida como otimizagao
multiobjetivo (Para mais detalhes, conferir segdo 2.3 e Miettinen (1999)).

Nosso objetivo é desenvolver métodos de ponto proximal com regularizacao quase-distancia
para encontrar solucdes Pareto fraco para o problema de otimizacao multiobjetivo irrestrito

(P) MINIMIZE{F(z) | z € R"}, (1)

onde F' = (Fy,...,F,)T : R® — R™ é uma funcdo convexa, isto é, Vaz,y € R" e A € (0,1),
Fi(Adx+ (1 = N)y) < AFi(z) + (1 = M) Fi(y); i =1,...,m. Além das hipéteses de convexidade,
vamos exigir que uma das fungoes objetivo seja coerciva, isto é, que existe r € {1,...,m} tal
que lim, oo Fr(7) = o0.

Vale ressaltar a contribuigao de Moreno et al. (2011) pelo desenvolvimento de um método
proximal com a regularizacdao dada por uma quase-distancia, aplicado a funcées mono-objetivo
nao-convexas e nao-diferencidveis e satisfazendo a propriedade de Kurdyka-Lojasiewicz.

Na secao 2, apresentamos conceitos e resultados sobre a quase-distancia, a teoria do subdi-
ferencial e a teoria da programacao multiobjetivo. Na secao 3, apresentamos um resultado de
escalarizacao e a versao exata do nosso método onde provamos a existéncia das iteracoes e a
convergeéncia da sequéncia gerada. Na secao 4, apresentamos a versao inexata do nosso método.
E, finalmente, na secao 5, apresentamos os resultados de alguns experimentos numeéricos.

2 Preliminares

2.1 Quase-distancia

Definicao 2.1.1 Seja X um conjunto. Uma funcdo q: X x X — R, € uma quase-distancia em
X se, para todos x,y,z € X, a) q(z,y) = q(y,x) =0 <=z =y e b) q(z,2) < q(z,y)+q(y, 2).

Proposicao 2.1.1 Seja q : R" x R® — Ry uma quase-distancia tal que

allz —yll < q(z,y) < Bllz —yll, Vo,y eR™ (2)
Entdo, para cada Z € R™, as fungées q(Z,.) e q(., Z) sao lipschitzianas em R", as funcées ¢*(Z,.)
e ¢*(.,Z) sdo localmente lipschitzianas em R™ e as funcoes q(2,.), q(., 2), ¢*(2,.) e ¢*(., Z) sdo
COercivas.

Prova: Proposigoes 3.6 e 3.7 e observacao 5 de Moreno et al. (2011) [ |

Em Moreno et al. (2011), encontramos o seguinte exemplo de uma fungao quase-distancia em
R™ convexa em cada um dos seus argumentos e que satisfaz a hipdtese da proposicao 2.1.1.
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Exemplo 2.1.1 Para cada i = 1,...,n, considere ¢; ,c;' >0 e q : R xR — R, definida por

AR
i (yi—xi) if yi—z>0
c; (xi—wyi) if yi—ax; 0.

qi(@i, yi) = {

n
Portanto q(x,y) = > qi(xi,y;) € uma quase-distancia sobre R™.
i=1

2.2 Teoria do subdiferencial

Como a quase-distancia nao nescessariamente é uma fungao convexa nem diferencidvel em ne-
nhum de seus argumentos, os subproblemas do nosso algoritmo (exato) nao nescessariamente
serao convexos nem diferencidveis. Portanto, para obtermos as condigoes de otimalidade, ne-
cessarias ao desenvolvimento do nosso trabalho, faz-se nescessario o estudo de algum tipo de
subdiferencial generalizado.

Definigao 2.2.1 Seja h : R™ — R U {oc} uma fungao prdpria e semicontinua inferior e seja
z € R™.

1. O subdiferencial Fréchet de h em x € R™, 3h(x), € dado por:

yFwy—e Iz —yll

Oh(z) = {x € R : liminf "W =M@ — Ny —o) 0}7 i = € dom(h)
, if © ¢ dom(h)

2. O subdiferencial-limite de h em x € R", 0h(x), é dado por:

Oh(z) = {x* eR™: 3z, —x, h(z,) — h(z), z e dh(z,) — x*}

n

Observacao 2.2.1 Nas condi¢ées da defini¢do acima temos: a) Oh(z) C Oh(z) e b) Se h :
R" — R U {400} € uma fungio convexa e propria e & € dom(h) entdo Oh(z) = Oh(ZT) =
{y e R" : h(z) > h(Z) + (y,z — &) Vz € R"}.

Proposicao 2.2.1 (Condicao de Otimalidade) Se uma func¢ao prépria h : R* — R U
{+00} possui um minimo local em T € dom(h), entdo 0 € Oh(Z) e 0 € Oh(Z).

Prova: Teorema 10.1 de Rockafellar e Wets (1998). ]
Observacao 2.2.2 Seja C' C R". Se uma fungao propria h: C — RU{oo} possui um minimo
local em © € C, entao 0 € I(h + 6¢)(Z),0 € O(h + d¢)(Z), onde d¢ € a funcao indicatora do
conjunto C, definida por dc(z) =0 se x € C e dc(x) =00 sex ¢ C.

Proposicao 2.2.2 Se fi € localmente lipschitziana em T, fo é semicontinua inferior e propria

com f2(Z) finito, entdo: O(f1+ f2)(Z) C 9f1(Z) + Ofa(T).
Prova: Exercicio 10.10 de Rockafellar e Wets (1998). [
Proposigao 2.2.3 Sejam f; : R — R,i = 1,2, funcdes localmente lipschitzianas em Z. Se

fi > 0,1=1,2, entdo se tem uma regra do produto na forma de igualdade:

O(f1-f2)(x) = 0(f2(Z) f1 + f1(Z) f2) ().

Prova: Teorema 7.1 de Mordukhovich e Shao (1996). ]
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2.3 Programacao multiobjetivo
Notacgao: Sejam z,y € R™, entao

r<y<=x; <y Vi=1...me s <y<==x; <y, Vi=1,....m.
Considere o problema (P) e uma aplicacao F': R" — R™.

Definigao 2.3.1 Dizemos que a € R"™ é uma solugao Pareto local para o problema (P) se
existe uma bola aberta Bs(a) C R™, com § > 0, tal que nao existe v € Bs(a) satisfazendo
F(x) < F(a) e Fj(z) < Fj(a) para pelo menos um indice j € {1,...,m}.

Definicao 2.3.2 Dizemos que a € R" é uma solugao Pareto local fraco para o problema
(P) se existe uma bola aberta Bs(a) C R™, com 6 > 0, tal que ndo existe v € Bs(a) satisfazendo
F(xz) < F(a).

Vamos denotar por argmin{ F'(x)|z € R"} e argmin,{F(z)|z € R"} o conjunto das solugoes
Pareto local e o conjunto das solugoes Pareto local fraco para o problema (P), respectivamente.
E fécil ver que argmin{ F(z)|z € R"} C argmin, { F(z)|z € R"}.

Se um problema de otimizacao multiobjetivo é convexo, i.e., se a funcao objetivo F' : R" —
R™ é uma funcao convexa, entdo toda solugao Pareto local (fraco) é também uma solugao
Pareto global (fraco) (Teorema 2.2.3 de Miettinen (1999)).

Definicao 2.3.3 Uma funcao de wvalor real f : R" — R € dita ser uma representagao
escalar estrita de uma aplicacdo F : R" — R™ quando dados x,y € R™

F(z) < F(y) = f(x) < fly) e Flz) <F(y)= flz) < fy)
Além disso, dizemos que f € uma representagao escalar fraca de F' se
F(z) < F(y) = f(z) < f(y).

E ébvio que toda representacao escalar estrita é também uma representacao escalar fraca. O
préximo resultado estabelece uma importante relacdo entre os conjuntos argmin { f(z)|x € R}
e argmin, {F(x)|z € R"}. Sua demonstragao segue imediatamente da defini¢ao 2.3.3.

Proposigao 2.3.1 Seja f : R — R wuma representacao escalar fraca de uma aplicagdo
F : R" — R™ e argmin{f(x)|z € R"} o conjunto dos minimizadores local de f. Temos
a inclusao: argmin{f(z)|z € R"} C argmin, {F(z)|x € R"}.

Proposigao 2.3.2 Se S C R” € um conjunto convero e G : S — R™ € uma aplicacdo convexa,
entao
argmin, {G(x) | x € S} = U argmin{(G(z),z) | z € S}.
zeR™\ {0}

Prova: Teorema 2.10 de Luc (1989). ]

Observagao 2.3.1 Conforme destacado em Huang e Yang (2004), dada uma aplicagdo F :
R"” — R™ considere o problema de otimizacao multiobjetivo irrestrito

MINIMIZE{exp(F(z)) | x € R"}, (3)

onde exp(F(x)) = (exp(Fi(x)),...,exp(Fn(z))). Entao, os conjuntos das solugées Pareto
fraco dos problemas (P) e (3) sao iguais. Portanto, sem perda de generalidades, podemos supor
que para todo zZ € R\ {0}, (F(x),z) > 0, Yz € R". Observamos ainda, que se o problema (P)
for um problema convexo entdo o problema (3) também serd convero. Além disto, se a fun¢ao
multiobjetivo do problema (P) tiver uma das funcdes objetivo coerciva entdo o mesmo acontece
com o problema (3).
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3 Um algoritmo proximal exato

Nesta secdo, vamos propor um algoritmo proximal vetorial com a regularizacao sendo uma
quase-distancia. Com as hipdteses que a aplicagdo F : R” — R™ é convexa tal que existe
r € {1,...,m} satisfazendo lim ;| Fr(7) = 00 e que a quase-distancia ¢ satisfaz a propri-
edade (2), mostraremos que qualquer sequéncia gerada pelo algoritmo é limitada e que seus
pontos de acumulacao sao solucoes Pareto fraco para o problema de otimizacao multiobjetivo
irrestrito (P).

O método gera uma sequéncia {2*}rey C R™ da seguinte forma:

Algoritmo QDV-1

1. Tome z° € R™.
2. Dado z*, se 2* € argmin,, {F(x), = € R"}, entdo 2**? = 2% vp > 1.

3. Dado =¥, se 2* ¢ argmin,, {F(z), + € R"}, entdo tome como um préximo iterando qual-

quer zF*! tal que
2! € argmin,, {F(sc) + %(f(x, e, x € Qk} , (4)
onde 0 < m < ap < M; Vk=1,2,...., e = (1,1,....,1) € R e QF = {2 € R*|F(z) <

3.1 Existéncia das iteragoes

Sejam F : R® — R™ uma funcdo e # € R™. Defina Q = {x € R"*/F(z) < F(Z)}. Temos o
seguinte resultado [Conf. Rocha et al. (2012)].

Lema 3.1.1 Seja F : R" — R™ uma aplicagao convexa tal que existe r € {1,...,m} satisfa-
zendo lim ;) o0 F.(z) = co. Entao Q) é um conjunto convexo e compacto.

Proposicao 3.1.1 (Boa Defini¢ao) Sejam F : R — R™ wuma aplica¢do convexa tal que
eziste 1 € {1,...,m} satisfazendo lim| ;|0 F(7) = 00 € ¢ : R" x R" — R, uma aplicagdo
quase-distancia satisfazendo (2). Entdo, para cada k € N, se z* ¢ argmin, {F(z), € R"},
existe uma solu¢io x**1 para o problema (4).

Prova: Seja 2° € R” escolhido na etapa de inicializacdo. Supondo que o algoritmo atingiu
a iteracao k, vamos mostrar que um apropriado zFt! existe. Pelo critério de parada, se z* €
argmin,, {F(z), € R"} entdo z**7 = 2*, Vp > 1. Caso contrario, tome qualquer z € R7\ {0}
e defina ©* : R — R tal que

() = (F2)+ S (@,ab)e.z) = (F@),2) + 5 |2l (. a"). (5)
A convexidade de F' em R™ implica na convexidade de (F(.), z) em R" e portanto que (F'(.), z) :
R™ — R é uma aplicacdo continua. Pela proposicio 2.1.1, ¢*(., a:k) : R® — R, é uma aplicacao
continua. Portanto ¢* : R® — R é uma aplicacdo continua em R™. Logo, desde que QF, Vk
é um conjunto compacto (conf. Lema 3.1.1), o conjunto argmin{y*(z),z € QF} é nio vazio.
Seja

2" € argmin{¢”*(z);z € OF}. (6)
Como z € R™\ {0}, ¥ : R* — R é uma representacio escalar estrita de ' : R” — R™ dada
por F(z) = F(z) + & q*(z, 2%)e. Portanto, como toda representacdo escalar estrita é também
uma representagao escalar fraca, por (6) e pela proposi¢ao 2.3.1, A= argming {F'(z) +
&% (z,zh)e, x € QF}. ]
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Observagao 3.1.1 Seja {x*} uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-I. Pelo lema 38.1.1,
OF Vk € N é um conjunto compacto. Portanto, como QFt1 C QF Vk € N, temos: Q =

F% Qk £ .
k=0

Bonnel et al. (2005) utilizaram a proposigao 2.3.2 para escalarizar os subproblemas de seu
algoritmo e entao provaram a convergéncia de qualquer sequéncia gerada. Como a quase-
distancia nao nescessariamente é uma funcao convexa em nenhum de seus argumentos nao
serd possivel aplicar esta proposicao nos subproblemas de nosso algoritmo QDV-I. Entao,
com o intuito de solucionar esta situacao propomos uma extensao da proposicao 2.3.2. Sua
demonstracgao é baseada na demonstragao do teorema 2.10 em Luc (1989). Segue o resultado:

Proposigao 3.1.2 Considere S C R™ um conjunto convexo e G : S — R™ uma aplicacdo. Se
para todo subconjunto convexo T' de S, G(T) + R € um conjunto convexo em R™, entdo

argmin, {G(z) |z € S} = |J  argmin{(G(x),z) |z € S}.
ZeR\{0}

Prova: Suponhaquez* e |J  argmin{(G(z),z) |z € S}. Entaoz* € argmin{(G(x),z) |
zZeR\{0}

x € S} para algum z € R\ {0}. Desde que z € R \ {0}, (G(.), Z) é uma representao escalar

estrita de G e entao pela proposicao 2.3.1, z* € argmin, {G(x) | z € S}.

Suponha agora que z* € argmin,{G(z) | z € S}. Entao existe uma bola aberta Bs(z*) C R",

com § > 0, tal que nao existe z € Bs(x*) N S satisfazendo G(x) < G(z*). Logo

(G(Bs(z*) N S) +R7) () (G(z*) =R, ) = 0. (7)

De fato, suponha por contradigao, que existam x € Bs(z*) NS e ¢ € R} tal que G(x) +
¢ € (G(@*) —R7,). Entdo, G(z) € [G(z*) — (R, +¢)] € [G(z*) —R7,], o que é uma
contradi¢ao. Como Bs(x*)N.S é um conjunto convexo e contido em S, por hipétese, G(Bs(x*)N
S)+RT é também um conjunto convexo. Portanto, como vale (7), os conjuntos A = G(Bs(x*)N
S) + R e B = G(z*) — R, sdo convexos e disjuntos. Entao, pelo teorema da separacao
(conf. Rockafellar e Wets (1998), teorema 2.39) existem z € R™ \ {0} e d € R tal que
(x1,2) <d < (w9,z),Vr1 € Bexy€ A, isto é,

(G(x") — b, 2) < (G(x) + o, 2),V x € Bs(x*) NS, ¢ € R ey € R, (8)

Em particular, fazendo ¢, = (0, ...,0), obtemos (G(z*),z) < (G(x), z) + (¢, 2) ,¥V = € Bs(z*) N
S e ¢y, € R, e entdo, fazendo ¢, — 0, obtemos (G(z%),2) < (G(x),2),¥ x € Bs(z*) N S,
ie., #* € argmin{(G(x),z) /x € S}. Para finalizar, mostraremos que z € RY'. Tomando
r = x* em (8), obtemos (G(z*) —cp,2) < (G(x*) +ca,2),¥ ¢co € R e ¢ € RTY, e,
(Catcp,2) 20V ¢cu € RT e ¢ € R, Entao, fazendo ¢, = 0, temos (¢, 2) > 0V ¢, € R,
Logo, z € R'". [ |

Observagao 3.1.2 Observe que se T C S for um conjunto convexo e G : S — R™ for uma
aplicagio convexa entdio G(T') + R! serd um conjunto convexo. Portanto a proposicao 3.1.2
estende a proposicdo 2.3.2.

3.2 Convergeéncia

Lema 3.2.1 Se X C R™ € um conjunto conexo, entdo a imagem de toda fungao real continua
f: X — R é um intervalo.

Prova: Corolario 7 de Lima (2004). ]
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Lema 3.2.2 Sejam y € R", S C R"™ um subconjunto convexro e q : R™ x R® — Ry uma
aplicacdo quase-distancia satisfazendo a propriedade (2). Entdo o conjunto ¢*(S,y)e é um
segmento de reta em R™ onde e = (1,...,1) € R™. Em particular, ¢*(S,y)e é um conjunto
convezxo em R™.

Prova: Pela proposicao 2.1.1, ¢%(.,y) : R® — R, é uma aplicacio continua. Logo, desde que
S um conjunto convexo, pelo lema 3.2.1, ¢?(S,y) é um intervalo em R, que serd denotado por
I. Entao, temos

CSye = {(wye/uest = {(¢*(wy),..c*(wy) /ueS}
= {(z,z,...,2) Jxel} = {z(1,1,..,1) Jzel}.

Portanto, o conjunto ¢2(S, y)e é um segmento de reta em R™., [

Seja {2*}ren uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-I. Para cada k € N fixado, considere
Sk C QF um subconjunto convexo. Pelo lema 3.2.2, q2(Sk, xk)e é um conjunto convexo. Logo
% q2(S*, 2%)e também serd um conjunto convexo. Como F : R" — R™ é convexa, F(S*) + R
é um conjunto convexo. Portanto, para todo S¥ C QF convexo, F(S*) + %qQ(Sk, F)e + R7 ¢
um conjunto convexo, e entdo, pela proposicao 3.1.2: Vk € N,

argmin,, {F(2)+ 55 (v, a5)e [z € Q) = ) argmin{(F(2), 2)+ Siq*(x.a") |21 |« € ). (9)
zeR™\{0}

Suponha agora que o critério de parada nunca se aplica e seja {z¥}reny C R™ uma sequéncia
gerada pelo algoritmo QDV-I, isto é, tal que

2#**1 € argmin,, {F(a:) + %q%x,ajk)e, x € Qk} :

Portanto, por (9), existe {z*}reny C R\ {0} tal que

@

1 € argmin{ (F(z), 24) + 5 ¢2(w2%) |41, = € 94}, (10)
Além disto, como as solucdes de (10) nio se alteram quando multiplicamos z* por um ntimero
real positivo, sem perda de generalidades, podemos supor que szHl =1.

Proposigao 3.2.1 Sejam F : R" — R™ uma aplica¢ao convexa tal que existe r € {1,...,m}
satisfazendo lim|j,| oo Fr(7) = 00 € ¢ : R" X R" — Ry uma aplicagdo quase-distancia satisfa-
zendo (2). Se {x*}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-I entdo {x*}ren satisfaz
(10) com ||Z¥||1 =1 e
(a) (Caracterizagao) Seja k € N fizrado. Se Wy(z) = (F(z),2*);2 € R, existem u* ! €
oW (xh 1Y), ¢F+L e a(q(., 2%)) (2% 1) e vkt € Nk (2¥H1) tal que
ukJrl — —akq(mkH,xk)CkH _ UkJrl‘ (11)
(b) (i) {z*}ren € limitada; (ii) ¥V z € R\ {0}, {(F(z*), 2)}een € nio crescente e convergente;
(iii) klim |F (2 — F(2®)|| =0; (iv) klim q(z* 1 %) = 0;
—00 —00

k+1 ka —0.

-
(v) Jim |z

Prova: (a) Como z**! satisfaz (10) com ||2¥||; = 1, pela observacio 2.2.2 temos

0eo ((F(),zk> + % (., 2% + 6Qk) (zM ). (12)

A convexidade de F' em R™, implica que (F(.), z*) é continua em 2**1; pela proposicao 2.1.1,
%QQ(., xk) é localmente lipschitziana em zFt1; a convexidade de Q¥ implica na convexidade de
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dqr € portanto que dgr € localmente lipschitziana, entao, usando a proposigao 2.2.2 em (12),
obtemos

0€ A((F(),2")) (") + 8(%{12(-7 ") (@) + 9(bn) (). (13)

Como QF é convexo e zF! € QF temos que 0 (dgr) (xF11) = Ngw(z¥H1), onde Ngr(zF+1)
denota o cone normal no ponto zF*! em relacdo ao conjunto Q¥. Pela proposicdo 2.1.1,

q(.,2%) é lipschitziana em R™. Portanto, tomando f; = f» = ¢ na proposicao 2.2.3, temos
O (g2, 2") (") = agq(zF1,2%)0 (q(., 2*)) (2¥1) e entdo de (13),

0€d((F(.),2") (@) + arq(z™,2%)0 (q(., 2%)) (1) + Nge (2M1).

Logo, existem u**1 € oWy (zFth), ¢ € a(q(.,2%)) (1) e v*1 € Ngr(2FT1) tal que

WP = —apq(ahtt, g )T — kT,

kq\Z

(b)(i) Desde que Qk DOMI k=0,1,..., temos 2¥ € QF~1 € Q0 VEk > 1. Como Qq é limitado
(conf. Lema 3.1.1) , temos {x breen hmltada.
(b)(ii) Como 2" € QF F(2*1) < F(a*). Logo, desde que z € R\ {0}, (F(x k‘H) z) <
<F(l’k), z> Vk € N, ie., {<F(xk), Z>}kEN é nao crescente. Pela observacao 2.3.1, {<F Z>}kEN
¢é limitada inferiormente e portanto convergente.
(b)(iii) Seja z € R, fixado. Por (b) (ii), {(F(z"), Z)}ey € convergente. Logo,

m

Jim (P (@) = P, = fim 3 () - A@+)s =0 (14)

Como zF+1 € QF temos F(2*1) < F(aF), isto 6, Fy(2*1) < Fi(2%), Vi = 1,...,m. Logo
(Fi(z*) — Fj(2**1))z > 0, Vi = 1,...,m. Entéo, de (14), Jim (Fi(z%) — Fy(a*1) 5 =0, Vi =
—00

1,...,m. Desde que z; > 0,7 = 1,...,m temos klim (Fz(xk) — Fi(xkﬂ)
—00
entao, k]im (F(2*) — F(2*t1)) = 0 € R™. Portanto, klim |F () — F

(b)(iv) Como z¥ € Q% Vk, por (10), p*(zF+1) < p*(2*) onde ¢F(z) = (F(2), 2*)+ % ¢?(z, 2*);
ZF € R™ com ||2¥|| = 1. Entao, desde que g(z*,2*) = 0 temos (F(z*11), 2) + % ¢*(x
(F(x%), 2%). Logo, como 0 < m < ay, e ||2F|| = 1 temos

2 2
0<g*(@"2%) < —(F(") = F(a"*),2%) < S|F(h) = P
Entao, por (b) (iii), klim (=", %) = 0. Como q(x,y) > 0, Y(z,y) € R* x R" temos
—00

lim (%, 2%) = 0.

k—o0

(b)(v) Por (2), 0 < aljz®! —2¥|| < g(2**1,2%), Vk € N. Portanto, por (b) (iv) klim |zF L —

— 00

z*| = 0. ]

Proposicao 3.2.2 Sejam u,v € R" fixados e q : R" xR" — Ry uma aplicacdo quase-distancia
satisfazendo (2). Entdo, existe M > 0, que independe de u e v, tal que ||z|| < M para todo

z € 0(q(.,v)) (u).

Prova: Lema 2.2.1 de Moreno (2011). ]

Teorema 3.2.1 (Convergéncia) Sejam F : R" — R™ uma aplica¢iao convexa tal que existe
r € {1,..,m} satisfazendo lim, oo F;(z) = 00 € ¢ : R" x R" — R, uma quase-distincia
satisfazendo (2). Se {xF}ren € uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-I, entio {x*}1en
€ limitada e todo ponto de acumulacdo desta sequéncia é uma solugcdo Pareto fraco para o
problema de otimizagdo multiobjetivo irrestrito (P).
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Prova: Como {z*}recn é uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-I, existe {zF}ren C
R™\ {0} tal que {z*},ecn satisfaz a equacdo (10) com |[2*||; = 1. Logo, existe z € R7 \ {0}
e 2N subsequéncia de {z*}ren tal que lim;_, o, 2 = 2. Pela proposicao 3.2.1(b)(i), {z*}ren é
uma sequéncia limitada. Logo existem z* € R” e {2/ }jen subsequéncia de {2F}ren tal que
lim;j_, 2% = 2*. Fixe z € RT\{0}. A convexidade da aplicagio U = (F(.),z) : R* — RemR"
implica em sua continuidade. Pela proposicdo 3.2.1(b)(ii), V z € R7 \ {0}, {(F(z"), Z>}keN
é ndo crescente e convergente. Logo, Vz € R7 \ {0}, lim; .o (F(2%7),2) = (F(z*),2) =
infren {<F(az";)7 z>} Portanto,

(F(z%),2) < (F(2F),2), V2 € R\ {0} e k € N. (15)

Pela proposicio 3.2.1(a), existem (¥l € 9(q(.,2%))(z**1) e vF*1 € Now(2F+1) tal que —ay,
q(zF L Rl — Wkl e 9W (2P, onde Wi(z) = (F(x),2F); © € R™ Portanto, pela
desigualdade do subgradiente para funcao convexa Wy, temos: Vo € R",

Uy, () > Uy, (M) — g q(a® L ah) < (Rt g — gt > cplitd g gl 5
Como vkl € Nk, (xF171) temos — < vkl oz — gkl > >0 Vo € QM. Pela observagio 3.1.1,

o0
Q= [ QF # . Portanto, em particular,
k=0

(F(x), 2y > (F(aFTh) 2k — ap q(am ™t ok < ¢httip — 2Pt s ve e Q. (16)
Por (15), (F(zkt1), 2ty > (F (%), z%). Logo de (16),
(F(x), 2") > (F(x*), 2") — agq(z T a?) < kil — gFitl > ve € Q. (17)

Pela proposicao 3.2.2, ||¢¥F1|| < M;. Logo, como as sequéncias {*}ren e {a }ren sdo limita-

das, utilizando a desigualdade de Cauchy-Swartz, concluimos que | a, < Rt g — ghitl >1<

k+1 J:‘k)
Y

M>. Entao, desde que, pela proposicao 3.2.1 (b)(iv), klim q(x = 0, concluimos que
— 0

| ak;‘](iﬂkﬁl,xkl) < CkZH,HC — ghitl >|— 0 quando [ — oo.
Portanto, recordando que lim;_, 25 = Z, por (17)
(F(x),z) > (F(z"),z), Vo € Q. (18)

Demonstraremos que z* € argmin,{F(z)/x € R™}. Suponha, por contradi¢do, que exista
z € R" tal que
F(z) < F(x"). (19)
Como z € R \ {0} temos:
(F(z),2) < (F(z"), 2). (20)
Desde que, Q¥ C QF, Vk > 0e zf € Q71 Vj com 28 — 2*; j — oo, temos z* € ,
ie., F(z*) < F(2¥),vk € N. Portanto, de (19), F(z) < F(z*),Vvk € N, i.e.,, T € Q, a qual
contradiz (18) e (20). [ ]

4 Um algoritmo proximal inexato

Aqui, vamos considerar uma sequéncia de parametros {fj}reny com as mesmas caracteristicas
da sequéncia de pardmetros {ay}reny do algoritmo QDV-I, i.e., satisafazendo 0 < m <
B < M, Vk € N. Além disto, vamos requerer uma sequéncia {z*}reny C R7T \ {0} tal
que ||2¥||; = 1,VEk € N e uma sequéncia {¢;} C R, satisfazendo lim ¢ = 0.

k—oo

A sequéncia {zF}eny C R™ é gerada da seguinte forma:
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Algoritmo QDV-II

1. Tome 2° € R™.
2. Dado 2%, se 2 € argmin,, {F(z), z € R"}, entdao 27 = 2F vp > 1.

3. Dado ¥, se 2% ¢ argmin,, {F(z), = € R"}, entdo defina ¥, : R — R dada por ¥ (z) =

(F(x),2*). Tome como z*+1 qualquer vetor = € Q¥ tal que existe ¢;, € R, satisfazendo:
0 € 8, k() + Bra(w, *)d(q(., ")) () + Now (2), (21)
2
Pz, 2") < Z||F(x) — F(z")| e lim g, = 0. (22)
m k—oo

onde 0 <m < fB, < M; Vk € N, {Fhheny CRPN\{0}; [|2¥]1=1VEENe Q¥ = {2 €
R"|F(x) < F(a*)}.

Teorema 4.0.2 Sejam F : R" — R™ wma aplica¢do conveza tal que existe v € {1,....,m}
satisfazendo im0 Fr(7) = 00 e ¢ : R® X R" — Ry uma quase-distancia satisfazendo
(2). Entdo toda sequéncia {x*}ren gerada pelo algoritmo QDV-II € limitada e cada ponto
de acumulagcdo desta sequéncia € uma solugdo Pareto fraco para o problema de otimizagdo
multiobjetivo irrestrito (P).

U € R™ escolhido na etapa de inicializacao.

k+1 existe.

Prova: [Existéncia das iteragGes]: Seja z
Supondo que o algoritmo atingiu a iteracao k, vamos mostrar que um apropriado x
Pelo critério de parada, se #¥ € argmin, {F(x), * € R"} entdao zFT? = 2% V¥p > 1. Caso
contrario, defina ¥ : R — R tal que ¢*(z) = Wy(z) + %‘“qQ(m,azk). Entao, de forma analoga
a demonstracio da proposicio 3.1.1, conclui-se que o conjunto argmin{*(z)/x € QF} é nio
vazio. Seja z¥+1 € argmin{¢*(z)/z € Q*}. Logo pela observacio 2.2.2, 0 € 8(‘11;{—1-%‘“ (., ")+
Sor ) (z¥T1). E entdo, de forma andloga a demonstracio da proposicio 3.2.1 a), conclui-se que
0 € 0(Wg) (zF) + Bra(a®+1,2%)0 (q(., %)) (a*T1) + Ngx (z*+1). Portanto, desde que df(z) =
dof(x) C O.f(x) para toda funcdo convexa f : R® — R, todo z € R" e todo ¢ € R, zF+!
satisfaz (21) para ¢, = 0. Desde que 2"t € argmin{o¥(z)/z € QF} e 2% € QF;VEk, de
forma andloga a demonstracio da proposicao 3.2.1, item (b)(iv), prova-se que ¢%(z*+1, 2%) <
2||F(2**t1) — F(2%)|. Portanto 2F+1 satisfaz (21) e (22).

[Propriedades]: Seja {2*};cn uma sequéncia gerada de forma aleatéria pelo algoritmo QDV-

II. Temos: {z"}yen € limitada; Vz € R\ {0}, {(F(2"), 2) }ken € ndo crescente e convergente;

klim |F (" —F(z®)| =0e klim q(z"1, 2F) = 0. As provas destas propriedades sao andlogas
—00 —0

as demonstragoes da proposicao 3.2.1.

[Convergéncia]: Seja {z"}rcn uma sequéncia gerada pelo algoritmo QDV-II. Entdo existem
z* € R" e {2%1} jcn subsequéncia de {z*}en tal que lim z% = 2*. Como ||2F|; = 1,Vk € N,
Jj—00

existem z € RT \ {0} e 2" subsequéncia de {zF}ren tal que limj_o 2% = z. Por (21),
existem (KL € 9(q(., 2M))(xF1F1) e vPi L € Nog, (xF171) tal que — B, g(zP L, ahr)¢hitt —pkitl ¢
8% Y, (zM+1). Logo, pela desigualdade do er,-subgradiente para a funcao convexa Uy, , temos:
Vo € R™, Wy, () > Uy, (aF171) — By, q(aFi T ghr) (¢t o —ghithy — (pRitl g gl g Portanto, como

klim er = 0, de forma analoga a demonstracao do teorema 3.2.1 conclui-se que =* é uma solucao
—00

Pareto fraco para o problema de otimizac¢ao multiobjetivo irrestrito (P). ]

5 Experimentos numéricos

Em nossos experimentos, analisamos o desempenho do método QDV-I em duas instancias que
foram propostas por Li e Zhang (2009). Consideramos as seguintes fungoes testes: (Abaixo,
considere J1 ={j:jmpare2<j<n}leo={j:jpare2<j<n})
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(LZFl): Fl = (fll(l‘),flg(l‘)); T € [0, 1] X [—1, 1]n—1 onde fll(x) =x1 + (2/|J1|) Zjeh (:Ej —
sin(6rz1 + jm/n))? e fia(z) =1— /z1 + (2/|)2]) > jes,(@j — sin(6mzy +jm/n))%. O conjunto
pareto solugao (PS) de (LZF1) é dado por: x; = sin(6mxy + jm/n);x1 € [0,1], j =2,...,n.
(LZF2): F = (for1(z), foa(x)); # €[0,1] x [-1,1]""! onde for(x) = 21 + (2/|J1]) > jen (@) —
0.8z1 cos(6mz1 + jm/n))? e fo(x) =1 — 1 + (2/])2]) > jes, (@ — 0821 sin(6my + jm/n))2.
O conjunto pareto solucao (PS) de (LZF2) é dado por: z; = 0.8z cos(6mz1 + jm/n);x1 € [0,1]
se j € J1 e xj = 0.8z sin(6mxy + jm/n);x1 € [0,1] se j € Jo.

No método QDV-I, temos o seguinte problema de otimizagao restrita a cada iteracao
[min f(z) = (F(x),2*) + (ax/2)¢*(x, 2%)||2F|l1 s.a. ¢j(x) = Fj(z*) — Fj(x) > 0], onde {2} C
R™ \ {0} é uma sequéncia gerada de forma aleatéria e satisfazendo ||2*||; = 1. A rotina de
minimizacao local para problemas restritos utilizada foi a VF04 disponibilizada em linguagem
Fortran pela Harwell Mathematical Software Library (http://www.hsl.rl.ac.uk/).

Finalizamos as iteracoes quando a distancia relativa entre as iteragoes sucessivas foi inferior
a 1072, isto é, quando ||z* —2* Y| oo /(14 ||2%]|0o) < 1075, A sequéncia de parametros foi gerada
seguindo a regra oy = k/(1 + k). Fixamos os parametros ¢t = (1,...,1) e ¢~ = (0.5,...,0.5)
da fungao quase-distancia definida no Ezemplo 2.1.1 da secao 2.1. O erro cometido considerado
foi ||z* — x} |1 onde z* é a solugao exata mais proxima da solugao aproximada z fornecida
pelo método.

Na tabela abaixo, M (k), m(k), m(k), Ex, Em e E sio respectivamente, em 300 experimen-
tos, o maior nr. de iteracoes, o menor nr. de iteragoes, a média do nr. de iteracoes, o maior
erro, o menor erro e a média dos erros cometidos. Em todos os experimentos consideramos as
instancias envolvendo 30 variaveis, ou seja, n = 30, as iteragoes iniciais sao escolhidas de forma
aleatéria e o nimero méaximo de iteragoes considerado é 1000. Na figura 1 abaixo, vemos as
projecoes sobre o espago 1 — x9 — x3 das solucoes obtidas e as curvas Pareto relacionadas as
instancias LZF1 e LZF2. Vemos que todas as solugoes estao sobre as respectivas curvas.

Instancia | M (k) | m(k) | m(k) Ey E, E
LZF1 i 2 | 9,61 | 1,76E-04 | 9,05E-08 | 1,84E-05
LZF2 7 2 2,54 | 1,96E-06 | 1,38E-09 | 2.71E-07

Tabela 1: Nudmero de interagoes e o erro cometido em 300 experimentos.

LZF1 LZF2

100 10

Figura 1: Projegao sobre o espaco 1 — x2 — x3 das 300 solugoes obtidas utilizando o método
QDV-I nas instancias LZF1 e LZF2.
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6 Conclusoes finais

Neste trabalho, apresentamos um método proximal com a regularizacao envolvendo uma funcao
quase-distancia para determinar solu¢oes Pareto fraco para o problema de otimizagao multi-
objetivo irrestrito (P) onde o vetor de objetivos F' : R” — R™ é uma aplicacdo convexa e
possuindo uma das fungées objetivo coerciva.

Bonnel et al. (2005) desenvolveram em otimizagao vetorial, uma versao exata e uma versao
inexata, de um método proximal vetorial com regularizacdo quadratica. Baseados neste tra-
balho, desenvolvemos uma versao exata (QDV-I) e uma inexata (QDV-II) de um método
proximal vetorial com regularizagdo dada por uma funcao quase-distancia.

Uma vez que a distancia Euclidiana é uma funcao convexa em cada um de seus argu-
mentos, Bonnel et al. utilizaram a proposicao 2.3.2 para escalarizar os subproblemas de seu
algoritmo e entao provaram a convergéncia de qualquer sequéncia gerada pelo método. Como
a quase-distancia nao é necessariamente uma fungao convexa em nenhum de seus argumentos,
nao foi possivel aplicar a proposicao 2.3.2 nos subproblemas de nosso algoritmo. Contorna-
mos esta dificuldade desenvolvendo outro resultado de escalarizacao (Proposigao 3.1.2) com
menos exigéncia que a proposicao 2.3.2. Desta forma e com argumentos diferentes, provamos
a convergéncia de qualquer sequéncia gerada pelos nossos algoritmos QDV-1I e QDV-II.
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