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RESUMO

Este artigo apresenta os conceitos fundamentais de modelos de programacao linear com
multiplas fungdes objetivo, processos de calculo de solugbes ndo dominadas recorrendo a
otimizacdo de funcbes escalares substitutas e uma breve descricdo de algumas abordagens
interativas. Os exemplos ilustrativos sdo apresentados de forma didatica tirando partido de uma
aplicacdo computacional, a qual possui o duplo propésito de constituir um auxiliar no ensino
destas matérias a alunos de graduagdo e pés-graduagdo bem como constituir um sistema de apoio
a decisdo capaz de ser utilizado em problemas reais.

PALAVRAS CHAVE. Otimizacao multiobjetivo, métodos interativos, apoio a decis&o.

ABSTRACT

This paper presents the main concepts in linear programming models with multiple
objective functions, the computation processes to obtain non-dominated solutions by optimizing
surrogate scalar functions, and a brief description of some interactive approaches. The illustrative
examples are presented in a didactic manner, by making the most of a computational application
that has the double aim of aiding in teaching those topics to undergraduate and graduate students
as well as providing decision support in real-world problems.

KEYWORDS. Multiobjective optimization, interactive methods, decision support.
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1. Introdugéo

A utilizacdo de modelos de otimizacdo considerando multiplas fungdes objetivo é, em
geral, baseada no reconhecimento de que nos problemas reais existem maultiplas Oticas para
avaliar o mérito das solugdes admissiveis. Ou seja, queremos a solu¢do que minimiza o custo,
mas também que minimiza o impacte ambiental, que maximiza a fiabilidade do sistema, que
minimiza as perdas, etc. Assim, 0s modelos de otimizacdo devem responder as caracteristicas
fundamentais do problema que pretendem representar incluindo explicitamente estes multiplos
aspetos de avaliacdo como funcdes objetivo distintas, conflituosas (ndo existe, em geral, uma
solucdo que otimize simultaneamente todas as fungdes) e incomensurdveis (expressas em
diferentes unidades de medida). O conceito chave em otimizacdo multiobjetivo é o de solucéo
ndo dominada (6tima de Pareto, eficiente, ndo inferior), que é uma solucéo para a qual ndo existe
outra solugdo admissivel que melhore simultaneamente todas as fun¢Ges objetivo, i.e. a melhoria
numa funcdo objetivo sé pode ser alcancada a custa da degradacdo do valor de pelo menos uma
das outras fungdes objetivo.

Existem muitas abordagens que, embora reconhecendo a natureza multiobjetivo do
problema, fazem depois uma agregacdo a priori das fungdes objetivo, em geral construindo uma
funcdo Unica através da monetarizacao de efeitos (por exemplo, impactes ambientais) de natureza
diversa. Estas abordagens falham ao ndo captar devidamente a conflitualidade entre as funcfes
que operacionalizam aspetos de avaliacdo de natureza distinta e impedir a exploracdo dos
compromissos (tradeoffs) entre elas. Assim, 0os modelos de otimizagdo multiobjetivo permitem
ndo apenas captar mais adequadamente as caracteristicas essenciais do problema real mas
também melhorar a percepcdo dos problemas por parte dos decisores. Adicionalmente, as
abordagens multiobjetivo possibilitam que o processo de estruturacdo do problema e de
construcdo dos modelos seja mais rico, pela capacidade de incorporar multiplas perspectivas, e
que a fase de anélise critica dos resultados seja também mais informada ao permitir explorar um
conjunto de solugbes com diferentes caracteristicas, revelando distintos compromissos entre as
funcGes objetivo. Esta questdo € de grande importancia pois o conceito de solu¢do ndo dominada
comporta escassa informacdo (no contexto da escolha de uma solucgéo final), dado que a simples
comparacdo entre solugdes ndo dominadas ndo providencia uma recomendacao.

Se uma solucdo final deve ser encontrada no conjunto (geralmente muito vasto) das
solucBes ndao dominadas, é entdo necessario que, para além de usar técnicas de célculo que
garantam que as solugdes obtidas s&o de fato ndo dominadas, a informagao sobre as preferéncias
do decisor possa ter um papel na avaliagdo do respectivo mérito permitindo distinguir entre elas.
As preferéncias do decisor podem ser entendidas como modelo pessoal da realidade, ndo
necessariamente formalizado, ao qual recorre para expressar informagdo passivel de ser usada
para estabelecer relagdes (de preferéncia forte ou fraca, de indiferenca, ou mesmo de
incapacidade em comparar) entre as solucdes em apreciacdo. Neste contexto, o problema
multiobjetivo € por nés colocado como a escolha, no conjunto de soluges ndo dominadas, de
uma destas solucdes que seja um compromisso aceitavel pelo decisor como resultado do processo
de apoio a tomada de decisdo tendo em atencdo as suas preferéncias. Consideramos que as
preferéncias do decisor ndo devem ser uma dado pré-existente e estavel no quadro desse
processo, mas estdo sujeitas a evolucdo a medida que vai sendo reunida mais informag&o sobre as
caracteristicas das solucdes ndo dominadas em diferentes regifes do espaco de pesquisa
determinado pelo modelo matematico. O processo de apoio a decisdo baseado em modelos de
otimizacdo multiobjetivo é, assim, constituido por ciclos interativos de calculo de solucdes, de
avaliacdo destas solucBes, de possivel alteragdo da estrutura de preferéncias face a nova
informacdo disponivel, com vista a “convergéncia” para uma solucdo final que estabeleca um
compromisso aceitavel entre as funcdes objetivo (ou a selecdo de uma “amostra” de solugbes nao
dominadas, para posterior analise mais detalhada).

Na secdo 2 sdo apresentados 0s conceitos essenciais em modelos de otimizacdo
multiobjetivo. Na secdo 3 sdo descritas técnicas de calculo de solugbes ndo dominadas usando
fungdes escalares substitutas. Na secdo 4 sdo brevemente mencionados alguns métodos
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interativos para modelos de otimizacdo linear multiobjetivo. Na secdo 5 é apresentada uma
aplicacdo computacional interativa que implementa estes métodos, bem como outros processo de
calculo, de forma integrada, i.e. permitindo usar, num dado método, informacdo obtida usando
outro método.

2. Otimizacéao linear multiobjetivo - conceitos fundamentais

O problema de otimizagéo linear multiobjetivo considera p funcfes objetivo lineares a
serem otimizadas numa regido admissivel definida por um conjunto de restri¢cdes lineares:

n
max z, =f (x)=c, x= Z:cljxj (1)
=1

n
max z,=f,(x)=c,x= Zczjxj
j=1

n
max z,=f (x)=c, x= Zcpjxj

j=1
n
s.a  paX;=b i=l..m
j=1
Xj >0 j:1,...,n

ou
"Max"z =f (x) = C x

ssa XxeX={xe R"x>0,Ax=b,be R}

C ¢ a matriz dos coeficientes das fungBes objetivo, cujas linhas séo os vetores c,
(coeficientes da funcdo objetivo f,(x)). A & a matriz dos coeficientes tecnoldgicos, tendo todas as
restricbes sido convertidas em igualdades através da introdugdo de varidveis desvio (slack e
surplus) auxiliares. b é o vetor dos termos independentes (tipicamente recursos disponiveis para
restricdes do tipo < ou requerimentos para restrigdes do tipo >).

Assume-se que a regido admissivel X é ndo vazia e compacta. Sem perda de
generalidade, considera-se que as fungdes objetivo sdo todas a maximizar para facilitar a notacéo.

As solucbes admissiveis do espaco das variaveis de decisdo x € X sdo mapeadas no
espaco das fungdes objetivos, de dimensdo p, F = {z = f(x) € RP": x € X}. Ou seja, uma solugéo
admissivel x € X tem como representa¢do um vetor z = f(X) = (z1, z,,..., Zp) Uma solugéo x' € X
é eficiente se e sO se ndo existir uma outra solucéo x e X tal que fy(x) > fx(x’) para todo o k (k
=1,...,p), sendo a desigualdade estrita para pelo menos um k, f (x) > fi(X’). Xg representa o
conjunto das solucGes eficientes. O ponto z = f(X) no espaco das funcbes objetivo € ndo
dominado (ndo inferior) see s se x € Xg,ousejaFe ={z=1(X) € F: x € Xg}.

Uma solugdo x' e X é fracamente eficiente se e s6 se ndo existir uma outra solucéo X e
X tal que fy(x) > fi(x’) para todo o k (k=1,...,p). Xge representa o conjunto das solugdes
fracamente eficientes. O ponto z = f(x) no espaco das fun¢des objetivo é fracamente ndo
dominado se e sO se X € Xgg, ouseja Fre = {z=1(X) € F: x € Xge}

Por definicdo, o conjunto de solugdes fracamente eficientes inclui as solucGes
(estritamente) eficientes. De uma forma geral, por razbes de ordem prética, quando se
mencionam as solugdes fracamente eficientes ndo se estdo a considerar as solugdes estritamente
eficientes.

A fig. 1 ilustra os conceitos de solucéo eficiente e fracamente eficiente, para o problema
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max f;(X) = X1+ X
max fo(X) =-4 x; + 3 X,
s.a X e X

As solucBes sobre os segmentos BC, CD e DE sdo estritamente eficientes (ndo
dominadas), enquanto as solucBes sobre o segmento EF, exceto E, sdo apenas fracamente
eficientes (ndo dominadas).

fi
XZA

D(7,6)

F(12,4)

E(16.-29)

G(13,2)
F(16,-36)

A1) H(10.1)

» G(15,-46)

Fig. 1 - lustracdo dos conceitos de solucéo eficiente e fracamente eficiente, num problema com
duas funcBes objetivo a maximizar

A solugdo ideal z* (ou ponto utopia) é o0 ponto, no espaco dos objetivos, cujas
componentes sdo o 6timo de cada funcdo objetivo na regido admissivel, quando otimizadas
separadamente. Em geral, a solugdo ideal ndo pertence a regido admissivel (se fosse admissivel, a
a solucéo ideal otimizaria simultaneamente todas as funcbes objetivo, o que significaria que as
funcBes ndo estariam em conflito). A solucdo ideal z* existe sempre no espago dos objetivos,
nem pode ndo existir x*, no espaco das varidveis de decisdo, mesmo que ndo admissivel, tal que
z*=f(x*). A solucdo ideal é frequentemente usada como ponto de referéncia (inatingivel) do
decisor em fungOes escalares substitutas que representam uma distancia a minimizar para
determinar uma solucdo de compromisso, i.e. captando a atitude de procurar uma solucdo que
esteja tdo proxima quanto possivel do melhor valor que é possivel obter em cada funcao objetivo.

3. Técnicas de calculo de solugdes eficientes em otimizac&o linear multiobjetivo

As fungdes usadas em técnicas de célculo de solugbes eficientes designam-se por
funcGes escalares substitutas. A solucdo 6tima destas fungdes deve ser uma solucéo eficiente do
modelo multiobjetivo original. Estas fun¢bes agregam transitoriamente numa Unica dimenséo as
p fungdes objetivo originais e incluem parametros associados a expressdo das preferéncias do
decisor.

As funcgdes escalares substitutas devem gerar apenas solucdes eficientes, devem poder
obter qualquer solucdo eficiente e devem ser independentes de solugdes nédo eficientes. Para além
disso, o esfor¢co computacional envolvido na otimizagdo da funcéo escalar substituta ndo deve ser
muito elevado, os pardmetros de informacdo de preferéncias devem ter uma interpretacdo
simples. No nosso trabalho, estas fung¢des escalares substitutas ndo séo consideradas como uma
“verdadeira” representacdo analitica rigida das preferéncias do decisor, mas sim um meio de
agregar as multiplas fungdes objetivo e gerar solucdes eficientes a propor ao decisor que estejam
de acordo com a informacao de preferéncias por este expressa.

3.1. Otimizacéo de uma fungéo objetivo considerando as outras como restri¢des

O problema escalar a resolver consiste em adotar uma das func¢Ges objetivo originais
como fungdo otimizar, tratando as outras p-1 fungbes como restri¢des através da especificacao de
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niveis inferiores que o decisor esta disposto a admitir.

max  z,=f(x)=c,x 2
s.a f(x)=c, x>e, k=1,...,p ; k#i
X e X

Se X’ € X for solugdo Optima Unica de (2) para algum i, com ey qualquer, entdo x’ é
uma solucdo eficiente do problema multiobjetivo (1) (Steuer, 1986; Climaco et al., 2003). A
informacdo de preferéncias do decisor é obtida através da escolha da funcéo objetivo a optimizar
e dos limites inferiores e, para as outras funcdes objetivo que séo transformadas em restrigdes.
Atraveés da resolucéo do problema (2) para algum i e da variagéo dos valores e, € possivel obter
todo o conjunto das soluc@es eficientes, quer sejam ou ndo vértices da regido admissivel original.

Note-se que se estes limites forem muito exigentes a regido admissivel de (2) pode ser
vazia e sera entdo necessario tornar os valores de e, menos restritivos. Se existirem otimos
alternativos para o problema (2) s6 existe a garantia de obter solugcdes fracamente eficientes. Esta
dificuldade é facilmente resolvida adicionando um termo de perturbacdo a funcdo objetivo do

p
problema (2), que seria entdo ¢, X + Zpkckx, com py > 0 suficientemente pequenos, garantindo
k=1;k=i

gue X’ seja estritamente eficiente para o problema (1).
No exemplo da figura 2, escolhendo f,(x) para otimizar e transformando fi(x) em
restrigdo, f1(x) > e, a resolugdo do problema (2) da como 6timo a solugdo eficiente E situada

sobre o segmento eficiente CB. Se considerarmos a restrigdo f;(x) > e; (i.e., 0 decisor era menos

exigente no valor minimo que estaria disposto a aceitar para f;(x)) a solu¢do 6tima seria o ponto
F, sobre 0 segmento DC, que é apenas fracamente eficiente. Neste caso, a funcdo objetivo com o
termo de perturbacéo teria como solucdo étima o ponto C que € eficiente.

fi(x)> e",

x7 (x> ¢
D c
o x e
A
\ A

Fig. 2 - Otimizagdo da funcdo objetivo f,(x) considerando a funcéo f, (x) como restrigéo

3.2. Otimizacdo de uma soma pesada das funcdes objetivo
O problema escalar a resolver consiste na otimizacdo de uma funcéo objetivo que é uma
soma pesada das p funcdes objetivo originais considerando pesos A, positivos.

4729



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacién Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

max z; = Aq f1(X) + A, F2(X) +...4 A, Fp(X) :Zp"ikckx (3)

s.a xeX -

A’={ A e R A >0, k=1,2,....p, Z::lik =1} é o conjunto de pesos admissivel e
A={A e R N>0,k=12,..p, z:ﬂﬂk =1} é o interior de A°, i.e. evitando pesos nulos.

X’ € X é uma solucdo eficiente para (1) se e s6 se for uma solucdo 6tima para (3), para
um qualquer conjunto de pesos A € A_(Steuer, 1986; Climaco e tal., 2003). A solugdo étima do
problema (3) é uma solucdo bésica, i.e. um vértice da regido eficiente.

Considerando pesos nulos, i.e. A € A% com algum X,=0, podem existir solucdes 6timas
de (3) que sdo apenas solucbes fracamente eficientes do problema multiobjetivo (1) no caso de
existirem solucBes étimas alternativas. Portanto, X’ € X é uma solucéo eficiente para (1) se for
uma solugéo 6tima para (3), com A € A°, verificando pelo menos uma das condigdes: A € A ou x’
é solucdo 6tima Unica de (3) com A € A°.

A informacdo de preferéncias do decisor consiste na especificacdo dos pesos das
fungdes objetivo. A interpretacdo dos pesos como medidas absolutas da “importancia” a atribuir a
cada funcdo objetivo pode conduzir a resultados de alguma forma contraditérios ou
surpreendentes, pois ndo ha garantia de que as solucBes encontradas resolvendo o problema (3)
estejam de acordo com as preferéncias subjacentes a especificacdo dos pesos. Por exemplo, em
determinadas condicgdes é possivel obter a solucdo eficiente que otimiza f(x) com A,=0.

No contexto desta técnica de otimizagdo de uma soma pesada das multiplas fungoes
objetivo, pode ser construido um quadro simplex multiobjetivo juntando ao quadro simplex
normal uma linha por cada funcéo objetivo:

A b
-C 0

Relativamente & base B este quadro é transformado da seguinte forma:

XN XB
BN I B*b
Cg BIN-Cy 0 CgB'b

sendo B e N, Cg e Cy as sub-matrizes de A e de C correspondentes as varidveis basicas (xg) e
nao basicas (xy), respectivamente.

A matriz dos custos reduzidos relativa a base B é dada por W=Cg B* N - Cy.

B é uma base eficiente se e s6 se for uma base 6tima do problema escalar soma pesada
(3), para algum vetor de pesos A € A, ou seja B é uma base eficiente se e s o sistema {A" W>0,
A € A} for coerente.

A representagdo grafica do conjunto de pesos A que conduz a uma solucdo basica
eficiente pode ser obtida através da decomposi¢do do diagrama paramétrico A. A regido
constituida pelo conjunto de pesos correspondente a uma solucdo basica eficiente (regido onde se
verifica {A" W>0, A € A}) designa-se por regido de indiferenca. Ou seja, o decisor pode ser
indiferente a todas as combinagdes de pesos nessa regido porque otimizando uma funcdo soma
pesada com qualquer um desses conjuntos de pesos a solucdo 6tima do problema (3) € a mesma
solucdo eficiente. Uma fronteira comum a duas regides de indiferenca significa que as respectivas
soluces basicas eficientes estdo ligadas por uma aresta eficiente. Um ponto A € A pertencente a
varias regides de indiferenca indica que estas correspondem a solucdes eficientes localizadas na
mesma face eficiente, i.e. otimizando uma funcdo soma pesada com este conjunto de pesos
obtemos todas as solugdes basicas (vértices) que definem a face como étimos alternativos de (3).
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Devido a condi¢cdo de normalizagdo Aq+A,+...+A,=1, A pode ser representado num
diagrama de dimensdo p-1. Na figura 3 é apresentado o diagrama paramétrico de um problema
com trés funcBes objetivo, mostrando as regides de indiferenca associadas as solugdes basicas
eficientes que otimizam individualmente cada funcéo objetivo (solucgdes 1, 2 e 3, para as funcbes
f1(X), f2(x) e f3(x), respectivamente) e a uma solucdo (solucéo 4) obtida com pesos iguais para
todas as funcBes objetivo em (3).

S,
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o
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Fig. 3 - O diagrama paramétrico (para um problema com 3 fung6es objetivo) mostrando
as regibes de indiferenca correspondentes as soluc¢des que otimizam individualmente cada fungéo
objetivo (1, 2, 3) e a outra solugdo obtida com pesos iguais (4)

3.3. Minimizacao da distancia a um ponto de referéncia

Dado que a solugdo ideal representa o melhor valor alcangdvel para cada funcéo
objetivo isoladamente, este ponto é geralmente usado como ponto de referéncia que o decisor
gostaria de atingir. Dada a conflitualidade entre as funcdes, esses valores para cada funcdo néo
sdo alcancéveis simultaneamente. Este problema escalar consiste entdo em calcular uma solucéo
eficiente que esteja tdo proxima quanto possivel (de acordo com uma dada métrica) dessas
aspiracdes do decisor.

Usando a familia de métricas L e sendo a solucdo ideal o ponto de referéncia, o
problema consiste em

min || z* - f(X) ||p 4

s.a X e X

Se se admitir que as diferencas em cada dimensdo “valem” de forma diferente,
consideramos uma métrica Lg ponderada, com A>0.

min Al z*-f(X) ||p )

S.a X e X

A especificacdo da métrica, B, permite captar diferentes atitudes do decisor. Para p=1
(Manhattan) todos os desvios das funcGes objetivo em relacdo ao ponto de referéncia sdo
considerados na proporgdo direta da sua grandeza. Para 2<f3<oco maiores desvios vao tendo cada
vez mais importancia. Para f=c (Chebyshev) apenas o maior (pior) desvio ¢ tido em conta. Para
além da escolha do tipo de métrica, a informacdo de preferéncias é realizada através da

especificagdo do ponto de referéncia e dos pesos associados a métrica. Os contornos de
isodistancia e o uso em func@es distancia das métricas L1, L2 e Loo sdo ilustrados na figura 4.

4731



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacién Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

f

*
N
*

(@ (b)
Fig. 4 - (a) Contornos de isodistancia e (b) uso em func¢des distancia, das métricas L,
L2 e LOO

Seja x° solucdo do problema (4) considerando a métrica L., (ndo ponderada), i.e.
pretendemos minimizar a maxima diferenca de cada funcdo objetivo em relagdo ao seu valor
6timo (maior diferenca entre as componentes de z* e f(x°)). Entdo o problema

min | mex ;-1,09)| ®
tem como solucéo x° se e s6 se x° e v° forem solucéo do problema (7)
min v @)
s.a v>z, —f(X) ;k=1,.p
X € X
v>0

Para um problema de programacdo linear multiobjetivo, apenas as métricas L, ou L.,
conduzem a problemas escalares substitutos lineares.

4. Métodos interativos para modelos multiobjetivo

Os métodos interativos compreendem duas fases essenciais: de calculo, em que sdo
calculadas solucdes eficientes, e de didlogo, em que face a estas solugdes o decisor € chamado a
expressar as suas preferéncias de modo a conduzir o processo interativo, e assim reduzir 0 ambito
da pesquisa e o respectivo esfor¢co computacional. Alguns métodos podem pressupor a existéncia
de uma fungdo valor implicita do decisor, cuja forma funcional ndo é conhecida, mas onde se
assume que o decisor tem a capacidade de providenciar informagdo coerente com essa funcéo
qguando questionado no ambito do protocolo de didlogo desses métodos, por exemplo
respondendo a questdes que envolvem a comparacdo de pares de solugdes. Os métodos
interativos permitem a adaptagdo na expressdo de preferéncias ao longo do processo de decisdo, a
medida que o decisor vai aprendendo quer sobre o problema, e 0s compromissos associados a
diferentes regides do espaco de pesquisa, quer consolidando as suas proprias preferéncias. A
disponibilidade e uma cada vez maior capacidade de célculo, incluindo graficos, permite a
construcdo de sistemas de apoio a decisdo baseados em métodos interativas para modelos
multiobjetivo.

Classificagbes possiveis para os métodos interativos sdo baseadas na estratégia de
reducdo do &mbito da pesquisa, no problema escalar substituto utilizado para agregar as fungdes
objetivo, e na flexibilidade permitida a intervencdo do decisor. Assim, Climaco et al. (2003) (ver
também Steuer, 1986), quanto a redugdo progressiva da regido eficiente que pode ser pesquisada
em fases seguintes, distinguem métodos de reducdo progressiva da regido admissivel, de reducéo
progressiva do diagrama paramétrico, de contracdo progressiva do cone dos gradientes das
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fungdes objetivo, e de pesquisa direcional. Em relacdo a fungdo escalar substituta, estes autores
consideram a otimizacdo de uma funcéo objetivo restringindo as outras, a soma ponderada das
funcGes objetivo, e a minimizacdo de uma distancia a um ponto de referéncia. A classificacdo dos
métodos como ndo estruturados ou estruturados resulta, para estes autores, da possibilidade de o
decisor intervir para solicitar a realizacdo de uma dada operacdo em qualquer momento do
processo ou ser obrigado a uma seqliéncia pré-determinada de fases de célculo e de dialogo,
respectivamente.

O "Step Method" (STEM) (Benayoun et al., 1971) é um método interativo de reducéo
da regido admissivel. Em cada fase de célculo é calculada a solu¢do que minimiza uma distancia
pesada de Chebyshev a solugdo ideal, que é colocada a apreciacdo do decisor na fase de dialogo
seguinte. Se os valores das funcgdes objetivo sdo todos considerados satisfatorios, o processo
termina. Caso contrario, o decisor estabelece que fungdes objetivo aceita relaxar (i.e., piorar) e
qual o valor desta relaxacdo, para tentar melhorar 0s outros objetivos que ainda ndo tém valores
satisfatdrios. A regido admissivel € reduzida através de limitagdes adicionais nas fungdes
objetivo: as que tinham valores ainda ndo satisfatorios ndo podem piorar e aceita-se piorar no
méaximo a quantidade de relaxacdo nas que ja tinham valores satisfatorios.

No método "Interval Criterion Weights" (ICW) (Steuer, 1977, 1986) reduz-se
progressivamente o cone convexo gerado pelos gradientes das fungdes objetivo. Esta contragao é
feita de acordo com as preferéncias do decisor ao escolher uma solugdo numa amostra de
solucdes ndo dominadas que Ihe é apresentada em cada fase de didlogo. Em cada fase de célculo
sdo otimizadas varias somas ponderadas das funcbes objetivo, com combinacGes de pesos
regularmente dispersas no diagrama paramétrico, o que evita requerer ao decisor a indicagdo
explicita de pesos. O cone dos gradientes das funcBes objetivo é gradualmente contraido e
deslocado até se centrar numa regido de pesquisa mais limitada.

O método TRIMAP (Climaco e Antunes, 1987, 1989) permite efetuar uma pesquisa
livre no sentido de uma aprendizagem progressiva e seletiva do conjunto de soluges néo
dominadas, combinando a reducdo da regido admissivel com a reducéo do diagrama parameétrico.
Em cada fase de célculo é otimizada uma soma ponderada das fun¢des objetivo. O decisor pode
especificar limitagOes inferiores para os valores da funcGes objetivo, que sdo traduzidas para o
diagrama paramétrico, e impor restricdes diretamente nos pesos. A andlise comparativa dos
gréficos do diagrama paramétrico e do espaco dos objetivos permite ao decisor avaliar o interesse
de pesquisar solugdes em regides ainda ndo exploradas.

O método "Pareto Race" (Korhonen e Wallenius, 1988) permite ao decisor uma
pesquisa direcional livre sobre a regido ndo dominada. A informacao de preferéncias consiste na
indicacdo das funcdes objetivo a melhorar, 0 que provoca a alteracdo a direcdo da pesquisa. As
solucdes séo calculadas definindo uma direcéo que oferece uma variagdo nos valores das funcées
objetivo que estad de acordo com as preferéncias do decisor, a qual é depois projetada sobre a
regido ndo dominada.

5. Uma aplicacdo computacional interativa para modelos de otimizacgao linear multiobjetivo

Neste contexto, foi desenvolvida uma aplicacdo computacional integrando diferentes
abordagens acima descritas para problemas de otimizagdo multiobjetivo. A principal intencéo
desta aplicagdo é o seu uso no ensino de estudantes de graduagdo e pds-graduagdo em cursos de
engenharia e de economia e gestdo, oferecendo-lhes um ambiente interativo através do qual os
principais conceitos e métodos podem ser aprendidos através de experimentacdo, com 0 seu
préprio ritmo de aprendizagem. Adicionalmente, esta aplicacdo permite aos estudantes assumir o
papel de decisores e explorar diferentes estratégias de pesquisa e diferentes compromissos entre
as funcbes objetivo em competicdo, conduzindo a obtengcdo de diferentes solucbes néo
dominadas. Para além do uso na sala de aula, esta aplicacdo é dada aos estudantes para
desenvolverem, individualmente ou em grupo, 0s seus proprios projetos. A integracdo num
ambiente operacional coerente de diferentes abordagens interativas tem revelado ser um
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excelente utensilio para suscitar o interesse dos estudantes nos topicos de otimizacdo
multiobjetivo, melhorar as suas aptidGes técnicas e mesmo providenciar treino como decisores.

A decomposicdo do espaco paramétrico, complementada com o grafico 2D/3D do
espaco das fungbes objetivo em problemas com 2 ou 3 funcgdes objetivo, permite perceber a
geometria da regido ndo dominada e os tradeoffs entre as fun¢des em diferentes zonas. No
exemplo da figura 5 sdo conhecidas todas as 11 solucdes bésicas (vértices) ndo dominadas que
definem 3 faces ndo dominadas. A funcdo 2 tem dois vértices 6timos alternativos: solucbes 2 e 4,
pois podem ambas ser obtidas otimizando uma soma pesada com A,=1. Note-se, como aspecto
particular, que as solucbes 3, 10, 8 e 6 estéo localizadas sobre a mesma face, mas as solugdes do
interior da face sdo dominadas pelas solucdes sobre as arestas 3-10, 10-8, e 8-6.
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Fig. 5 - Decomposicao do espago paramétrico e regido ndo dominada no espago das funcdes
objetivo

A figura 6 mostra os resultados ap6s duas iteragdes do método STEM. Face a solugdo
inicial (que minimiza uma distancia de Chebychev ponderada & solugdo ideal) foi decidido
relaxar (aceitar piorar) 15 unidades na funcéo objectivo 2. Em relacdo a solucdo agora obtida foi
permitido relaxar simultaneamente a fungdes 2 e 3 para melhorar a funcdo 1.

A figura 7 mostra os resultados obtidos pelo método ICW apds a solucdo 2 ter sido
escolhida em duas iteracGes sucessivas como a preferida entre as solu¢bes geradas pelo método,
com base na otimizacdo de somas pesadas com pesos bem distribuidos. Nestas circunstancias
apenas a solugdo 2 e a solucdo 7 sdo ainda alcangéveis, apos a contracdo do cone gerado pelos
gradientes das funces objetivo.

O método Pareto Race permite “viajar” sobre a regido ndo dominada como se o decisor
estivesse a dirigir um automovel, controlando a direcdo do movimento (preferindo melhorar
diferentes funcbes objetivo) e a velocidade (obtendo solugdes mais ou menos proximas umas das
outras). Na figura 8, a “viagem” € realizada sobre a aresta 2-4 cujas solucdes sdo dtimas
alternativas da funcéo 2.

6. Conclusdes

Os modelos e métodos de otimizagéo linear com multiplas fungdes objetivo sdo a mais
adequada “porta de entrada” para apresentar a alunos de graduacdo e pés-graduagdo os conceitos
fundamentais, os processos de célculo de solugdes ndo dominadas e a necessidade de exploracdo
de compromissos (tradeoffs) subjacentes a processos de decisdo multiobjetivo. O utensilio
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computacional aqui apresentado permite ndo apenas que os alunos possam aprender conceitos e
técnicas ao seu proprio ritmo através de experimentagdo como lhes permite assumir o papel de
decisores e explorar diferentes estratégias de pesquisa e compromissos entre 0s objetivos que
possam conduzir a escolha de uma solugdo ndo dominada. Este ambiente interativo pode ser
descarregado a partir do site do Instituto de Engenharia de Sistemas e Computadores de Coimbra
(www.inescc.pt).
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