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RESUMO

Neste artigo apresentam-se 0s conceitos fundamentais de programagéo linear inteira e
inteira-mista multiobjetivo, faz-se uma breve revisdo de métodos geradores de solucgdes
eficientes, para este tipo de problemas, e mostram-se alguns novos desenvolvimentos na area. De
entre os desenvolvimentos mais recentes, destacamos a exploracdo do espaco dos pesos ha
pesquisa de solucdes eficientes suportadas, desenvolvida por nds ou por outros autores.

PALAVARAS CHAVE. Otimizacdo multiobjetivo. Programagcéo inteira mista
multiobjetivo. Métodos geradores.

ABSTRACT

This paper presents the fundamental concepts in multiobjective linear integer and
mixed-integer programming, reviews generating methods of efficient solutions for this type of
problems and shows some new developments in the area. Among the most recent developments,
we highlight procedures that exploit the weight space for computing supported efficient solutions,
which have been developed by us or by other authors.

KEYWORDS. Multiobjetive optimization. Multiobjective mixed integer programming.
Generating methods.
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1. Introdugdo

O problema de programacéo linear inteira multiobjetivo (PLIMO), em que todas as
variaveis de decisdo sdo inteiras, ou inteira-mista multiobjetivo (PLIMMO), em que s6 algumas
das variaveis sdo inteiras, pode definir-se da seguinte forma:

max z, = f (x) = c'x
"Max" z =f(x) =Cx (1)
max z = fp(x):cpx

sa: XeX ={XEER”|Ax=b,x20,xj inteira,jel}

I é o conjunto dos indices das variaveis inteiras, | <{1,...,n}, |#&. C é a matriz dos
coeficientes das funcdes objetivo cujas linhas sdo os vetores (1xn) c*, k=1,...,p. A é a matriz
(mxn) dos coeficientes técnicos das restricGes e b é o vetor (mx1) dos termos independentes das
restri¢des. Assume-se que a regido admissivel X é ndo-vazia e limitada.

A existéncia de varidveis inteiras em modelos de programacgdo multiobjetivo acrescenta
vérios tipos de dificuldades na resolu¢do dos problemas, mesmo em problemas lineares. Por
exemplo, a regido admissivel deixa de ser convexa e, por isso, 0 desenvolvimento de métodos
para problemas PLIMO/PLIMMO est4 para além de uma simples combinacdo de métodos de
programagcao linear multiobjetivo com técnicas de calculo de solugdes inteiras.

Neste artigo, comegcaremos por expor, na sec¢do 2, 0s conceitos fundamentais de
programacdo multiobjectivo, em particular, para os casos PLIMO e PLIMMO, e apresentaremos
processos de célculo de solugdes eficientes usando funcdes escalares substitutas (técnicas de
escalarizacdo). Na seccdo 3 discutiremos métodos para PLIMO/PLIMMO com particular
destaque para métodos geradores, que tém como intencdo gerar todas as solugdes eficientes do
problema ou um subconjunto pré-definido (como, por exemplo, as soluges eficientes
suportadas). Abordaremos apenas métodos exatos que se destinam a problemas genéricos, nao
incluindo métodos heuristicos ou meta-heuristicos, ou métodos especializados para problemas
com uma estrutura particular (como, por exemplo, problemas de fluxo em redes). Por fim, na
seccao 4, apresentaremos desenvolvimentos recentes na area baseados na exploracdo do espacgo
dos pesos, incluindo algum trabalho realizado por nés.

2. Conceitos fundamentais

Tal como em outros problemas de programagdo multiobjectivo, em PLIMO/PLIMMO
ndo existe, em geral, uma solu¢do admissivel x € X que otimize simultaneamente todas as
fungdes objetivo. O conceito de eficiéncia é, assim, definido da forma habitual:

Uma solucdo x* € X é eficiente sse ndo existe uma outra solugdo x eX tal que
f(X) > f (x’) para todo o k =1,...,p e fx(x) > f (x’) para pelo menos um k. Seja Xg 0 conjunto das
solucbes eficientes.

Uma solucdo x’eX é fracamente eficiente se e s se ndo existir uma outra solucdo x eX
tal que f(x) > fi(x’) para todo o k=1,...,p. Por definicdo, o conjunto das solucdes fracamente
eficientes inclui o conjunto das solucGes eficientes, definido antes. No entanto, por razdes de
simplicidade de linguagem, quando nos referimos a soluc¢des fracamente eficientes ndo estamos a
incluir as solugdes eficientes.

Seja Z = R a imagem da regido admissivel X no espaco das funcdes objetivo, tal que
cada ponto x € X é mapeado no ponto z = f(x). Um ponto z’ € Z correspondente a uma solugéo x’
eficiente diz-se ndo dominado (ou fracamente ndo dominado se x’ for fracamente eficiente).

O conjunto de todos o pontos ndo dominados é Zyp = {z’=f(x’) € Z: X’ € Xg}.

Um conceito importante em PLIMO/PLIMMO é a distin¢do entre solucdes eficientes

suportadas e ndo suportadas. Um ponto ndo dominado z’ € Zyp é ndo suportado se for
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dominado por alguma combinacdo convexa (ndo admissivel) de pontos pertencentes a Zyp.
Todos os pontos ndo dominados ndo suportados estdo localizados na fronteira do involucro
convexo de Z (conv Z). A um ponto z’=f(x") ndo dominado ndo suportado corresponde uma
solucdo x’ eficiente ndo suportada. As outras solucdes eficientes dizem-se suportadas. Podemos
ainda distinguir duas classes de solucdes eficientes/ndo dominadas suportadas: solugdes cujos
pontos ndo dominados zeZ sdo vértices de conv Z, a que chamamos solugdes extremas, €
solugdes cujos pontos ndo dominados zeZ estdo no interior relativo de uma face de conv Z, a que
chamamaos néo extremas.

Para ilustrar estes conceitos, consideremos o seguinte exemplo de PLIMO (exemplo 1):

{max z;=X; — Xp; MaX Z,= —X; +2Xp: X3 + 6Xp <21; 14x; + 6%, <63; X1, X2 >0 e inteiras}.

A figura 1 mostra as solucdes eficientes deste problema, suportadas e ndo suportadas,

no espaco das varidveis de decisdo (a) e no espaco dos objetivos (b). A fronteira do involucro
convexo de Z (conv Z), sobre a qual estdo os pontos ndo dominados suportados, esta assinalada a
tracejado na figura 1(b). As solugdes A, B, E, F, G e H sdo solugdes eficientes suportadas,
enquanto que C e D sdo eficientes ndo suportadas. Como se pode observar na figura 1(b), estas
solucbes sdo dominadas por algumas combinacBes convexas — ndo admissiveis — de B e E. De
entre o conjunto das solugdes eficientes suportadas, podemos ainda distinguir as solucGes
extremas A, B, E , H (vértices de conv Z) e as solugdes ndo extremas F e G que estdo sobre o
segmento de reta de conv Z que une E a H.
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Fig. 1 — Solugdes eficientes suportadas e ndo suportadas do exemplo 1.
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Fig. 2 — llustracdo de diferentes tipos de solugdes eficientes em PLIMMO.
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A figura 2 ilustra estes conceitos para um problema de PLIMMO (com duas funcgdes

objetivo a maximizar), mostrando a fronteira ndo dominada no espaco dos objetivos. Os pontos
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A, B e E (extremos) e os pontos (ndo extremos) do segmento AB sdo ndo dominados suportados;
0s segmentos CD e DE, excluindo os pontos C e E, sdo ndo dominados nédo suportadas porque
sdo dominados por combinagdes convexas (ndo admissiveis) de B e E; C é fracamente ndo
dominado porque ndo existe nenhum outro ponto que seja estritamente melhor do que ele nas
duas fungdes objetivo, mas é dominado por B que tem valor igual em z, e valor superior em z;.

Ao contrario do que acontece em programacao linear multiobjetivo (PLMO), nédo é
possivel caraterizar por completo o conjunto das solucdes eficientes de problemas
PLIMO/PLIMMO usando somas pesadas das funcgdes objetivo, porque as solugdes eficientes ndo
suportadas ndo sdo alcancaveis por este processo de escalarizacdo. Ja no que diz respeito as
solugdes eficientes suportadas, para cada uma existe sempre um vetor de pesos 1 eA={ 1 € R":

A > 0, k=1,...,p, Z,leﬂk =1} tal que a solucdo eficiente suportada é Gtima do respetivo
programa da soma pesada das fungdes objetivo:

max Zp:/ik f (X) (2)
k=1

s.a: xeX

Em PLMO, quando o programa (2) é resolvido usando o método simplex, obtém-se
sempre uma solugdo basica (vértice) eficiente do problema multiobjetivo. Solugdes ndo basicas
eficientes poderdo ser conhecidas através do célculo de 6timos alternativos para vetores de pesos
particulares que conduzem as faces eficientes do problema. No caso dos problemas de
PLIMO/PLIMMO, a otimizagdo de uma soma pesada (2), usando o método branch-and-bound,
conduz a uma solucdo eficiente suportada extrema. Se existirem 6timos alternativos, a exploracéo
da arvore de branch-and-bound permite conhecer soluc@es eficientes suportadas ndo extremas.
No entanto, nunca é possivel obter solugdes eficientes ndo suportadas com esta escalarizacéo,
mesmo que seja feita uma parametrizagcdo completa em A e sejam exploradas todas as solugdes
alternativas para um dado vetor de pesos.

Abordaremos em seguida duas formas de escalarizacdo que permitem caracterizar por
completo o conjunto das solugdes eficientes em problemas PLIMO ou PLIMMO: somas pesadas
com restri¢Bes adicionais nas fungdes objetivo e escalarizacdo baseada em pontos de referéncia.

2.1.Somas pesadas com restri¢des adicionais nas funcdes objetivo

Esta técnica consiste em introduzir restricbes adicionais no programa da soma pesada,
impondo limites inferiores para os valores das fungdes objetivo:

P

max > A T (x) (3)
k=1

s.a: fu(X)>e, k=1,....p
XeX

Esta técnica pode ser vista como uma particularizacdo da escalarizagdo genérica
proposta por Soland (1979), em que a funcgdo escalar substituta u[f(x)] pode ser arbitraria desde
que cumpra alguns pressupostos de monotonicidade. A introducdo de restricdes nos valores das
funcbes objetivo no programa da soma pesada permite calcular qualquer solucdo eficiente do
problema, suportada ou ndo suportada. Para cada solu¢do x’ € Xg, existe sempre algum vetor e
tal que x” otimiza o programa (3) com 4 €A.

O tradicional método das restri¢des (e-constraint), em que se otimiza uma das fungoes
objetivo passando as outras a restri¢cdes, pode também ser enquadrado neste tipo de escalarizacao.
Neste caso, o peso atribuido & fungdo escolhida para otimizar, seja f;(x), € 1, atribuindo-se peso 0
as outras (ou um escalar ¢ positivo suficiente pequeno, de modo a garantir que a solucéo obtida é
eficiente e ndo apenas fracamente eficiente): max f;(x)+¢&)., . f(x). As restricbes adicionais

impdem limites inferiores para as p-1 funcbes objetivo diferentes da fungdo i, isto é: f(x) > ey,
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k=1,...,p, k= i. Este processo de escalarizacdo € também completo no sentido em que permite
calcular qualquer solucdo eficiente do problema PLIMO/PLIMMO.

2.2 Escalarizagdo baseada em pontos de referéncia

Podem ser definidos diferentes tipos de escalarizacdo baseados em pontos de
referéncia. Uma das formas habituais consiste na minimizagdo da métrica pesada de Chebyshev
ao ponto ideal ou a outro ponto de referéncia, cujos componentes representam geralmente niveis
de aspiracéo que o decisor gostaria de atingir em cada funcéo objetivo.

Considerando um ponto de referéncia @ e R que satisfaca g > f(x) para todo o xeX, e

pesos wy > 0, Vk, Zlewk =1, Bowman (1976) demonstrou que a parametrizacdo completa em w

Este programa pode também conduzir a solucdes que sdo apenas fracamente eficientes, mas este
resultado é evitado considerando a métrica pesada e aumentada de Chebyshev:

min {|c_]— f(x)||: - pzlle f (x)}, com p um escalar positivo bastante pequeno. O programa pode
xeX

ser escrito da seguinte forma equivalente:

min {a—pi fk(x)} @
k=1
sa:  w (@, - f,(¥))<a, k=1,...p
XeX
o>0

No caso de problemas de PLIMO, existe sempre um p suficientemente pequeno tal que
qualquer solucdo eficiente do problema pode ser alcangada através do programa escalarizante (4).
J& no que diz respeito a problemas de PLIMMO, podem existir pequenas regides de solucdes
eficientes, junto a solucBes fracamente eficientes, que o programa (4) ndo consegue alcancar. Um
exemplo desta situagdo € apresentado em Alves e Climaco (2001). No entanto, podemos admitir
esta técnica como completa do ponto de vista pratico, uma vez que é sempre possivel escolher um
p de tal forma pequeno que, para o decisor, as solucdes ‘escondidas’ ndo se diferenciam das
solucdes vizinhas fracamente eficientes. Uma outra abordagem possivel consiste em resolver o
programa escalarizante de forma lexicogréfica (Steuer e Choo, 1983): numa primeira fase, apenas
o € minimizado; quando desta fase resultam timos alternativos, entdo é minimizado o segundo
termo da fungdo objetivo de (4) no conjunto das solugdes Gtimas da primeira fase de forma a
eliminar as solugdes fracamente eficientes. No entanto, este processo é computacionalmente mais
dispendioso.

Existem outras técnicas baseadas em pontos de referéncia que permitem caracterizar
por completo o conjunto das solucGes eficientes de problemas PLIMO/PLIMMO. Uma
abordagem comum consiste em ndo considerar pesos wy (ou fixa-los em valores constantes) e
variar o ponto de referéncia. Prova-se que, qualquer que seja a solucéo eficiente x’ € Xg, existem
sempre pontos de referéncia para os quais x’ otimiza o0 programa escalarizante (4) sem pesos. E
ainda possivel usar pontos de referéncia q que ndo satisfagam a condicdo q > f(x) VxeX, desde
que a variavel o em (4) seja definida sem restricdo de sinal (o.eR). Neste caso, a minimizacéo da
fungdo escalarizante podera ndo corresponder a minimizacdo de uma distancia, porque o ponto de
referéncia pode ser atingivel, mas garante-se igualmente que é obtida uma solucéo eficiente do
problema multiobjetivo. A funcdo escalarizante pode ser interpretada como uma fungio
escalarizante de realizagdo: a minimizacdo da funcdo néo significa “chegar perto” no sentido
tradicional, mas “chegar perto ou ultrapassar” (Wierzbicki, 1998).
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3. Métodos para PLIMO/PLIMMO

Os métodos desenvolvidos para apoio a decisdao em problemas de PLIMO/PLIMMO
podem classificar-se em métodos geradores — desenhados para determinar todas as solugdes
eficientes do problema ou um subconjunto pré-definido destas solucbes (por exemplo, todas as
solucdes suportadas ou sO as extremas) e métodos interativos — que se caracterizam por fases de
célculo alternadas com fases de interacdo, nas quais o decisor expressa as suas preferéncias que
sdo usadas na definicdo de pardmetros para a fase de céalculo seguinte.

Os métodos geradores exigem normalmente um esforgo computacional elevado, ndo sé
por calcularem um namero elevado de soluges eficientes mas, sobretudo, para assegurarem 0
requisito de todas as solugdes serem calculadas. Por esta raz&o, observa-se que a maior parte dos
métodos geradores se destinam a problemas apenas com variaveis bindrias (pela maior facilidade
em usar técnicas de enumeracdo) ou problemas bi-objetivo. Varios destes métodos foram
desenvolvidos nas décadas de 70 e 80, observando-se nas décadas seguintes um maior
desenvolvimento de métodos interativos. Ha, porém, alguns desenvolvimentos em trabalhos
muito recentes.

Ao longo das ultimas décadas tém sido publicados vaérios artigos de revisdo da
literatura, em que sdo feitos levantamentos de métodos para problemas multiobjetivo com
variaveis inteiras: Teghem e Kunsch (1986) fazem uma revisdo de métodos interativos para
PLIMO e PLIMMO publicados até ao final de 1985; cobrindo o0 mesmo periodo de tempo,
Rasmussen (1986) apresenta uma revisdo de métodos interativos e ndo-interativos para
programacdo 0-1 multiobjetivo; Climaco et al. (1997) apresentam uma classificacdo de métodos
de programacdo inteira multiobjetivo, linear e ndo linear. Mais recentemente, Alves e Climaco
(2007) publicaram uma revisdo de métodos interativos de PLIMO/PLIMMO, onde séo
caraterizados e resumidos cerca de vinte métodos interativos.

Neste texto focar-nos-emos nos métodos geradores, apresentando uma visdo geral das
metodologias existentes e das limitacfes e dificuldades que enfrentam. Sem intencdo de
exaustividade, procuraremos mostrar métodos ilustrativos de diferentes estratégias, comegando
com algoritmos destinados a problemas de programacao 0-1 multiobjetivo.

Bitran (1977, 1979), Kiziltan e Yucaoglu (1983) e Deckro e Winkofsky (1983)
propdem algoritmos de enumeracdo implicita para problemas de PLIMO com variaveis binarias.
Bitran (1977) comeca por analisar o problema multiobjetivo 0-1 sem restri¢es funcionais. Com
base no principio de que solugdes eficientes do problema sem restricdes que sejam admissiveis
para o original sdo solugdes eficientes do problema original, propde um algoritmo que se
desenvolve em trés passos: i) caracterizar por completo o conjunto eficiente do problema sem
restricBes; ii) determinar, de entre o conjunto anterior, as solugdes que sdo admissiveis para o
problema original; iii) acrescentar solucbes, examinando outros pontos (ndo obtidos em i) a partir
de direces de preferéncia ao longo das quais os objetivos podem ser melhorados. E este 0 passo
mais delicado do algoritmo, envolvendo um grande esfor¢co computacional. Em Bitran (1979) é
apresentada um processo mais eficaz do ponto de vista computacional.

O algoritmo de Kiziltan e Yucaoglu (1983) é uma extensdo para o caso multiobjectivo
do conhecido algoritmo de Balas (1965) para programacéo 0-1 e gera todas as solugdes eficientes
do problema multiobjectivo. Também Deckro e Winkofsky (1983) geram todas as solugdes
eficientes usando um algoritmo de enumeracdo implicita. O algoritmo vai gerando solucGes
candidatas a solucdes eficientes e, s6 no final, é que se sabe as que sdo realmente eficientes. Esta
é também uma caracteristica do método de Kiziltan e Yucaoglu (1983). Estes métodos, que
operam com solucbes potencialmente eficientes durante as fases intermédias do processo, nao
podem ser interrompidos a meio do processo, sob pena de devolverem solugdes que ndo séo
eficientes. Ja o algoritmo de Bitran (1977, 1979) usa um processo construtivo, em gue novas
solucdes eficientes vao sendo sucessivamente geradas e adicionadas ao conjunto das solucGes
eficientes. Este tipo de métodos geradores pode ser interrompido antes de chegar ao fim,
devolvendo um subconjunto das solugdes eficientes.
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Passando a métodos que se aplicam a problemas PLIMO com varidveis inteiras
genéricas, e seguindo uma ordem cronol6gica, comecamos por referir o trabalho de Villareal e
Karwan (1981). Os autores propdem duas abordagens para gerar todas as solugdes eficientes de
um problema multiobjectivo inteiro puro com variaveis limitadas. A primeira abordagem usa
programacgdo dinamica e a segunda combina programacgdo dindmica com branch-and-bound.
Estes algoritmos também trabalham com solucdes potencialmente eficientes, em que s6 no final
se conhecem as solucGes verdadeiramente eficientes.

Klein e Hannan (1982) usam um processo construtivo em que se vai restringindo a
regido admissivel através de restricdes auxiliares que eliminam as solugdes eficientes ja
calculadas e solucBes dominadas por estas. Estas restricbes impdem que a solucdo seguinte tem
que ser melhor em alguma funcéo objetivo (condicdes “v’) relativamente a todos os pontos ndo
dominados j& conhecidos (condi¢fes ‘A’). Como a formalizacdo das condigdes ‘v’ € feita & custa
de variaveis binarias auxiliares, a dimensdo do programa auxiliar aumenta de iteracdo para
iteragdo. O processo termina quando a regido admissivel do programa escalar se torna vazia.
Sylva e Crema (2004) apresentam uma variagdo deste algoritmo em que é maximizada uma soma
pesada das fungdes objetivo em cada iteracdo, em vez de apenas um dos objetivos.

Importa referir que todos os métodos anteriores se aplicam apenas a problemas inteiros
puros. Mavrotas e Diakoulaki (1998) propuseram um método gerador para o caso 0-1 misto. A
técnica consiste em gerar, através de um algoritmo de branch-and-bound, todas as solucGes
potencialmente ndo dominadas e ir eliminando sucessivamente as solu¢Ges dominadas através de
comparagdes par a par, até que no final restem apenas as eficientes. Os resultados computacionais
apresentados neste artigo ilustram bem o esforco computacional envolvido na geragdo completa
do conjunto eficiente, de tal forma que autores sugerem a intervencao do decisor para restringir o
ambito da pesquisa, propondo um procedimento interativo.

As dificuldades do céalculo exaustivo das solucdes eficientes, tanto em problemas
inteiros puros como em problemas inteiros mistos, reduzem-se consideravelmente no caso bi-
objetivo. Uma abordagem semelhante a de Klein e Hannan (1982) é proposta por Chalmet et al.
(1986) para problemas de PLI bi-objetivo, assumindo que as func¢bes objetivo s6 tomam valores
inteiros em X. Utilizam a escalarizacdo (3) em que restri¢cdes nas fungdes objetivo sdo baseadas
nos pontos ndo dominados ja conhecidos. O processo consiste em estabelecer pares de solugdes
candidatas a adjacentes, (za, zb), e analisar se existe alguma solucdo ndo dominada entre elas
resolvendo: max {A:f1(X) + A.f2(x): xeX, fu(x) > Z, +1, k=1,2} com Z, =min{z2,z{}. Solanki
(1991) adota igualmente o principio de exploracdo de solucBes intermédias entre solucdes
eficientes candidatas a adjacentes, mas usa a métrica pesada de Chebyshev (com alteracdo do
ponto de referéncia e dos pesos em cada iteracdo). O método aplica-se a problemas de
programacdo linear inteira-mista bi-objetivo (PLIMBO) e procura gerar um subconjunto
representativo (isto é, bem distribuido) de solu¢bes ndo dominadas, considerando, para tal, um
erro méximo que define a condigdo de paragem do algoritmo. Quanto menor for o erro, mais o
algoritmo se aproxima de um algoritmo gerador completo.

Também o método de Alves e Climaco (2000), desenvolvido como método interativo
para PLIMMO, pode ser usado como método gerador em PLIMBO. Este método usa o programa
escalarizante da métrica aumentada de Chebychev, parametrizado no ponto de referéncia. O
método é especialmente vocacionado para pesquisas direcionais, alterando, em cada iteracéo,
apenas a componente do ponto de referéncia correspondente a fungéo objetivo que se pretende
melhorar naquele momento. O método incorpora técnicas de analise de sensibilidade que alteram
de forma automética o ponto de referéncia. Calcula, assim, a solugdo ndo dominada ‘mais
préxima’ da anterior segundo a pesquisa direcional que esta a prosseguir. No caso bi-objetivo, se
a pesquisa se iniciar no 6timo de uma das fungdes, e a outra fungéo for escolhida para melhorar, o
método varre todas as solu¢des ndo dominadas, suportadas e ndo suportadas. No caso inteiro-
misto, usa um passo (que pode ser tdo pequeno gquanto ser quiser) para determinar o espacamento
maximo de solugdes continuas calculadas, saltando automaticamente as descontinuidades.
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Por fim, é também simples a configuragdo do tradicional método das restricdes (e-
constraint) para calcular todas as solugdes ndo dominadas de um problema inteiro puro bi-
objectivo: considere-se a maximizagdo de f,(x) + &f2(x), (com & muito pequeno, apenas para
garantir eficiéncia da solucéo obtida), restringindo f,(x) > e, em x € X ; comegando por calcular a
solucdo extrema que otimiza f;, e assumindo que as fungdes sé tomam valores inteiros, a solucéo
seguinte obtém-se considerando e,= f,(x')+1, com x" a solugdo 6tima do programa escalarizante
anterior; o processo termina quando a regido admissivel for vazia.

Ozlen e Azizoglu (2009) propdem uma extenséo para 3 fungdes objetivo do método das
restricbes descrito acima para problemas inteiros puros bi-objetivo. Consideram o seguinte
problema bi-objetivo: {max fi(x) + &f5(x), max f,(X) + &f;5(x) : X € X, f3(X) > e3}. Para gerar o
conjunto ndo dominado do problema tri-objetivo, comecam por atribuir a e; um valor
suficientemente pequeno que ndo corte a regido admissivel e geram todas as solugdes nédo
dominadas do problema bi-objetivo; depois aumentam e; de forma sistematica (ez=min{fs;(x):
X € BE*}+1, com BE* o conjunto eficiente do problema bi-objetivo anterior) e repetem o
processo, de forma a gerar todas as solu¢Ges ndo dominadas.

Przybylski et al. (2010a) propdem um algoritmo para determinar todos os pontos néo
dominados suportados extremos em problemas tri-objetivo. Przybylski et al. (2010b) estendem
estre trabalho, apresentando um método de duas fases, em que a primeira fase calcula as solugdes
suportadas (usando o algoritmo anterior) e a segunda fase calcula as solu¢BGes ndo suportadas,
usando métodos enumerativos. Tanto nestes trabalhos, como no de Ozlen e Azizoglu (2009), sdo
ainda propostas generalizagcdes para mais do que trés funcdes objetivo. No entanto, o seu
interesse é essencialemente tedrico, uma vez que poderdo ser dificeis de implementar e
computacionalmente muito exigentes dada a recursividade dos algoritmos.

Na sequéncia dos desenvolvimentos de Przybylski et al. (2010a), Ozpeynirci e
Koksalan (2010) propdem um outro algoritmo para determinar todas solu¢des ndo dominadas
suportadas extremas em PLIMMO. A ideia chave destes dois trabalhos baseia-se na exploracdo
do espaco dos pesos para a otimizacdo de somas pesadas das funcBes objetivo. Também nos
temos desenvolvido trabalho neste ambito para problemas tri-objetivo. Estes trabalhos sdo
apresentados com maior detalhe na préxima seccao.

4. Novos desenvolvimentos em PLIMMO baseados na exploracéo do espaco dos pesos

Considere-se 0 processo de escalarizacdo da soma pesada das funcdes objetivo (2) e o
conjunto dos vetores de pesos, vulgarmente designado por espaco dos pesos, definido por
A={ 2 e R” >0, k=1.2,...p, Zle/lk =1} O espaco dos pesos pode ser decomposto em
subconjuntos A(z’) para cada z’ eZyp suportada (note-se que apenas as solucgdes suportadas tém
representacdo no espago dos pesos). A cada um destes subconjuntos chama-se regido de
indiferenca no espaco dos pesos porque todos os vetores de A(z’) conduzem & mesma solugéo z’.
Assim, A(Z’)={A e A: A7 > Az para todo 0 z € Zyp}. As regibes de indiferenca sdo sempre
convexas (politopos convexos). Além disso, os pontos ndo dominados suportados extremos
(NDsE) permitem a decomposicdo completa do espago dos pesos, porque estes pontos, e apenas
estes, correspondem a regides de indiferenca de dimensdo p-1 (a mesma dimensdo de A); aos
pontos ndo extremos estdo associadas regides de indiferenga que resultam da intersecdo de
regides de indiferenca de pontos extremos (demonstracdes destas propriedades podem ser vistas
em Przybylski et al., 2010a).

Designemos por Zypse 0 conjunto de todos os pontos NDSE. O algoritmo proposto por
Przybylski et al. (2010a) para determinar Zypse baseia-se no seguinte principio: em cada iteragéo,
0 espaco dos pesos é decomposto por completo com as solucBes conhecidas até ao momento, seja
esse conjunto S, criando super-regides: A*(z’)={1 € A: 17’ > Az para todo o ze S}. Para cada
ponto z’ €S, o algoritmo procura novos pontos nas fronteiras de A*(z’) e atualiza a decomposicao
do espaco dos pesos conforme vao sendo adicionados novos pontos a S. Por exemplo, no caso tri-
objetivo, se 2, z”’ €S sdo adjacentes, entdo A*(z’)NA*(z”") € um segmento de reta — sejam A',A* 0s
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pontos extremos deste segmento de reta. O algoritmo procura novas solucdes no segmento ',
calculando todos os pontos NDSE do seguinte problema bi-objetivo: {max fl'(x) = ACx,

max fz'(x) = ?Cx: x e X}. Define-se, desta forma, um algoritmo recursivo.

Ozpeynirci e Kdksalan (2010) propdem um outro algoritmo, com o mesmo propdsito,
gue ndo usa recursividade mas tem uma forte componente combinatéria. A ideia base consiste na
introdugéo de p pontos ficticios no espago dos objetivos, Z,={m*, k=1,...,p}, ndo admissiveis e
ndo dominados em relacdo a todos 0s pontos de Zypse. Estes pontos tém caracteristicas tais que as
suas regides de indiferenca ocupam toda a fronteira do espago dos pesos (isto &, quando algum
peso se aproxima de zero). Os pontos m* séo incorporados no conjunto de pesquisa, que passa a
ser Znpsem = Znpse W Zm. Os autores provam que cada ponto 2’ e Zypsem € adjacente a pelo menos
p pontos em Zypsem. Tal como anteriormente, seja S o conjunto de pontos NDSE conhecidos até ao
momento. O algoritmo seleciona sub-conjuntos de p pontos de Su Z, e, para cada um, define o
vetor A normal ao hiperplano que passa por esses pontos. Se todas as componentes de A forem
positivas, entdo € otimizada a respetiva soma pesada para tentar encontrar um novo ponto NDSE.

Nos algoritmos anteriores, ndo ficamos a conhecer nas fases intermédias as regies de
indiferenca das solucfes calculadas. Esta informacéo fica disponivel apenas no final, quando se
conhecem todas as solu¢Bes NDSE. As regides de indiferenca fornecem informacgdo importante ao
decisor, uma vez que ele pode ser indiferente a todas as combinacBes de pesos nessa regido dado
que todas elas conduzem a mesma solucdo ndo dominada. No sentido de obter essa informacao,
desenvolvemos um processo que permite calcular uma sub-regido de indiferenca de cada vez que
é calculada uma solugdo NDSE. A partir da unido de sub-regides, e da exploracdo gréafica para p=3,
desenvolvemos algoritmos que permitem gerar todas as solugdes NDSE adjacentes a uma solucdo
ou gerar todas as solucfes NDSE de um problema de PLIMO/PLIMMO com trés fungdes objetivo.

Em PLMO, a regido de indiferenca de uma solucdo bésica eficiente é definida por
{1 € A: AW > 0}, com W a matriz dos custos reduzidos dada por W=CgB*N-C em que: B e N,
Cg e Cy sdo sub-matrizes de A e de C correspondentes as variaveis basicas (xg) e ndo basicas
(xn), respetivamente.  Considere-se agora um problema com varidveis inteiras
(PLIMO/PLIMMO), em que foi otimizada uma soma pesada das fung¢bes objetivo usando o
método branch-and-bound, obtendo-se a solugdo eficiente cujo ponto ndo dominado é z°. Uma

sub-regido de indiferenca desta solucéo, seja A (z°), pode ser calculada da seguinte forma:

a) Calculam-se as regides de indiferenca R® (tal como em PLMO) associadas a cada
no terminal i da éarvore de branch-and-bound cujo problema PL € admissivel
(conjunto de indices T) e considera-se a sua intersecgdo: R=("),_, R®

b) Acrescentam-se as restrigdes resultantes da comparacdo do valor agregado das
funcbes objetivo no nd 6timo (N6 0) em relacdo aos outros nos terminais da arvore

cujo problema PL é admissivel: A (z’) =R ~{Az°> 12", para todo i eT\{0}}.

Tratando-se de problemas tri-objetivo, estas regides podem ser representadas graficamente, como
se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 2: Considere-se o problema do exemplo 1 com mais uma fungéo objetivo: f3(x)=x;+2Xx.
As solugdes NDsE deste problema tri-objetivo séo A, B, E e H (fig. 1), sendo A, H, E as solucdes
gue otimizam individualmente f;, f, e f3 respetivamente. A figura 3(a) mostra sub-regites de
indiferenca calculadas segundo o processo anterior a partir da otimizacdo de diferentes somas
pesadas: a otimizagdo de somas pesadas com combinagdes de pesos extremas conduziu as regides
A, H (completas) e E/1 (sub-regido de E). Escolhendo, em seguida, um vetor de pesos entre A e
E/1, fomos conduzidos a B em que a regido calculada é completa. Escolhendo depois um vetor de
pesos na pequena faixa entre B e E/1, a solucdo obtida foi novamente E com a sub-regido de
indiferenca E/2 que inclui, ndo s6 essa faixa, como toda a area E/1. Por fim, da escolha de um
vetor de pesos entre E/1 e H, obteve-se a sub-regido E/3 (que apenas interseta as outras sub-
regides de E na fronteira). A figura 3(b) mostra a descomposi¢do completa do tridngulo depois da
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agregacdo das sub-regides obtidas anteriormente. Estas figuras foram retiradas do sistema
computacional que desenvolvemos para problemas com 2 ou 3 func@es objetivo.

[
i

() Sub-regides de indiferenca (b) Regides de indiferenca
Fig. 3 — Decomposicdo do espaco dos pesos do problema do Exemplo 2.

E de salientar que as regides de indiferenca sdo convexas, o que permite a agregacao de
sub-regibes ja conhecidas da mesma solugdo num involucro convexo que €, garantidamente, uma
sub-regido de indiferenga dessa solucéo.

O algoritmo para calcular todas as solu¢bes NDSE adjacentes a uma dada solugdo, em
problemas tri-objetivo, baseia-se na exploracdo das arestas que definem o poligono da sub-regido
de indiferenca dessa solugdo. Para cada aresta ainda nao explorada, que ndo esteja na fronteira do
tridngulo, é selecionado um vetor de pesos exterior ao poligono, muito préximo e central
relativamente & aresta em analise (ou seja, as componentes 4,4, do vetor selecionado distam ¢,
um valor bastante pequeno, das respetivas componentes do ponto médio da aresta em anélise). E
entdo otimizada a respetiva soma pesada das funcdes objetivo, da qual podem resultar duas
situacdes:

i) é calculada novamente a mesma solugdo — neste caso, agregam-se as sub-regides de
indiferenca, marcando como néo exploradas as novas arestas criadas;

ii) é encontrada uma nova solucdo eficiente, marcando-se a aresta como explorada.

Neste Gltimo caso, podem acontecer situagcdes como a ilustrada na fig. 4(a) na passagem
da solugéo 1 para a 3, em que a sub-regido de indiferenga da nova solucéo (sol. 3) ndo toca a
aresta em analise (da sol. 1) em toda a sua extensdo. A seguinte propriedade (cuja prova se omite
aqui) é fundamental para o bom desempenho do algoritmo.

Propriedade: sejam A°, A' e A% trés vetores de pesos sobre a mesma reta, em que A’ e
2! pertencem as regides de indiferenca de duas solucdes; se A pertence & regido de indiferenca
de uma delas, entdo A*também pertence & regi&o de indiferenca da outra solucéo.

Esta propriedade permite a expansao da regido da nova solucdo, tal como ¢é ilustrada na
fig. 4(b). O inverso também pode acontecer, ou seja a nova regido pode ter uma aresta comum
mais longa do que a aresta em analise. Nesse caso, serd a primeira solu¢do que vé a sua regido
expandida. Na implementacdo computacional do algoritmo foram ainda incluidos outros
melhoramentos relacionados com a expansdo de sub-regides de indiferenca. Por exemplo, a
situacdo (i), em que ha um aumento da sub-regido em andlise por agregacao, pode conduzir (pela
propriedade anterior) a expansdes de sub-regides adjacentes. A figura 4(c) mostra a expanséo das
regibes 2 e 3 por consequéncia do alargamento de 1, bem como todas as sub-regides de
indiferenca obtidas pelo calculo das solucGes adjacentes a solucéo 1.
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Fig. 4 — Célculo de solucGes adjacentes e expansao de sub-regides de indiferenca

A extensdo deste algoritmo para um algoritmo gerador de todas as solu¢Ges NDSE foi
também implementada: comegando com uma qualquer solugdo NDSE, sdo calculadas todas as
solucbes gque Ihe sdo adjacentes, repetindo-se 0 processo para cada uma das adjacentes. Neste
caso, sempre que € encontrada uma nova solucéo (situacéo ii), € marcada como explorada néo so
a aresta em andlise, como também a aresta coincidente da nova regido de indiferenca.

5. Consideracdes finais

Neste artigo apresentamos os conceitos fundamentais em PLIMO e PLIMMO. Também
revimos os principais métodos para PLIMO/PLIMMO, com particular destaque para métodos
geradores. Por fim, referimos desenvolvimentos recentes na area baseados na exploracdo do
espaco dos pesos, incluindo algum trabalho realizado por nos.
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