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RESUMO

Neste trabalho, o problema da Arvore Geradora de Custo e Didmetro Minimos (bi-
AGCDM) € investigado. O bi-AGCDM ¢ NP-dificil e consiste em encontrar arvores geradoras
de custo e didmetro minimos. Problemas em redes e transportes podem ser modelados pelo
bi-AGCDM. Uma formulagdo matemadtica bi-objetivo baseada em multifluxo € apresentada. Além
disto, um algoritmo genético multiobjetivo NSGA-II é proposto. Experimentos computacionais
foram realizados com 4 grupos de instancias e os desempenhos avaliados através de trés métricas
clédssicas: quantidade de individuos na fronteira de Pareto, espalhamento e hipervolume. Em nosso
conhecimento, a formulacdo matematica e a metaheuristica multiobjetivo sao os primeiros métodos
deste tipo propostos para o bi-AGCDM.

PALAVRAS CHAVE. Arvores geradoras, Multiobjetivo, NSGA-II, fronteira de Pareto.

Areas Principais: Metaheuristicas multiobjetivo, Projeto de redes.
ABSTRACT

In this work, the bi-objective Diameter Minimum Spanning Tree problem (bi-AGCDM)
is investigated. The NP-hard bi-AGCDM consists in finding spanning trees with minimum total
cost and minimum diameter. This problem can model several practical applications in networks
and transportation. We propose a bi-objective mathematical formulation for the bi-AGCDM
using multifiow and a multiobjective genetic algorithm NSGA-II. Four test sets are used in the
computational experiments and the evaluation is measured by using the number of Pareto front
solutions, the spacing, and the hypervolume. To the best of our knowledge, this is the first
work to propose a multiffow mathematical formulation and a NSGA-II based metaheuristic for
the bi-AGCDM.
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1 Introducao

Seja o grafo ndo orientado e conexo G = (V, E), onde V' € o conjunto de vértices e E
¢ o conjunto de arestas, com custos ¢;; > 0 associado as arestas [z, j] € E. O problema cldssico
da Arvore Geradora de custo Minimo (AGM) consiste em encontrar uma arvore geradora de G
com custo minimo. Existem algoritmos eficientes para encontrar uma AGM em um grafo conexo
como Prim e Kruskal, Cormen et al. (1990), que possuem respectivamente complexidade assintética
de O(|E| log |E|) e O(|E| log |V]). O didmetro de uma arvore ¢ igual a quantidade de arestas
em seu maior caminho e pode ser calculado através de uma adaptacdo de algoritmos de busca
em largura. Neste trabalho, investigamos o problema bi-objetivo da Arvore Geradora de Custo e
Diametro Minimos (bi-AGCDM) que procura AGMs com custo e didmetro minimos.

O bi-AGCDM ¢ NP-dificil, Ho et al. (1991), e modela diversos problemas de projetos em
redes e transportes, Chen et al. (2008). Em projeto de redes, as restrigdes de didmetro podem ser
consideradas como restri¢des de qualidade de servico, onde pequenos didmetros reduzem o retardo
e aumentam a confiabilidade das redes. Neste caso, os custos podem ser associados aos tempos
ou aos custos de transmissao na rede. Outra aplicac@o interessante é encontrada na instalacdo de
infraestrutura para trens bala, onde a minimiza¢des do custo e do didmetro melhoram os tempos de
transporte entre as cidades e a qualidade de servigo.

O bi-AGCDM esta relacionado com alguns problemas importantes, como o problema da
Arvore Geradora de custo Minimo com restri¢do de Didmetro (AGM-D) e o problema da Arvore
Geradora de Diametro Minimo (AG-DM). O AGM-D consiste em encontrar uma arvore geradora
de custo minimo para um grafo dado, de modo que todos os caminhos da drvore tenham no maximo
D arestas, onde D > 2. A diferenca em relacao ao bi-AGCDM esta nas restricoes de diametro
sob os caminhos da AGM. Diversos trabalhos foram desenvolvidos para o AGM-D: Gouveia e
Magnanti (2003); Santos et al. (2004) propuseram fomulacdes matematicas, Gouveia et al. (2011);
Lucena et al. (2010); Gruber e Raidl (2005) trabalharam com algoritmos exatos, heuristicas e
metaheuristicas. O AG-DM objetiva encontrar uma arvore geradora de didmetro minimo e difere do
bi-AGCDM porque o custo total da drvore ndo é minimizado. Algoritmos eficientes e distribuidos
para resolver este problema sdo apresentados em Bui ef al. (2004); Hassin e Tamir (1995).

O bi-AGCDM também ¢é referenciado na literatura como o problema de drvores geradoras
de custo minimo multiobjetivo (multicritério). Ho et al. (1991) apresentam um estudo tedrico para
provar que certos problemas de arvores geradoras, como o bi-AGCDM, sao NP-dificeis. Marathe
et al. (1998) também realizaram um estudo tedrico e propuseram algoritmos aproximativos para
os problemas de bi-AGCDM e AGM com minimizagao de grau (quantidade de arestas incidentes
a cada n6 de (5). Resultados computacionais ndo sdo apresentados. Em nosso conhecimento, os
unicos trabalhos dedidados ao desenvolvimento de métodos multiobjetivo para o bi-AGCDM foram
propostos por Saha e Kumar (2011). Um algoritmo génetico é proposto e utiliza uma codagem dos
cromossomos do tipo conjunto de arestas. Os resultados da fronteira de Pareto produzidos sdo
comparados com heuristicas construtivas simples, tais como One Time Tree, Deo e Abdalla (2000),
Randomized Greedy Heuristic, Raidl e Julstrom (2003b) e Refinamento Iterativo, Deo e Abdalla
(2000). O problema é que essas heuristicas produzem em geral solugdes distantes do 6timo.

Neste trabalho, nés propomos uma formulacdo matemdtica multiobjetivo para o bi-
AGCDM inspirada no modelo multifluxo proposto por Gouveia e Magnanti (2003), e também
desenvolvemos um algoritmo genético multiobjetivo fast Nondominated Sorting Genetic Algorithm
(NSGA-II) para o problema, Deb et al. (2002). O objetivo € encontrar a superfice de compromisso
(fronteira de Pareto) para otimizagdo dos dois objetivos. A estratégia multiobjetivo proposta foi
testada com quatro grupo de instancias. Trés sao provenientes de trabalhos importantes do AGM-D:
Lucena et al. (2010); Raidl e Julstrom (2003b); Gouveia e Magnanti (2003); e o tltimo grupo foi
proposto por Santos et al. (2012). As secdes 2 e 3 sao respectivamente dedicadas a uma formulagao
bi-objetivo e um algoritmo do tipo NSGA-II para o bi-AGCDM. Resultados sdo apresentados na
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secdo 4 e conclusdes sao realizadas na se¢do 5.
2 Modelo multifluxo

O bi-AGCDM ¢ definido em um grafo conexo e ndo orientado G = (V| E), como
mencionado anteriormente. Em uma AGM, 7 de G, existe um caminho tnico P;;, 7,5 € V,
conectando cada par de nés de 7. Seja d;; a quantidade de arestas em P;;. O didmetro
D = max{d;; : i,j € V}. A formulagdo bi-objetivo para o bi-AGCDM apresentada de (1) a
(11) utiliza multifluxo para controlar a conectividade da solucdo, seguindo a idéia de modelagem
multifluxo para 0 AGM-D proposta em Gouveia e Magnanti (2003). As varidveis de decisdo x;;,
[i,j] € E sdo usadas para definir 7. Se a aresta [i, j| pertence a solugdo, entdo x;; = 1, sendo
x;; = 0. As varidveis orientadas de fluxo yfjg especificam se o caminhode p € V até ¢ € V, com
i # qej # p, passa pela aresta [i, j]. Neste caso, y;; = 1, sendo y;; = 0. As varidveis dp,
determinam a quantidade de arestas no caminhodep € V até g € V.

z1(x) = min Z Cij * Tij (1
[i,J]€eE
zo =min D st. ()
(3)
Z Tij = ‘V’ -1 (4)
[i,7]€eE
1, ifi=p
Z yqu— Z yﬁ.’g: 0, i#pandi#q VieV,Vp,qeV ®)
j:lij)eE j:l5,i]€E -1, ifi=gq
S () <dp pgeV (7)
lijleE
D > dy,, Vp,q eV )
y2? € {0,1} Vii,jl € E,Vp,q € V,i#q,j#p ©)
dpg 2 1 Vp,q eV (11)

As duas funcdes objetivo para minimizacao do custo total e do didmetro sdo apresentadas
nas equagdes (1) e (2). A Equagdo (4) garante que a drvore geradora tenha no maximo |V| — 1
arestas. As classicas restricdes de conservacdo de fluxo sdo definidas em (5). As inequagdes (6)
especificam que nenhum fluxo passa através da aresta [i, j] se [, j] ndo é escolhida como parte da
solugdo, i.e. se x;; = 0. As restri¢des (7) calculam a quantidade de arestas no caminho entre p e q.
A minimizac¢do do didmetro € resultado das restri¢des (2) e (8). O dominio das varidveis é definido
de (9)a(11).

3 Algoritmo evolucionario multiobjetivo NSGA-II

O fast Nondominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-II) foi proposto por Deb et al.
(2002) e é atualmente um dos métodos mais eficazes para resolucdo de problemas multiobjetivo,
Zhou et al. (2011). Esta estratégia possui complexidade assintética de pior caso O(M N?), onde
M € o nimero de objetivos e N é o tamanho da populacdo. A idéia € classificar as fronteiras
utilizando dois procedimentos: o primeiro ordena as solu¢des ndo-dominadas (chamada de ranking)
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e o segundo, estima a densidade de solucdes no entorno de um individuo (chamado de crowding
distance).
As fronteiras sdo camadas no espaco de solucdes que limitam uma regido de dominancia.
Na prética, diversos objetivos f,,,(z), m = 1,..., M, onde x € R™ (vetores que definem soluc¢des
do sistema), podem ser considerados, ocupando diversas dimensdes no espaco. Sem perda de
generalidade, pode-se considerar que todos os objetivos sdo de miniminizagdo min|fi(z), fa(z),

., fm(z)]. A Figura 1 exemplifica fronteiras Fi, Fy, ..., F; no espaco de solucdes para dois
objetivos de minimizacdo. Na prética, as fronteiras podem ser descontinuas e formar camadas
irregulares. A camada mais importante é a que forma o envelope do espacgo de solugdes dos diversos
objetivos, chamada de fronteira de Pareto. No exemplo da Figura 1 corresponde a fronteira F}. As
solugdes Pareto-6timas sdo aquelas que ndo se pode melhorar em nenhum dos objetivos e que

formam o espago de solu¢des ndo-dominadas.

fifx)
Ei B3 BY e B

L f2(x)

Figura 1: Camadas ilustrando fronteiras.

Uma solugdo x; domina z; se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas: (a) fp(x;)
fm(z;), para todo m = 1,... M, ou seja, ndo piora nenhum dos objetivos e (b) fi,(zi) < fm(x;)
para algum m = 1, ... M, ou seja, € extritamente melhor em pelo menos um objetivo.

O procedimento geral do NSGA-II € ilustrado na Figura 2, onde ¢ refere-se a iteracio
corrente. Seja uma populacdo P; de tamanho N formada por individuos gerados aleatoriamente
e ordenados usando o ranking. Os outros NN individuos da populagdo inicial (); sdo obtidos a
partir de operadores genéticos, tais como cruzamento e mutaco, utilizando individuos escolhidos
aleatoriamente do conjunto P;. A populagio completa R; é dada por Ry = P,UQ;, onde |R;| = 2N.

R, Ordenagio Ordenagdo
ranking crowding distance P,

44— Solugdes rejeitadas

Figura 2: Procedimento geral do NSGA-II extraido de Deb et al. (2002).

Os procedimentos ranking e crowding distance sao aplicados a populacdo R; para
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classificar as fronteiras {1, F», F, - - - , F;} utilizando o operador de crowded, detalhado abaixo.
Os primeiros N elementos sobrevivem e compdem P, 1y. Operadores genéticos sdo aplicados,
como mencionados acima, para gerar ()(;41) € 0 procedimento € repetido at€ satisfazer um critério
de parada.

Dado um individuo j, a medida ranking r; corresponde a quantidade de solugdes que
dominam j na iteragdo ¢. Logo, todos os individuos que possuem r; = 0 sdo armazenados em F7;
os individuos com r; = 1 sdo armazenados em F3 e assim por diante. No final de uma iteragio
do NSGA-II, todos os individuos da populacdo encontram-se classificados em uma fronteira. O
objetivo do crowding distance € de definir a distancia dos pontos na vizinhanga do individuo j, na
fronteira considerada. Assim sendo, quanto maior for o valor do crowding distance, mais distantes
estdo os pontos, indicando a necessidade de gerar mais solu¢des nesta regido. Seja o vetor de
crowding distance d de tamanho M. O célculo do crowding distance é dado na Equacdo (12),
onde suc(j) e o pred(j) correspondem respectivamente aos valores do sucessor e predecessor do
individuo j no vetor d. fma% e fmin g3o os valores maximos e minimos da fungdo objetivo m.
Detalhes do algoritmo (inicializagdo do vetor d, tratamento do primeiro e ultimo elemento de d,
etc) sdo encontrados em Deb et al. (2002).

f%w(j ) _ ppred(j)

M
d; = n_ (12)
- (B

Nas iteracdes do NSGA-II, o crowding distance contribui para fazer a populagdo convergir
em direcdo a F1, uniformizando a fronteira de Pareto. Apds o cdlculo do ranking e do crowding
distance, a populacdo é reordenada utilizando o operador crowded definido da seguinte forma:
dados dois individuos i e j, i domina j se (1; < ;) ou ((r; = r;) e (d; > d;)). A nova populagdo é
construida com os N primeiros individuos selecionados apds o uso do operador crowded, formando
assim o conjunto Pz 1). Os outros N individuos, pertencentes ao conjunto ¢)(; 1), sdo resultantes
da aplicacdo de operados genéticos a individuos selecionados aleatoriamente no conjunto P 1.

3.1 NSGA-II aplicado ao bi-AGCDM

As fungdes objetivo para o bi-AGCDM minimizam o custo e o didmetro, ver Equacdes (1)
e (2). No NSGA-II desenvolvido para o bi-AGCDM, uma solug¢do (individuo), para o bi-AGCDM
¢ caracterizada por uma estrutura de arvore geradora, o valor total do custo da arvore e seu
correspondente didmetro. Existem diversas maneiras de representar (codificar) uma 4rvore em
algoritmos genéticos. Alguns trabalhos avaliam a eficiéncia das diferentes representagdes em
algoritmos genéticos, Raidl e Julstrom (2003a); Carrano et al. (2007). Neste trabalho, um individuo
(solucdo) é representada através de uma lista de predecessores que refere-se ao nd predecessor na
arvore. A quantidade de individuos geradas é N = |V/|.

Na primeira populagdo, duas solucdes particulares sdo geradas e correspondem a melhor
solucdo em termos de custo (AGM) e didmetro (AG-DM). Para obter a AGM de G, basta calculd-la
utilizando um algoritmo classico como o de Prim. A AG-DM de G ¢ realizada utilizando uma
adaptagao do algoritmo de busca em largura. Inicialmente, o didmetro de G é determinado e um dos
caminhos que determina o didmetro € utilizado para construir uma AGM com o respectivo didmetro.
Os nés nao pertencentes ao caminho s@o conectados ao primeiro n6 encontrado no caminho que néo
aumenta o didmetro. As N — 2 solugdes da populacdo inicial que formam o conjunto F; sido geradas
utilizando um algoritmo aleatorizado de Prim. Na versdo original de Prim, a cada iteracdo, o nd
selecionado € aquele que se conecta com 0 menor custo a um outro jé pertence a solu¢do. Na versdo
aleatorizada, um sorteio é feito para selecionar um dos possiveis nds que se conectam a algum outro
da solugdo. A conexao ndo € necessariamente de menor custo.
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Os individuos que fazem parte do conjunto (); sdo gerados utilizando o operador de
cruzamento proposto por Carrano ef al. (2007). O cruzamento consiste em construir uma nova
arvore a partir de dois individuos selecionados aleatoriamente no conjunto elite P;. Entretanto, a
probabilidade de gerar drvores invidveis € muito alta, em particular em grafos esparsos. Carrano
et al. (2007) propds realizar a unido das duas arvores que consite a construir um grafo de suporte
contendo todas as arestas das duas arvores. Em seguida, calcular o novo individuo a partir do
grafo de suporte. Por exemplo, dado duas solucdes, como ilustrado na Figura 3-(a) e 3-(b), a unido
que forma o grafo de suporte é dado na Figura 3-(c). A nova arvore € obtida utilizando a versdo
aleatorizada do algoritmo de Prim mencionada acima.

(@)

Figura 3: Exemplo de unido de grafos.

O ranking e o crowding distance sdo calculados para a populacgdo inicial e classificados
utilizando o operador crowded. A construcdo da populagdo é realizada como mencionado
anteriormente na Se¢ao 3.

4 Resultados preliminares

O NSGA-II foi desenvolvido utilizando a linguagem de programac¢do C ANSI com
o compilador DevCpp versdo 4.9.9.2. Os testes foram realizados em uma méaquina Intel core
i3 com 2.1GHz e 4Gb de meméria RAM. Quatro grupos de instincias sdo utilizados nos
experimentos, onde trés L, R, G sdo respectivamente provenientes dos trabalhos de Lucena et al.
(2010); Raidl e Julstrom (2003a); Gouveia e Magnanti (2003). O novo grupo de instancias
S contém grafos esparsos provenientes de Santos et al. (2012), cuja conectividade do grafo
¢ respectivamente garantida pela construcdo de um ciclo Hamiltoniano. As outras arestas
sdo selecionadas aleatoriamente e adicionadas de acordo com a densidade do grafo requerida
{0.2,0.3,0.4}.

Trés métricas de avaliacdo sdo empregadas nos testes e sdo calculadas a partir das solu¢des
obtidas na ultima iteracdo do NSGA-II. A métrica () indica a quantidade de individuos da fronteira
Fy. A segunda métrica Spacing, referida neste trabalho por .S, foi proposta por Veldhuizen e Lamont
(2000) e € baseada no espalhamento das solugdes. Para obter .S, a média das distancias Euclidianas
entre todos os pontos vizinhos em F} é calculada. Quanto menor o valor de S, melhor é S porque
indica que a distribuicdo em F; estd mais uniformizada. Seja o ponto w definido como sendo a
pior solucao conhecida no espago de busca. Para o bi-AGCDM pode-se considerar w como sendo
a solucdo que tem o didmetro da AGM e o custo da AG-DM. O hipervolume H fornece a 4rea
coberta pelas solu¢des ndo dominadas em relagao ao ponto w, Zitzler et al. (2003). Quanto maior o
hipervolume, melhor serd a solug@o porque indica que a fronteira F; estd mais afastada de w.

Testes preliminares foram realizados com os quatro grupos de instidncias. O objetivo
inicial € verificar a convergéncia das solu¢des produzidas pelo NSGA-II. Trés execugdes diferentes
foram realizadas variando a quantidade de iteracdes em 100, 300 e 500. A semente fornecida para
geracdo de nimeros aleatorios nas trés execucdes sao idénticas e iguais a 7.

Os resultados preliminares sdo apresentados na Tabela 1. Cada linha corresponde a uma
instancia e as colunas “Id”, “Nome”, “|V|” e “|E|” indicam respectivamente o identificador do
grupo de instancias, o nome da instancia, a quantidade de vértices e a quantidade de arestas para
cada instincia. O custo 6timo e o didmetro da AGM sio exibidos respectivamente nas colunas C* e
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D. Além disto, o didmetro 6timo D* e o custo C da AG-DM também sdo fornecidos. Em seguida,
para cada execugdo com 100, 300 e 500 iteracSes, os valores obtidos com as métricas @), .S, H e os
tempos de execugao em segundos “t(s)” sdo dados.

Quando a quantidade de iteracdes aumenta, os resultados indicam que o hipervolume
cresce devido a melhoria da fronteira F;. Consequentemente, aumenta a distancia de F; do ponto
w. A medida que a quantidade de iteracdes aumenta, a métrica () permanece com valores similares
ou sendo aumenta, indicando que novos pontos foram descobertos em F7.

A Figura 4 ilustra a evolugdo da fronteira [ no final das trés execucdes para a instancia
R : cv100_d10_1. Para as outras instancias um comportamento similiar € obtido. Observa-se
que com 100 iteracdes a qualidade de Fj é pior do que com 300 ou 500 iteracdes, o que é um
comportamento esperado. Além disto, a passagem de 300 a 500 iteracdes permitiu de melhorar um
pouco a fronteira F;, em particular, de uniformiza-la. Mas, o ganho em termos de qualidade da
fronteira F é gradativamente reduzido com o aumento do nimero de iteracdes.

As Figuras 5 e 6 fornecem toda a populacdo considerando trés iteracdes especificas do
NSGA-II (a primeira, a do meio e a tdltima). As instincias utilizadas sdo G : se_v60_a600,
S Hew25.e120, L : cv25.a300, e R : ¢c.v100_d10_1. Essas instancias foram escolhidas porque
representam um comportamento similar ao que ocorreu no seu respectivo grupo de instancias. A
populacdo gerada na primeira iteracdo encontra-se concentrada em uma regido do espaco de pouca
qualidade. Isto ocorre porque IV arvores sdo geradas aleatoriamente e as outras N sdo obtidas a
partir de cruzamentos das drvores aleatérias. A convergéncia € realizada rapidamente. Na metade
das iteragdes, ja existem diversas solugdes que econtram-se em Fj no final das iteracdes.

Em termos de tempos de processamento, o algoritmo € eficiente. Por exemplo, executa
500 iteracdes com as instancias de 100 nés em grafos completos em menos de 1 minuto e as
instancias de grafos completos com 250 em aproximadamente 15 minutos.
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Figura 4: Evolugdo de F} para a instincia R : ¢_v100_d10_1.

5 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, uma formulagc@o multifluxo inspirada nos modelos propostos por Gouveia
e Magnanti (2003) € apresentada. Esta formulacdo fornece uma formalizagdo matemadtica para
0 bi-AGCDM e poderd guiar a construcdo de algoritmos exatos para o problema, objetivando
conhecer completamente a fronteira de Pareto para instincias de pequeno e médio porte.
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Figura 5: Evolucdo da populacdo em diferentes iteracdes.
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Figura 6: Evolucdo da populacdo em diferentes iteragdes para instdncia R : c_.v100_d10_1.

Nés propomos a utilizacdo de um método de alto desempenho para problemas multiobje-
tivo. Em nosso conhecimento, o NSGA-II proposto neste trabalho € a primeira estratégia deste tipo
empregada na literatura para o bi-AGCDM. O algoritmo proposto converge rapidamente ao longo
das iteragOes autorizadas.

Estamos atualmente trabalhando na definicdo de outros operadores genéticos a serem
integrados na constru¢do da populacdo e no uso de outras métricas de avaliacio. Um outro
ponto de estudo € a codificagdo de drvores possiveis de serem utilizadas em algoritmos genéticos.
O objetivo € melhorar os tempos de execucdo nas instdncias de grande porte. Além disto,
existem diversas perspectivas de trabalhos futuros, como o desenvolvimento de outros métodos
multiobjetivo heuristicos e exatos. Em seguida, uma comparagao entre as diferentes estratégias
para o bi-AGCDM ser4 realizada.
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