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RESUMO

Este artigo socializa uma aplicagdo da Pesquisa Operacional por meio da Expressdo Gréfica
utilizando situacdo problema. Esta atividade € desenvolvida com alunos do Ensino Médio, na
disciplina de Matematica - unidade didatica de Geometria Analitica. Tal experiéncia didatica
surge da necessidade de mostrar aos alunos que a Matematica tem aplicagcGes em problemas reais,
e que essa area do conhecimento ndo é um emaranhado de férmulas, mostrando que estas nem
sempre sdo necessarias em resolugdes de problemas, pois muitos podem ser resolvidos por
representagdes gréaficas, um dos elementos da Expressdo Grafica.

PALAVRAS-CHAVES: Geometria Analitica; Expressdo Grafica; Pesquisa Operacional.

ABSTRACT

This article socializes an application of Operations Research by Graphic Expression using
problem situation. This activity is developed with high school students in Mathematics -
Analytical Geometry teaching unit. This teaching experience arises from the need to show
students that mathematics has applications in real problems, and that this area of knowledge is
not just a many equation, showing that these are not always necessary for resolutions of
problems, because many can be solved by graphical representations one of the elements of
graphic Expression.

KEY WORDS: Analytical Geometry; Graphic Expression; Operational Research.
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1. A Expressao Gréfica

H& milhares de anos foram realizados os primeiros esbocos de comunicagéo, afinal o
Homem tinha a necessidade em se relacionar com o seu semelhante. Mas, ndo se pode afirmar
que o Homem tenha aprendido a desenhar antes de falar, pois é impossivel determinar esta
situacdo uma vez que a linguagem falada ndo deixa marcas em paredes, como no caso das
pinturas e gravuras rupestres.

Na era Paleolitica, essas pinturas foram encontradas em paredes de antigas cavernas e
trazia a representacdo por meio de simbolos das a¢Ges diarias do homem primitivo, bem como os
desejos e 0s conhecimentos. Num primeiro momento essas representagcdes assumiam a fungéo
mistica, onde 0s povos registravam cenas de seu cotidiano (figura 01) por meio do que se tinha
disponivel, pensando que desta forma teriam sucesso em dominar o animal que estavam cagando.
(AMORIN e REGO, 1998)

¥ ‘ ERE .. T
Figura 01 — Pinturas rupestres — Toca do Bogueirao — Pedra furada — Piaui. (Fonte: FUMDHAM)

Para Struik (1989, p.29), as pinturas rupestres “revelam, sem duvida, uma notavel
compreensdo da forma; matematicamente falando, revelam uma compreensdo da descricdo
bidimensional dos objetos de valores”. E com o passar dos anos, verifica-se a evolucdo dos
registros da linguagem (figura 02a e 02b), até que se possa chegar a escrita atual.

Figura 02 — a. Escrita Cuneiforme — 3.500 a.C.; b. Escrita Egipcia.
(Fonte: a. Libreria-mundoarabe.com; b. AMORC)

—

Muitos foram os materiais utilizados para as representagdes antes da invencdo do papel
- realizada pelos chineses ha mais de trés mil anos - tais como: bloco de argila, folhas de
palmeira, papiro e bambu. Mas, é no Japao que ocorre a divulgagdo da tinta nanquim criada pelos
chineses, onde o Desenho ganhou mais espaco, pois, além de guerreiros eles também se
dedicavam as artes.

No Renascimento o Desenho ganha profundidade por meio de representa¢fes no plano
a realidade tridimensional, surgindo assim a perspectiva. (Figura 03)
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Figura 03 — A Santa Ceia — Leonardo da Vinci (1 98) - Técica mista — 460x880cm.

A Expressdo Grafica, forma de se expressar através de Desenhos, Esbocos e demais
Representacdes Graficas, esteve presente em varios momentos da historia da civilizacdo, mas é
na Revolucdo Industrial (meados do século XIX) que passou a ter importancia nas necessidades
industriais e ndo somente aos interesses da Arte. E também nessa época que 0 método de Gaspar
Monge, criado em XVIII, se consolida: Método da Dupla Proje¢do Ortogonal (figura 04). Neste
método as formas tridimensionais sdo representadas por sua proje¢do bidimensional e relages no
espago, sendo atualmente a base dos desenhos técnicos, regidos por varias normas, que no Brasil
sdo editadas pela Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT).
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Figura 04 — Geometria descritiva — Método da dupla projecdo ortogonal - Octaedro. (Fonte: Os autores)

Percebe-se que na atualidade esta forma de se expressar ndo perdeu sua importancia
como linguagem de comunicacdo: quem j& ndo recorreu a uma representacao gréafica para
explicar algo que apenas com palavras ndo era compreensivel? Ou como diz o dito popular
quando alguém néo entende algo explicado com palavras: quer que eu desenhe?

A eficdcia na comunicacdo utilizando uma imagem/desenho pode ser comprovada
guando empregadas na sinalizacdo em placas: pictogramas. Os pictogramas eliminam ou
reduzem as legendas, mostrando que esta forma de linguagem pode ser utilizada nas mais
diferentes ciéncias permitindo melhor entendimento delas e consequente assimilacao.

*wc

Figura 05 — Pictograma — “banheiro para pessoas com necessidades especiais” (Fonte: Os autores)
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Assim, a Expressdo Grafica como recurso no ensino e aprendizado ¢ muito utilizada
por professores, mesmo sem o conhecimento deste termo e esse artigo apresenta uma destas
utilizacGes em que por meio deste campo de estudo, que aqui é utilizado como recurso, mostra
que a Pesquisa Operacional pode ser apresentada aos alunos do Ensino Médio.

Este trabalho esta organizado em quatro sec¢@es incluindo esta introducdo. A segunda
secdo apresenta alguns fundamentos das pesquisas em Expressdo Grafica. A metodologia, a
situacdo problema e os encaminhamentos metodoldgicos da atividade sdo apresentados na
terceira secdo. A quarta secéo apresenta a concluséo.

2. Alguns fundamentos das pesquisas em Expressdo Grafica

Nesta secdo apresentamos algumas pesquisas que fundamentam a Expressao Gréfica,
desde a importancia da representacdo grafica para a crianca a este campo de estudo como
disciplina no Ensino Superior.

Segundo Montenegro (2001, p. 1),

“pesquisas sobre o funcionamento do cérebro permitem avaliar a importancia
da expressdo grafica para a formacao integral da pessoa, e é capaz de estimular
as capacidades mentais, utilizando a habilidade manual, a sensibilidade
artistica e a expressao grafica para desenvolver a inteligéncia intuitiva, sem
esquecer o lado racional, l6gico e seqiiencial do cérebro”

Esses estimulos foram registrados ainda quando o0 Homem desenhava em cavernas seus
conhecimentos, mas a passagem de uma representacdo grafica genérica para a escrita, com
codigos e simbolos especificos, é um processo demorado e complexo.

Para Pillar (1996 p.52), o desenho infantil é

“A passagem da atividade motora para a simbolizacdo que ocorre quando a
crianca, pela primeira vez, produz uma forma que ela interpreta como
semelhante a algum objeto do seu meio (na maioria dos casos, a primeira
forma simbdlica é a figura humana). A medida que tais marcas se tornam
simbolicas, a crianca comega a construir circulos, retdngulos, triangulos, etc. e
a combina-los em padrdes mais complexos, estabelecendo um vocabulério de
linhas e formas que séo as bases da construcdo da linguagem gréfica”.

Pereira (2010) apresenta as seguintes considerag¢fes sobre o desenho na visdo de Piaget,
“O desenho, manifestacdo semidtica que surge no periodo simbolico, evolui
em conjunto com o desenvolvimento da cogni¢cdo. Compartilha mais
intimamente, por um lado, as fases da evolucdo da percepcdo e da imagem
mental, subordinando-se as leis da conceituagdo e da percep¢do. Por outro
lado, compartilna a plasticidade do brincar, constituindo-se em meio de
expressao particular, isto €, um sistema de significantes construido por ela e
doceis as suas vontades”. (PEREIRA, 2010, p.2).

Assim, desenhar é um estagio intermediario entre o pensamento e a sua representagédo
escrita, e aparece de forma muito clara antes mesmo das primeiras fases articuladas pela crianga.
Com isso, deve-se entender a escrita como sendo um desenhar especifico, codificado por e para
determinados grupos. E necessario considerar também que no processo de ensino e aprendizagem
0 “desenhar deveria ser o estagio preparatorio ao desenvolvimento da linguagem escrita das
criancas” (VYGOTSKY, 1984, p.134).

Quanto ao desenho como figuracdo gréfica, este é estudado por diferentes autores,
dentre eles temos Calvino (1990), Gomes (1996) e Montenegro (2001).

Montenegro (2001) afirma que o desenho deve ser representado em diferentes materiais
(papel, argila, areia e outros), pois isto estimula conexdes neurais que direcionam gradativamente
as atividades como escrever, desenhar, rabiscar, produzir modelos. Sobre este mesmo assunto
Gomes (1996) trata com detalhes em “Desenhismo”: “A aptiddo para a representacdo grafica
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através da linguagem do desenho parece mesmo intrinseca, ou seja, todos nés a possuimos ao
nascer” (GOMES,1996 p.26).

Ja para Calvino (1990), em cada imagem estdo escondidas outras e estas se formam
num campo de analogias, simetrias e contraposi¢des. Este autor também afirma (1990, p. 108)
gue “a capacidade de por em foco visdes de olhos fechados, de fazer brotar cores e formas de um
alinhamento de caracteres alfabéticos negros sobre uma pagina branca, de pensar por imagens”
produz conhecimento, pois utiliza a imaginacdo como instrumento do saber para expressar o que
efetivamente se entendeu e se aprendeu do que foi ensinado. Com isso é valorizada também a
escrita e a expressao oral, ressaltando o modo intuitivo da mente.

Pelo descrito brevemente nesta secdo vé-se a importancia da Expressdo Gréfica na
formacéo do individuo nas séries iniciais. No entanto, nossa vivéncia profissional, fundamentada
nos escritos de Montenegro (2001) e Poi, Luz e Goées (2011), permitem estabelecer como
hipétese que a escola no Brasil esta cada vez mais deixando de dar importancia ao Desenho, ndo
apenas como disciplina, que ja foi eliminada do curriculo da Educacdo Béasica, mas como forma
de representacao e de expressdo, especialmente em aulas de Matematica.

Na proxima secdo apresentamos a atividade didatica relacionada ao Ensino da
Geometria Analitica no Ensino Médio, onde a representacdo grafica é auxiliar a resolucdo de
problema de Pesquisa Operacional.

3. Expressdo Gréfica e Pesquisa Operacional: uma aplicacdo na Geometria Analitica

A Geometria analitica teve como principal idealizador o filésofo francés René
Descartes (1596-1650). Com o auxilio de um sistema de eixos associados a um plano, ela faz
corresponder a cada ponto do plano um par ordenado e vice-versa. Se 0s eixos desse sistema sao
perpendiculares na origem, tal correspondéncia determina o que chamamos de sistema cartesiano
ortogonal, ou simplesmente plano cartesiano. (BARRETO FILHO, 2000)

Com isso, percebe-se que héa reciprocidade entre o estudo da Geometria (ponto, reta,
circunferéncia) e da Algebra (relacbes, equacbes, entre outros), podendo-se representar
graficamente relacOes algébricas e expressar algebricamente representacdes graficas.

Para contextualizar todas essas relacdes, utilizamos a Pesquisa Operacional, mais
especificamente, sem formalizagdes, a resolucdo grafica do método Simplex.

Essa atividade apresenta aos alunos os conteldos de “representacdo de retas”,
“representacdo da intersecdo de retas”, “representacdo de inequagdes” e “representacdo de
intersecdo de inequacdo” e na sequéncia, esses conteudos sdo aplicados num exemplo, que aqui
pode ser considerado uma situacdo real. Como forma de agilizar o trabalho em sala de aula, o0s
dados utilizados no “problema real”, sdo provenientes das inequagOes, que por sua vez Sdo
provenientes das equacdes.

Antes de apresentar o problema aos alunos, sdo realizadas as consideragdes
matematicas e suas representacdes no plano cartesiano.

O texto apresentado a seguir € o material disponibilizado aos alunos, onde os caracteres
em italico sdo comentérios ou sugestdes de procedimentos metodoldgicos ao professor ou, ainda,
o desenvolvimento e resolugdes realizadas com os estudantes.

a) Representacéo de Retas
Para representar graficamente as retas de equacBes ax + by + ¢ = 0, com b=0,
isolamos a variavel y e atribuimos valores a x, X € R, obtendo pares ordenados que sdo
pontos pertencentes a reta. Assim, é conveniente usar a equacao na forma reduzida, ja
que ela apresenta o y isolado. (BARRETO FILHO, 2000)
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Exemplo: Represente no plano cartesiano a reta r: y = 30 - 0,5x

X y = 30-0,5x y
0 y=30-0,5.0 30
60 0=30-0,5x 0

Os alunos devem determinar dois pares ordenados que pertencam a reta. A escolha de
apenas dois pares é justificada pelo axioma de Euclides (Geometria Euclidiana): dois
pontos distintos determinam uma Unica reta — nesta definicdo se considera que retas
coincidentes possuem mesma representagao.

Solicite que os alunos determinem o valor de y quando x=0 e o valor de x quando y=0,
pois assim, os pares ordenados estdo nos eixos cartesianos, facilitando sua
representacao.

Determinado os dois pontos, a representacdo da reta pode ser desenvolvida em folha
de papel quadriculado com lapis e régua ou no computador em software de Geometria
Dinamica.

Realizada esta representacéo, deve-se solicitar aos alunos que realize 0 mesmo com a
retas:y =45-1,5x.

iy m 0 B0 [ o b) L o BN 0 50 80 ]
Figura 06 — Representacdo gréfica das retas a) y = 30 - 0,5x; b) y = 45 — 1,5x

0

b) Coordenadas do ponto de interseccdo de retas

A intersec¢do das retas r e s, quando existe, € o ponto P(x, y) comum a elas que é a
solucdo do sistema formado pelas equac@es das duas retas. (BARRETO FILHO, 2000)

Exemplo: Determine o ponto de interseccdo das retas r: y = 30 - 0,5x e s: y = 45 -1,5x.
Os estudantes devem determinar as coordenadas por meio da representacdo grafica,
pois a intersecdo das retas no plano cartesiano é a solugdo do sistema de equacdes.
Esse método € pouco utilizado por professores da Educacéo Basica e com isso, pode-se
mostrar aos alunos que ha diversas maneiras de resolver um problema matematico.

Solugéo Grafica

40

Intereecs fo das retas { 15; 225)

201

10 zl'a i, I‘U &0 60 0
Figura 07 — Representacdo grafica da intersecdo das retasy = 30 - 0,5x e y =45 —1,5x.
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Na sequéncia, tal determinagdo pode ser apresentada utilizando os métodos algébricos
de resolucdo de sistemas de equacOes: comparagdo, subtracdo e substituicéo.
Apresentamos a seguir a resolucéo pelo método da comparacéo.

Solugédo Algébrica

y=30-0,5x
y=45—1,5x
igualando as equacdes temos: 30 -0,5x = 45 -1,5x
x =15
Substituindo o valor de x encontrado em qualquer das equacdes do sistema temos:
y=30-0,5.15
y=225

Logo o ponto P(15; 22,5) é o ponto de interseccdo das retas r e s, determinado em
ambos os métodos: representacdo grafica e algébrico.

¢) Representacgdo de Inequacdes
Toda reta contida em um plano divide este em duas regides chamadas semiplanos,
podendo ser determinados por retas verticais, horizontais ou transversais.
(MARCONDES, 2000)

Exemplo: Represente graficamente as inequacdes: 0,5x+y <30e 3x+2y <90.

Considerando a primeira inequagdo dada, para verificar qual o semiplano que essa
representa deve-se realizar teste com um ponto qualquer ndo pertencente a reta
y = 30 - 0,5x. Esse ponto, por exemplo, pode ser a origem do sistema cartesiano A(0,0).
Se A satisfizer a inequacao, significa que A pertence ao semiplano, caso contrario o
semiplano é a regido que ndo contém A.

Substituindo as coordenadas x e y do ponto A na inequacéo dada tem-se
0,5x+y <30

0,5.0+0<30
0 < 30 (verdadeiro)
Logo a inequagdo 0,5x+y <30 representa, neste caso, o semiplano inferior a reta
y=30-0,5x e a contém devido ao sinal “<”” (menor ou igual).

Realizando o mesmo procedimento para a segunda inequagéo, 3x+2y <90, tem-se
3x+2y<90
3.0+2.0<90
0 <90 (verdadeiro)
Logo a inequagdo3x+2y <90, representa, neste caso, o semiplano inferior a reta
y =45 -1,5x e a contém.
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a) I 1o £ s 3 0 & ."c- b) -
Figura 08 — Representacéo grafica das inequacgdes: a) 0,5x +y <30; b)3x +2y <90.

an C] 0 m

Neste momento, é apresentada a situacdo real aos alunos, onde se sdo utilizadas as
representacdes graficas construidas até o momento.

d) Situacdo problema
Um aluno que trabalha numa industria moveleira da regido trouxe a seguinte
problematica: a empresa em que trabalha produz dois tipos de mesa, mesa A e mesa B.
Para a confeccdo do tampo da mesa A sdo necessarios 3m2 de madeira, j4 para a
confeccdo do tampo da mesa B sdo necessarios 2mz2. A confecgdo do tampo da mesa A
é realizado por um operario em 30 minutos, ja a confec¢do do tampo B, por ter mais
detalhes, demora 1 hora.
Este aluno informou que toda a producdo é vendida, mas h& problema com a limitagédo
de hora de méo de obra que é de 30h e de matéria prima que é de 90m2 para a confeccéo
dos tampos.
Dessa forma é necessario determinar quantas pecas de cada tampo devem ser fabricadas
para que se obtenha lucro maximo, sabendo que o lucro com o tampo A é R$150,00 por
unidade e do tampo B é R$180,00 por unidade.

A solucdo desta situacao é realizada em seis etapas descritas a seguir:
12 etapa) Organizagao dos dados

Apo6s discutir o problema com os alunos, para melhor visualizacdo dos dados é
sugerido que se realize um quadro, como o abaixo.

Mao de obra | Material Lucro
Tampo A 30min 3m’ R$ 150,00
Tampo B 1h 2m’ R$ 180,00
Disponibilidade 30h 90m?

2% etapa) Determinar as variaveis (quantidade a ser fabricada de cada tampo)
X = quantidade de tampos A
y = quantidade de tampos B

32 etapa) Determinar a fungdo objetivo (0 que realmente se busca)
Maximizar o lucro

Aqui a funcdo lucro (L) é a soma do lucro obtido com a venda dos tampos A com o
lucro dos tampos B.

O lucro obtido com a venda dos tampos A é igual ao valor do lucro multiplicado por x
(quantidade de tampos A), 0 mesmo ocorre para B. Desta forma, a funcéo L a seguir
representa o lucro total
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L= 150x + 180y
42 etapa) Determinacéo das restricoes.
Para obter o lucro maximo, considerando apenas os dois itens analisados acima,
teriamos o lucro infinito. Mas, existem algumas restri¢des, sdo elas:

i) O tempo méaximo disponivel de mao de obra é 30 horas, ou seja:

z (quantidade de horas x quantidade de pecas) < 30

Analisando o quadro da primeira etapa tem-se que 0,5x € a expressao que representa a
quantidade de horas para produzir x pegas do tampo A e ly é a expressdo que
representa a quantidade de horas para produzir y pecas do tampo B.

Logo a inequacao desta restri¢éo € 0,5x+y <30.

ii) Matéria prima maxima disponivel é 90m2,

Z (quantidade de matéria prima x quantidade de pec¢as) <90

Analisando o quadro da primeira etapa tem-se que 3x € a expressao gue representa a
guantidade de matéria prima utilizada na producdo de x pegas do tampo A e 2y é a
expressdo que representa a quantidade de matéria prima utilizada na produgédo de y
pecas do tampo B.

Como se produz os tampos A e B com a mesma matéria prima, tem-se a seguinte
inequacgao: 3x+2y<90.

iii) A empresa pode produzir os dois tipos de tampo ou apenas um deles.

Dessa forma, a quantidade minima é zero, logo: 0<x e 0<y.

5% etapa) RepresentacGes das inequacles da etapa anterior em um mesmo plano
cartesiano.

As duas primeiras inequacdes estdo representadas, separadamente nas figuras 8a e 8b,
mas como aqui se quer a interseccdo delas, essas sdo apresentadas na figura 09 a
seguir, sendo que tal intersecéo resulta na regido mais escura.

N

10 L \ P 50 fo“\ ?.n
Figura 09 — Representacédo gréafica da intersecdo das duas primeiras inequagoes.
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J& a figura 10 apresenta a interseccédo das quatro inequacgdes, ou seja, a regido do
plano em que os pontos satisfazem todas inequacfes da 42 etapa da etapa anterior.

|.o 20 ﬁ 4D sn a?"“*-\ o
Figura 10 — Representacdo grafica da intersecdo das quatro inequacdes

A regido indicada na figura 10 anterior mostra que qualquer ponto dessa satisfaz as
quatro inequacdes. No entanto, estamos em busca do ponto que fornece o lucro
maximo.

Um teorema da Pesquisa Operacional indica que o lucro maximo é obtido por um dos
vértices do poligono formado por esta regido.

Este teorema é parte integrante do método simplex, proveniente da area da Pesquisa
Operacional. Assim, sugerimos que leitura aprofundada sobre tal método e sua
formalizacdo, bem como seu método de resolucdo grafica, pode ser encontrada em
Puccini (1975).

O poligono formado pela intersec¢do das inequacdes neste problema é um quadrilatero
que possui como veértices os seguintes pontos: (0,0), (0,30), (30,0) e (15, 22,5). Com
isso, vamos substituir as coordenadas destes vértices na funcdo objetivo e verificar
qual produz maior valor para a funcéo lucro.

Cabe lembrar que as coordenadas dos pontos indicam a quantidade de cada tampo que
deve ser produzida, conforme definido na 22 etapa.

Ponto (0,0) = L =150.0+180.0=0

Ponto (0,30) = L =150.0 +180.30 = 5400,00

Ponto (30,0) = L =150.30 +180.0 = 4500,00

Ponto de interseccdo das inequacgdes (15, 22,5) = L =150.15+180.22,5 = 6300,00

Assim, 0 ponto que indica a producéo que fornecerd o lucro maximo é (15, 22,5), ou
seja, 15 tampos A e 22,5 tampos B.

e) Consideraces sobre a situacdo contextualizada apresentada
Por meio da resolucdo gréafica do método simplex, devem ser produzidos 15 tampos da
mesa A e 22,5 tampos da mesa B.
No entanto, ndo se pode produzir meio tampo. Com isso, deve ser determinado um
valor inteiro para a producdo dos tampos B.
Para que as restricbes de matéria prima e mao de obra continuem sendo satisfeitas, a
resposta para este problema é 15 e 22, pois 23 unidades estdo fora do dominio em
questdo, o que pode ser verificado se substituirmos os valores x = 15 e y = 23 nas duas
primeiras inequacdo da 42 etapa.
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0,5x+y <30 3x+2y <90

0,5.15+23<30 3.15+2.23<90

7,5+23<30 45+46<90
30,5 < 30( falso) 91 <90( falso)

4. Consideracdes Finais

As situagOes contextualizadas despertam nos alunos interesse pelo conteudo, ja a
representacdo grafica (Expressdo Gréfica) torna a matematica ndo abstrata. Quanto a resolugédo
gréfica do método simplex, esta atividade mostra que se pode resolver situacGes reais também no
Ensino Médio, ndo somente no Ensino Superior onde geralmente o método é apresentado aos
estudante. Além disto, se for utilizado softwares de Geometria Dindmica a parte algébrica ndo é
necessaria e assim, mostra que Expressdo Gréfica também pode ser utilizada como método para
resolugdo de problemas matematicos.

Cabe ressaltar que existem diversos cursos técnicos (cursos em que se espera mais
aplicacGes dos contetidos escolares) onde pode ser introduzidas técnicas da Pesquisa Operacional
para problemas de otimizacdo especificos, por exemplo, no curso Técnico em Agroindustria, é
possivel desenvolver problemas em relagdo & producéo agricola, como iogurtes, doces e queijos,
que, certamente, levardo a problemas de otimizacéo.

Assim, é possivel tornar o ensino com significado para os estudantes, basta que 0s
professores saiam da zona de conforto e pesquisem outras areas onde se tem a aplicacdo, mesmo
que o formalismo da técnica ndo seja apresentado em um nivel de abstragdo menor dos alunos.
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