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RESUMO 

O objetivo deste trabalho é desenvolver e aplicar um método híbrido que envolve os 
métodos previsor-corretor primal-dual de pontos interiores e branch-and-bound em problemas 
referentes à minimização do custo de colheita da cana-de-açúcar, à minimização do custo da 
coleta e transporte da biomassa residual e/ou à maximização de geração de energia da biomassa. 
O método previsor-corretor primal-dual de pontos interiores é utilizado para se obter a solução 
ótima relaxada do modelo. A partir desta, utiliza-se o método branch-and-bound para determinar 
a solução ótima inteira 0-1 relacionada às restrições de integralidade do problema, relativas à 
escolha das variedades a serem plantadas, considerando as áreas mecanizáveis e semi-
mecanizáveis. Os testes são realizados através de uma implementação computacional em C++ e 
os resultados numéricos obtidos são comparados àqueles publicados na literatura, demonstrando 
que o procedimento é eficiente e determina a solução ótima do problema. 

PALAVARAS-CHAVE: Método Previsor-Corretor Primal Dual de Pontos Interiores, Método 

Branch-and-Bound, Biomassa Residual da Cana-de-Açúcar. 

ÁREA PRINCIPAL: PM - Programação Matemática. 

 
ABSTRACT 

The aim of this work is develop and apply a hybrid method involving the predictor-
corrector primal-dual interior points and the branch-and-bound methods in problems of the 
sugarcane harvest cost minimization, besides the collect and transportation cost minimization 
and/or the energy generation maximization from waste sugarcane biomass. The predictor-
corrector primal-dual interior point method is used to obtain the real optimal solution of the 
model. Then, the branch-and-bound method is applied to determine the 0-1 integer optimal 
solution related to integrality constraints of the problem, to choose the sugarcane varieties must 
be planted, considering the mechanized and semi-mechanized areas. Tests have been realized by 
computational implementation in C++ programming language and the obtained numeric results 
are compared with those published in literature showing that the procedure is efficient and 
determines the optimal solution to the problem.  

KEYWORDS: Primal-Dual Interior Point Method, Branch-and-Bound Method, Sugarcane 
Biomass. 

MAIN AREA: PM - Mathematical Programming. 
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1.  Introdução Equation Section 1  
 Há alguns anos, as usinas hidrelétricas eram responsáveis por cerca de 90% da produção 
de energia do Brasil, visto que o país possui um dos maiores parques hidrelétricos do mundo. De 
acordo com Pellegrini (2002), esses dados têm sofrido algumas mudanças. Dentre estas, houve a 
introdução de novas fontes de energia, como as que exploram o gás natural, a energia nuclear, e 
as energias renováveis, as quais utilizam recursos que são reabastecidos naturalmente, 
promovendo um menor impacto ambiental e atendendo aos princípios de sustentabilidade, dentre 
elas destacam-se a energia solar, a energia eólica e energia cogerada pela biomassa residual.  
 A cogeração consiste em um processo de produção simultânea e seqüenciada de duas ou 
mais formas de energia a partir de um único combustível, que podem ser convertidas para 
consumo próprio ou venda, segundo Lima (2009). Visto a baixa produção de micro poluentes, o 
uso da biomassa como fonte na cogeração de energia tem sido avaliada como uma possível 
solução energética e ambiental. 
 A cana-de-açúcar entra nesse contexto, por ser bastante cultivada no Brasil e por gerar 
uma grande quantidade de resíduos no solo, como folhas, palhas, ponteiros e frações de colmo, o 
que incentiva o aproveitamento desta biomassa residual para a cogeração de energia. De acordo 
com Ramos (2010), a proibição das queimadas, utilizadas no processo de colheita semi-
mecanizada, provocou maior exploração e utililização do sistema de colheita mecanizado, o que 
ocasionou um aumento significativo na quantidade de resíduos no solo, que favoreceram o 
aparecimento de pragas, a contaminação do solo, e o comprometimento da próxima safra. Neste 
processo houve investimentos das usinas para o reaproveitamento desta biomassa residual que, 
além de resolver este problema, possibilitou a cogeração de energia e utilização desta no setor 
sucro-alcooleiro. Além disso, o período da colheita da cana-de-açúcar coincide com o período de 
estiagem das principais bacias hidrográficas do parque hidrelétrico brasileiro, e ainda, existe a 
possibilidade de armazenamento da biomassa por um determinado período até uma maior 
necessidade ou maior valor de comercialização desta energia. 
 Assim, muitos estudos têm sido propostos visando otimizar o custo de coletar e transferir 
a cana-de-açúcar e a biomassa residual, do campo para o centro de processamento, bem como ao 
uso deste resíduo para a geração de energia, considerando-se os dois sistemas destinados ao 
plantio: o sistema mecanizável, que gera biomassa para a produção de energia, e o sistema semi-
mecanizável, que não gera biomassa residual, mas influencia diretamente no custo de coleta e 
indiretamente na produção de energia do processo. 
 Nos trabalhos de Florentino (2006), Tolentino (2007) e Homem (2010), são discutidos 
modelos matemáticos para a escolha de variedades de cana-de-açúcar que buscam otimizar o 
custo de coleta da biomassa residual e/ou a geração de energia. Ramos (2010) e Silva (2011) 
apresentam modelos de minimização de custo da colheita da cana-de-açúcar, considerando áreas 
mecanizáveis e semi-mecanizáveis em sua formulação. 
 Este trabalho tem por objetivo utilizar um procedimento híbrido envolvendo métodos 
previsor-corretor primal-dual de pontos interiores e branch-and-bound para a resolução dos 
modelos relativos à colheita da cana-de-açúcar, que considera as áreas semi-mecanizáveis e 
mecanizáveis para o plantio e ao aproveitamento de resíduos de cana-de-açúcar, relativos à 
minimização do custo de coleta e transporte da biomassa residual e/ou maximização de geração 
de energia da biomassa, com restrição no número de variedades a serem plantadas nos talhões. 

2.  Método previsor-corretor primal-dual de pontos interiores e branch-and-bound Equation Section (Next) 
 Seja o seguinte problema primal definido para variáveis canalizadas:  

             

 :             

TMinimizar c x

Ax b
Sujeito a

l x u

=


≤ ≤     

(2.1) 

em que nmRA ×
∈ , mRb∈ , , , , nx c l u R∈ e A com posto m. 

 Tem-se então, o seguinte problema equivalente ao problema original (2.1): 
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 :             :  e 
 e 

 0 e 0

T TMinimizar c x Minimizar c x

Ax b
Ax b

Sujeito a Sujeito a x r l x z u
x l x u

r z

=
= 

− = + = 
≥ ≤  ≥ ≥   

(2.2) 

 Considerando o problema de programação linear (PPL) com restrições lineares de 
igualdade e variáveis canalizadas (2.2), este é redefinido através de um PPNL Primal-Dual 
irrestrito que é definido a partir da função Lagrangiana Barreira Logarítmica ( , , , , , )L x w z r y sµ : 

1 1
( , , , , , ) ( ) ( ) ( ) ln( ) ln( )

n nT T T T
i ii i

L x w z r y s c x w b Ax s l r x y x z u z rµ µ µ
= =

= + − + + − + + − − −∑ ∑  (2.3) 

 Em que:  e ,m nw R y s R∈ ∈ ; s ≥ 0, y ≥ 0, são as variáveis duais do problema e    µ > 0 é o 

parâmetro de barreira ou parâmetro de centragem. 
 Assim, a partir de (2.3), temos as seguintes condições de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) para este problema: 

Ax b=       (2.4) 

 x r l− =         (2.5) 

 x z u+ =          (2.6) 
TA w s y c+ − =              (2.7) 

0RSe eµ− =          (2.8) 

0ZYe eµ− =          (2.9) 

 Em que: ,  ,   e R Z S Y  são matrizes diagonais, respectivamente com , ,  e  
i i i i

r z s y  como 

elementos diagonais e ( )T
e 1,  ,1…= . Considerando o problema (2.2) e a restrição  x r l− = , nota-

se que quando l = 0, temos que x = r, desta forma, a condição de otimalidade (2.8) pode ser 
reescrita como:  

0XSe eµ− =         (2.10) 

  Em que: X  é uma matriz diagonal tendo 
i

x  como elementos da diagonal. 

  A partir das condições de (2.4) a (2.10) determinam-se as direções de busca, 

( ;  ;  ;  ;  ),k k k k k

x z w s y
d d d d d� � � � � o comprimento do passo, 

P

kα , relacionado às direções primais, e
D

kα , 

relacionado às direções duais, um critério de parada para a determinação de uma nova solução 
1 1 1 1 1( ;  ;  ;  ;  )k k k k kx z w s y+ + + + + e definem-se os passos do algoritmo a seguir, de acordo com Wu et al. 

(1994). Este algoritmo é complementado no passo 10 pelo método branch-and-bound, que é 
usado para integralizar as soluções obtidas pelo método primal-dual, baseando-se em Bazaara e 
Shetty (1979), Borches e Mitchell (1992) e Homem et al.(2011). 

2.1  Algoritmo previsor-corretor primal-dual e branch-and-bound (PDBB) 

 Passo 1: Ajustar k = 0 e encontrar uma solução inicial 0 0 0 0 0( ;  ;  ;  ;  )x z w s y P D∈ × , ou 

seja, uma solução inicial factível.  Seja 
1 2 3 4 5
, , , , 0ε ε ε ε ε >  pequenas tolerâncias positivas 

auxiliares ao passo 2 do algoritmo. 

 Passo 2:  Testar a otimalidade de solução: Se 
1
,

1 1

k kt b Ax

b b
ε

−
= ≤

+ +
  

2
1 1

T k k kc A w s yg

c c
ε

− − +
= ≤

+ +
,

3 4 5

( )
,   ,    ,  0

1

T k T k T k

k k k k

T k

c x b w g y
v q x g

c x
ε ε ε

− −
≤ < < < <

+
� � ,

0ks >  e 0ky >  então pare, a solução , , , ,k k k k kx z w s y  obtida é ótima. Caso contrário, continue. 

 Passo 3: Fazer os cálculos intermediários do passo previsor: k kt b Ax= − ,  
k k kf u x z= − −  (resíduos primais);  k T k k kg c A w s y= − − +  (resíduo dual), k

k k k
v e X S eµ= − , e 

k

k k k
q e Y Z eµ= −  (folgas complementares);  1 1 1( ) ,

k k k k k
X S Z Yθ − − −= +  e ( )1 1 ;k k k k

k k k
p Z Y f q X v− −= − +    

⟺ 
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 Passo 4 : Calcular as direções , ,  ,  e k k k k k

x z w s y
d    d d   d  d

 
do passo previsor: 

( )k T k k k

x k w
d A d p gθ= + − , 1 ( )k k k

s k k x
d X v S d−= − 1,  ( ) ( )k k k k T k k k

z x w k k
d d f d A A A p g tθ θ−= − + = − + +     

e 1( )k k k

y k k z
d Z q Y d−= − . Tal que ,  ,   e 

k k k k
X Z S Y  são matrizes diagonais, com , ,  e k k k k

i i i i
x z s y , 

respectivamente, como seus elementos diagonais. 

 Passo 5: Fazer os cálculos intermediários do passo corretor (atualizar os termos de 

segunda ordem das folgas complementares): ,  e .k k k k k k

k k k x s k k k z y
v e X S e D D q e Z Y e D D eµ µ= − − = − −� �  

Em que: ( ), ( ) , ( ) ,  e ( ).
i i i i

k k k k k k k k

x x s s z z y y
D Diag d D Diag d D Diag d D Diag d= = = =  

 Passo 6 : Atualizar as direções , ,  ,  e k k k k k

x z w s y
d    d d   d  d� � � � �  do passo corretor : 

( )k T k k k

x k w
d A d p gθ= + −� �  1( ) ( ) ,k T k k k k k

w k k z x
d A A A p g t d d fθ θ−

= − + + = − +  
� � � 1 ( )k k k

s k k x
d X v S d−= −� �� e 

1( )k k k

y k k z
d Z q Y d−= −� �� . 

 Passo 7: Testar a ilimitariedade: Se  0, 0k kt f= = , , 0k k

x z
d   d >� � , e 0t k

x
c d <� , então o 

problema primal é ilimitado. Se  0kg = ,  , , 0k k k

w s y
d   d d >� � �  e 0t k

w
b d >� , então o problema dual é 

ilimitado. Se ambos os casos acontecem, então PARE. Se , ,  , , 0k k k k k

x z w s y
d    d d   d  d =� � � � � , então também 

PARE, , , , ,k k k k kx z w s y são soluções ótimas dos problemas primal e dual, respectivamente. Caso 

contrário ir para o Passo 8. 

 Passo 8: Calcular os comprimentos dos passos primal e dual: { }1 2min 1, ,P

k k kα α α= e 

{ }3 4min 1, ,D

k k k
α α α= , em que 1 min / 0 ,i

k i

i

x
dx

dx

α
α

 − 
= < 

  

�

�
 2 min / 0 ,i

k i

i

z
dz

dz

α
α

 − 
= < 

  

�

�

 

3 min / 0 ,i

k i

i

s
ds

ds

α
α

 − 
= < 

  

�

�

4 min / 0i

k i

i

y
dy

dy

α
α

 − 
= < 

  

�

�
, em que 10 << α .

 

 Passo 9: Determinar uma nova solução: 

 1 1 1 1 1,   ,   ,   ,  e   k k P k k k P k k k D k k k D k k k D k

k x k z k w k s k y
x x d z z d w w d s s d y y dα α α α α+ + + + += + = + = + = + = +� � � � �  

 Atualizar k ←	k+1  e ir para o Passo 2. 

 Passo 10: Método Branch-and-Bound 

 Para cada 
ix , se 0.95ix ≥  assuma 1=ix , o que implica que a variedade i será plantada no 

talhão j, e faça 0,  ,hx h i= ≠  para h = 1,...,k em todos os h’s restantes e j = 1,...,n.  (em que h é 

número de variedades e j é o número de talhões, e ambos são informados pelo usuário de acordo 
com o modelo em questão). Para as variáveis restantes, diferentes de 0 ou 1, percorra todos os  
nós cujas componentes xi’s que ainda não atenderam o critério de integralidade ( 0 < xi < 0,85), de 
tal forma que somente uma componente assuma o valor 1 para cada nível da árvore, verificando a 
viabilidade e a otimalidade. Armazene sempre o menor valor da função objetivo encontrado. Um 
fluxograma que detalha os procedimentos a serem feitos no passo 10 é visto em Homem (2010). 

 O algoritmo PDBB é definido através de um procedimento envolvendo os métodos 
primal-dual e branch-and-bound e é proposto para a resolução dos modelos definidos na seção 3, 
da seguinte forma:  

i) Os passos de 1 a 9 resolvem o modelo relaxado para as variáveis limitadas superiormente 

0 i ix u≤ ≤ ; 

ii) O passo 10, que utiliza o método branch-and-bound, integraliza a variável xi 

( 0 ou 1)i i ix x u= = =
 
para cada nível da árvore. A variável xi = 1 implica que a variedade i 

deverá ser plantada em um talhão j. 
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Observação: o método previsor-corretor proposto é variante daquele proposto por Mehrota(1992) 

diferenciando-se deste por já utilizar no passo previsor informações do parâmetro de barreira 
k

µ , 

o  que melhora a eficiência do método por evitar que os pontos definidos  por este aproximem-se 
da fronteira do problema no passo previsor, podendo, inclusive, inviabilizá-los. Enquanto que, no 
passo corretor, este reajusta as direções com informações dos aproximantes de segunda ordem 
referentes às condições de complementaridade, possibilitando que, o procedimento de centragem 
do passo previsor mais o ajuste feito no passo corretor, acelerem a convergência do processo, 
para a determinação da solução ótima do problema contínuo. 

 

3. Modelagem MatemáticaEquation Section (Next) 
3.1  Modelo I – Minimização do custo de colheita da cana-de-açúcar  

 O problema consiste em determinar quais das n variedades i devem ser plantadas nos k 
talhões j de medida Lj (ha) e distância Dj (Km) do centro de produção (j=1,2,...,k) e, que ofereça o 
menor custo possível para o processo de colheita e de transporte da cana-de-açúcar do campo 
para a usina. Para formulação do modelo, a área para plantio foi dividida em duas partes, uma 
parte para plantio da cana que será colhida crua (l talhões) e outra para cana que deverá ser 
queimada na pré-colheita ((k-l) talhões), devido aos diferentes custos para cada tipo de colheita.  
 Para a formulação da função objetivo do modelo são feitos os cálculos dos custos 
envolvidos no processo, baseando-se em Ramos (2010) e Silva (2011). Na colheita de cana 
queimada têm-se os custos de aceiro, queima, corte manual, carregamento da cana para o 
caminhão e transporte da cana do campo para a usina. Na colheita mecanizada têm-se os custos 
de corte e transporte da cana do campo para a usina. Estes dados estão apresentados nas tabelas 2, 
3 e 4 da seção 4. 
 O custo de transporte da variedade i plantada no talhão j (Ctij) a uma distância (Dj ) do 
talhão j para a usina:  

. 
iij med j

Ct c D=      (3.1) 

 Em que: i = 1, 2, ..., n são os índices que representam as variedades;  j = 1, 2, ..., k são os 
índices que representam os talhões; 

imedc é o custo médio do transporte da cana por km; e Dj é a 

distância do talhão j do centro de processamento, em talhões. 

 O custo SM
ijC de colheita e transporte da cana-de-açúcar de variedade i plantada no talhão 

j no sistema semi-mecanizado é calculado da seguinte forma: 

( ). SM

ij i i i i ij j
C Ca Cq Cco Cca Ct L= + + + +          (3.2) 

 Em que: iCa  é o custo de aceiro da variedade i (R$.ha-1); iCq  é o custo da queima da 

variedade i (R$.ha-1); iCco  é o custo de corte da variedade i (R$.ha-1); iCca  é o custo de 

carregamento da variedade i (R$.ha-1); ijCt  é o custo de transporte da variedade i plantada no 

talhão j (R$.ha-1), calculado em (2.1); e jL é área do talhão j, em hectare. 

 No sistema mecanizado o custo, M
ijC , de colheita e transporte da cana de variedade i 

plantada no talhão j, é calculado da seguinte forma:  

( ). M

ij i ij j
C Cco Ct L= +     (3.3) 

 Em que: iCco  é o custo de corte da variedade i (R$.ha-1); ijCt  é o custo de transporte da 

variedade i plantada no talhão j (R$.ha-1), calculado em (2.1); e jL é área do talhão j, em hectare. 

 A partir dos cálculos (3.2) e (3.3), é proposta a função objetivo do modelo que visa o 
menor custo possível no processo de colheita. Para a eficiência do modelo, deve-se satisfazer as 
restrições de sacarose e de fibra da cana (recomendações da empresa para manter a qualidade da 
cana e a demanda de açúcar e álcool) e usar toda a área destinada para o plantio da cana 
(mecanizada e semi-mecanizada). Este modelo é definido a seguir:  

1 1 1 1

 
n l n k

M SM

ij ij ij ij
i j i j l

Minimizar CCT C X C X
= = = = +

= +∑∑ ∑ ∑      (3.4) 
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1 1

1 1

1

 :  ;  

                  ;

                  1;  

  0 ou 1 ,    1,  2,  ...,   e    1,  2,  ...,   

n k

i ij
i j

n k

I i ij S
i j

n

ij
i

ij

Sujeito a A X PT

F T F X F T

X

X i n j k

= =

= =

=

≥

≤ ≤

=

= = =

∑∑

∑∑

∑

 (3.5) 

Em que: CCT é o custo do processo de colheita e transporte da cana de açúcar;                          
i = 1, 2, ..., n são os índices que representam as variedades,  j = 1, 2, ..., k são os índices que 
representam os talhões; l é número de talhões em que se considera o sistema mecanizado; k – l  é 

o número de talhões em que se considera o sistema semi-mecanizado; M
ijC é o custo da colheita e 

do transporte da cana de variedade i plantada no talhão j ( j = 1, ..., l ), no sistema mecanizado; 
SM
ijC é o custo da colheita e do transporte da cana de variedade i plantada no talhão j ( j = l+1, ..., 

k ), no sistema semi-mecanizado; Xij  são as variáveis de decisão, tais que, Xij = 1 implica que a 

cana de variedade i deve ser plantada no talhão j e em caso contrário Xij = 0; iA  é a estimativa de 

produção de sacarose da variedade i  (t/ha); P é a quantidade mínima estabelecida para a POL da 

cana; T é o número total de talhões; Fi é a estimativa do teor de fibra da variedade i; IF e SF são 

as quantidades mínimas e máximas estabelecidas para a fibra da cana. 
Com o intuito de utilizar mais variedades, inseriu-se ao modelo uma restrição que limita 

a quantidade que cada tipo de variedade pode ser plantada. 

1

k

ij
j

X M
=

≤∑   (3.6) 

Em que: M é o número máximo que cada variedade i pode ser plantada. 

3.2 Modelo II – Minimização do custo de coleta da biomassa residual de cana-de-açúcar 

resultante da colheita em áreas mecanizáveis 

 Para a construção do modelo de minimização do custo da coleta da biomassa residual é 
necessário que se calcule o custo do aproveitamento do palhiço. Segundo Florentino (2006) e 
Homem (2010) têm-se os estágios realizados para o recolhimento: primeiramente, o palhiço é 
enleirado, em seguida é passado em uma máquina para compactação, depois é carregado no 
caminhão e finalmente transportado para o centro de processamento. Assim, o custo de coleta do 
palhiço da cana-de-açúcar da variedade i plantada no talhão j (CCij) é calculado pela soma do 
custo envolvido no processo de enleirar, compactar e carregar o caminhão com o palhiço da 
variedade i (Ci) e o custo de transporte (CTij), multiplicada à área do talhão j (Lj), calculados 
através das tabelas 1, 4 e 5, apresentadas na seção 4. Abaixo segue a expressão do custo: 

( )ij i ij j
CC C CT L= +       (3.7)      

 Desta forma, o modelo consiste em determinar quais das n variedades i devem ser 
plantadas nos k talhões j de medida Lj(ha) e distância Dj(Km) do centro de produção e, que 
ofereça o menor custo possível para o processo de transferência do palhiço do campo para o 
centro de processamento , atendendo as restrições de demanda de sacarose e fibra, área de 
plantio, e o plantio de apenas uma variedade de cana-de-açúcar por talhão. Este modelo é 
definido a seguir: 

1 1

            
n k

ij ij
i j

Minimizar CC X
= =

∑∑        (3.8) 

       Sujeito a:            Restrições (3.5) 

 Considera-se CCij é o custo de coleta do palhiço da cana de variedade i plantada no 
talhão j, calculada em (3.7); e as restrições (3.5) são definidas na seção 3.1. 
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3.3 Modelo III – Maximização do balanço de energia para o aproveitamento do palhiço 
resultante da colheita em áreas mecanizáveis 

 Analogamente, para a construção do modelo de maximização, calcula-se antes, o balanço 
de energia. De acordo com Florentino (2006) e Florentino (2011), o balanço de energia para o 
aproveitamento do palhiço é obtido pela diferença entre a energia proveniente do palhiço da 
variedade i plantada no talhão j (EBij) e a energia gasta na transferência palhiço da variedade i 
plantada no talhão j (ETBij) que é a soma das energias gastas para enleirar e compactar (EECij), 
carregar (ECij) e transportar esta biomassa (ETij), calculadas através dos dados das tabelas 1, 4 e 5 
apresentados na seção 4. A fórmula do balanço de energia é apresentada a seguir:  

ij ij Bij
BE EB ET= −     (3.9) 

 Assim, o modelo consiste em determinar quais das n variedades de cana-de-açúcar 
devem ser plantadas nos k talhões de área Lj(ha) e distância Dj(Km)da usina, que o produza o 
máximo balanço de energia no seu aproveitamento. Assim como o modelo anterior, este 
problema considera as restrições de demanda de sacarose e fibra de cana, uso total da área 
destinada ao plantio, e o plantio de apenas uma variedade de cana-de-açúcar por talhão. A seguir, 
o modelo é definido. 

1 1

             
n k

ij ij
i j

Maximizar BE X
= =

∑∑        (3.10) 

           Sujeito a:               Restrições (3.5) 

 Em que BEij é o cálculo do balanço de energia no aproveitamento do palhiço de cana 
produzido da variedade i no talhão j, calculados em (3.9), e as restrições (3.5) são definidas na 
seção 3.1. 

3.4 Modelo IV – Problema Multi-Objetivo 

 Este modelo consiste em determinar quais das n variedades de cana-de-açúcar devem ser 
plantadas nos k talhões de área Lj (ha) e distância Dj (Km) da usina, que investigue, 
simultaneamente, o mínimo custo total de colheita da cana-de-açúcar e coleta de resíduos e o 
máximo balanço de energia no aproveitamento de resíduos resultantes da colheita em áreas 
mecanizáveis, os quais têm objetivos conflitantes, levando em consideração restrições como 
quantidade de produção de sacarose e fibra de cana-de-açúcar, uso total da área destinada ao 
plantio e o plantio de apenas uma variedade de cana-de-açúcar por talhão. O modelo matemático 
é definido por: 

( )        ;( 1)Minimizar CT BET−    (3.11) 

                                             Sujeito a:         Restrições (3.5)  

 Em que CT é o custo total gasto pela usina na colheita da cana-de-açúcar e na coleta de 
seus resíduos, considerando as áreas mecanizáveis e semi-mecanizáveis, que é expresso por 

1 1 1 1

( ) ( )
n l n k

M M SM SM

ij ij ij ij ij ij
i j i j l

CT C CC X C CC X
= = = = +

= + + + +∑∑ ∑ ∑ ; tal que M

ij
C está definido em (3.3); M

ij
CC está 

definida em (3.7), porém considera apenas as áreas mecanizáveis, analogamente SM

ij
CC considera 

somente as áreas semi-mecanizáveis; SM

ij
C está definido em (3.2); BET é o balanço de energia 

total no aproveitamento de resíduos da cana-de-açúcar, que é expresso por 

1 1 1 1

 =
n l n k

M SM

ij ij ij ij
i j i j l

BET BE X BE X
= = = = +

+∑∑ ∑ ∑ ; tal que M

ij
BE está definida em  (3.9), porém considera apenas 

as áreas mecanizáveis, analogamente SM

ij
BE considera somente as áreas semi-mecanizáveis;  e as 

restrições (3.5) são definidas no modelo de minimização do custo de coleta da biomassa residual 
da cana-de-açúcar, na seção 3.1. Neste trabalho, os cálculos de custo de coleta e do balanço de 

energia a partir do aproveitamento de resíduos das áreas semi-mecanizáveis ( SM

ij
CC e SM

ij
BE ) serão 

considerados nulos, visto que a colheita nesta área não gera resíduos. Futuramente, pretende-se 
inserir no modelo, dados para a cogeração de energia referentes ao bagaço da cana, e estes serão 
considerados tanto em áreas mecanizáveis quanto em áreas semi-mecanizáveis. 
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 Geralmente, os modelos multiobjetivo são de difícil resolução e na maioria das vezes 
exigem a intervenção do usuário para a determinação de soluções satisfatórias (eficientes). 
Assim, para a resolução deste modelo multiobjetivo, será utilizada a estratégia de otimização 
conhecida por Otimalidade de Pareto, apresentada em Deb (2004), que utiliza o método da soma 
ponderada (α-parametrizado), como estratégia de resolução. Desta forma, o modelo multiobjetivo 
é redefinido, utilizando esta estratégia, através do seguinte modelo mono-objetivo: 

 ( )        (1 )Minimizar CT BETα α− −        (3.12) 

                                            Sujeito a:          Restrições (3.5)  

4    Resultados 
      Para a aplicação do método aos modelos investigados foram utilizados dados necessários das 
tabelas de 1 a 5, apresentadas por Florentino (2006), Lima (2009), Homem (2010), Ramos (2010) 
e Silva (2011). A tabela 1 apresenta os custos, consumos, e recomendações referentes às 10 
variedades e 16 talhões, em que Cecc representa o custo para enleirar, compactar e carregar o 
palhiço; Co, o consumo de combustível do caminhão usado no transporte do palhiço; P, o preço 
de um litro de combustível; Vc , a capacidade de carga do caminhão a ser usado no transporte do 
palhiço; EcEC , a energia consumida pelas máquinas para enleirar e compactar uma tonelada de 
resíduo; Ecc , a energia consumida pela máquina para carregar o caminhão com uma tonelada do 

resíduo; EcT, a energia consumida pelo caminhão para o transporte do resíduo; P , a quantidade 

mínima recomendada de POL ; e eI SF F  a produção mínima e máxima de fibra. A tabela 2 

apresenta as estimativas por tipo de variedades, em que Vi representa a estimativa do volume do 
palhiço em toneladas da variedade i; PBi , a produtividade de palhiço da variedade i; ECBi , o poder 
calorífico útil do palhiço produzido pela variedade i; Ai , a produtividade de açúcar 
fermentescível (POL) da variedade i; Qi , a estimativa do volume do palhiço por unidade de área 
plantada da variedade i; Fi , a produtividade de fibra da variedade i; e Pc é a produtividade da 
cana-de-açúcar  da variedade i. A tabela 3 apresenta os custos referentes ao processo de 
transporte. A tabela 4 apresenta os custos referentes ao processo de colheita. E por fim, a tabela 5 
apresenta a área e a distância dos talhões à usina. As tabelas de 1 a 5 são vistas a seguir: 

Tabela 1: Custos e consumos de combustível e energia dos maquinários utilizados para a coleta do palhiço e 
recomendações de teores de Pol e fibra da cana-de-açúcar 

 

Tabela 2: Estimativas de valores por variedade 

 

Tabela 3: Custos envolvidos no processo de transporte 
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Tabela 4: Custos envolvidos no processo de colheita 

 

Tabela 5: Área e distância dos talhões até a usina 

 
  
 E ainda, para a aplicação do método PDBB aos modelos apresentado nas seções de 3.1 a 
3.4, foram definidos os talhões 3 e 11 para áreas semi-mecanizáveis, e os demais para as áreas 
mecanizáveis. Através da implementação do algoritmo PDBB, visto na seção 2.1, no software 
Borland C++ Builder 6.0, pode-se obter as soluções ótimas do modelos apresentado nas seções de 
3.1 a 3.4, e estes resultados foram comparados com aqueles obtidos pelo aplicativo Solver do 
software Excel. Desta forma, os resultados obtidos por cada modelo são apresentados nas seções 
de 4.1 a 4.4, a seguir.  As tabelas apresentadas representam os valores reais obtidos pelos passos 
de 1 a 9 do algoritmo PDBB, e indicam quais índices devem ser ramificados. Na coluna “Passo 
10 Método PDBB” estão indicadas as variedades para plantio, encontrada pelo passo 10 do 
método.  

4.1  Modelo I – Minimização do custo de colheita da cana-de-açúcar  

 A tabela 6 apresenta os resultados reais e inteiros obtidos a partir da aplicação do 
algoritmo PDBB, proposto na seção 2.1, para o modelo de minimização do custo de colheita de 
cana-de-açúcar, visto na seção 3.1, baseando-se em Silva (2011), mas acrescentando à sua 
formulação, a nova restrição (3.6), apresentada na seção 3.1. O valor da função objetivo 
encontrada pelo método PDBB obtidos pelos passos de 1 a 9, em 21 iterações, é de 
aproximadamente R$431.395,40287146. Após a integralização das variáveis, através do passo 10 
do método, obteve-se uma melhoria no custo da minimização da colheita, que passou a ser: R$ 
R$422.584,03701792.  

Tabela 6: Resultados obtidos a partir da implementação do método PDBB 
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 A partir da tabela 6, é possível notar que não é feita nenhuma ramificação nos talhões 3, 
10 e 16, valores destacados na primeira coluna em destaque, visto que, são valores acima de 0,8. 
Pelo passo 10 do método PDBB, estes são integralizados, e assumem o valor 1, determinando o 
plantio dessa variedade. Para a determinação do plantio nos demais talhões, foi necessária a 
ramificação através do passo 10 do método PDBB para a integralização dos resultados. A partir 
da solução relaxada, realizou-se o passo 10 do método PDBB, que após 9 iterações, integralizou 
os resultados e determinou o plantio da variedade 1-SP80-1816  para os talhões 3, 10 e 16, da 
variedade 3 – SP80-32801 nos talhões 2, 4 e 12, da variedade 6 – RB855113 nos talhões 9, 13 e 
14, da variedade 7 – SP79-1011 no talhão 8, da variedade 8 – RB835486 nos talhões 5, 6 e 15, e 
da variedade 10 – SP70-1143 nos talhões 1, 7, e 11, que são apresentados na coluna “Passo 10 
Método PDBB”. 

4.2 Modelo II – Minimização do custo de coleta da biomassa residual de cana-de-açúcar 

resultante da colheita em áreas mecanizáveis 

 A tabela 7 apresenta os resultados obtidos a partir da aplicação do algoritmo PDBB, 
proposto na seção 2.1, para o modelo de minimização do custo de coleta da biomassa residual de 
cana-de-açúcar, visto na seção 3.2. O valor da função objetivo encontrada pelo método PDBB 
obtidos pelos passos de 1 a 9, em 9 iterações, é de aproximadamente R$36215,5232188527. Após 
a integralização, em uma única iteração, pelo passo 10 do método, o valor ótimo encontrado foi 
de R$36188,4127026407. 

Tabela 7: Resultados obtidos a partir da implementação do método PDBB 

 

 Na tabela 7, é possível notar que não é necessária nenhuma ramificação, visto que, os 
valores apresentados na primeira coluna em destaque, são valores acima de 0,8. Pelo passo 10 do 
método PDBB, estes são integralizados, e assumem valor 1, determinando o plantio da variedade 
8 – RB835486 nos talhões 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 12, 13, 14 e 15, e o plantio da variedade 10 – SP70-
1143 nos talhões 7, 10 e 16, indicado pela coluna “Passo 10 Método PDBB”. 

4.3 Modelo III – Maximização do balanço de energia para o aproveitamento do palhiço 
resultante da colheita em áreas mecanizáveis 

 Os resultados, apresentados pela tabela 8, são obtidos a partir da aplicação do algoritmo 
PDBB, proposto na seção 2.1, no modelo de maximização do balanço de energia para o 
aproveitamento do palhiço resultante da colheita mecanizável, visto na seção 3.3. O valor da 
função objetivo encontrada pelo método PDBB obtido pelos passos de 1 a 9, em 11 iterações, é 
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de aproximadamente R$21196081,2934828. Após a integralização, em uma única iteração, pelo 
passo 10 do método, o valor ótimo encontrado foi de R$21196165,6737. 

Tabela 8: Resultados obtidos a partir da implementação do método PDBB 

 

 Através dos valores apresentados pela tabela 8, é possível notar que não é necessária 
nenhuma ramificação, visto que, os valores apresentados na primeira coluna em destaque, são 
valores acima de 0,8. Pelo passo 10 do método PDBB, estes são integralizados, e assumem valor 
1, determinando somente o plantio da variedade 2 – RB72454. 

4.4 Modelo IV – Problema Multi-Objetivo 

 Os resultados representados pelo gráfico da figura 1 mostram a relação entre os valores 
de custo e balanço total, a partir da variação de [0,1]α ∈ , utilizado na estratégia de resolução da 

soma ponderada das funções objetivo, apresentada na seção 3.4.  

 
Figura 1: Gráfico que representa as soluções eficientes do problema 

 Como os objetivos concomitantes de minimizar o custo total e maximizar o balanço de 
energia total são conflitantes, melhorar um dos objetivos implica em piorar o outro, como é visto 
na curva de soluções eficientes apresentada na figura 1. As soluções obtidas através da 
ponderação realizada sobre as funções objetivos, chamadas soluções eficientes, são de interesse, 
pois informam ao produtor a determinação das variedades a serem plantadas, de modo a atender o 
momento econômico de sua empresa. 
 Todos os resultados obtidos pelo método PDBB e apresentados nas seções de 4.1 a 4.4 
foram comparados com aqueles apresentados pelo aplicativo Solver do software Excel. A partir 
desta comparação, pode-se concluir que ambos determinam as mesmas variedades a serem 
plantadas nos talhões, e em relação aos valores das funções objetivos, obtêm os mesmos 
resultados, se diferenciando apenas a partir da quinta ou sexta casa decimal. 
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5    Conclusões 
 Neste trabalho, desenvolveu-se um procedimento híbrido que envolve os métodos 
previsor-corretor primal-dual de pontos interiores e branch-and-bound (algoritmo PDBB), para 
serem aplicados em problemas de programação linear inteira 0-1. Este foi utilizado para a 
resolução dos seguintes modelos: minimização do custo da colheita da cana-de-açúcar, que 
considera áreas mecanizáveis e semi-mecanizáveis, apresentado por Silva (2011);  minimização 
da coleta da biomassa residual, e maximização do balanço de energia, considerando apenas áreas 
mecanizáveis, apresentados por Florentino (2006), Florentino (2011) e Homem (2010); e o 
problema multiobjetivo, associado ao cultivo da cana-de-açúcar, com os objetivos conflitantes de, 
minimizar o custo total de cultivo e maximizar o balanço de energia relativo à biomassa residual 
do processo. 
 O algoritmo PDBB foi implementado através do software Borland C++ Builder 6.0, 
aplicado aos problemas destacados, obtendo soluções ótimas para os quatro casos considerados. 
Estas foram comparadas com aquelas determinadas pelo aplicativo Solver, do software Excel, e 
os resultados obtidos para um caso específico de dezesseis talhões e dez variedades, revelaram o 
bom desempenho do método híbrido proposto. 
 Portanto, o trabalho atingiu os seus objetivos, relacionados ao uso do método PDBB à 
resolução dos modelos de cultivo e de aproveitamento da biomassa residual da cana-de-açúcar, 
mostrando a viabilidade de se utilizar esta técnica de otimização para auxiliar as usinas na seleção 
de variedades a serem plantadas, de tal forma a otimizar o processo, respeitando-se as restrições 
de produção caracterizadas nos modelos.  
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