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RESUMO

Um grafo ndo planar s6 pode ser planarizado se o mesmo for modificado. Neste trabalho
é apresentado um algoritmo que utiliza a remoc¢do de vértice para obter um subgrafo planar. A
remocdo de vértice de um grafo G é o menor inteiro k > 0 tal que exista um subgrafo planar
induzido de G obtido pela remocdo de k vértices de G. Considerando que o problema de decisdo
correspondente &€ NP-completo e que néo existe algoritmo de aproximagdo para planarizagdo de
grafos por remocdo de vértices, este trabalho propde um algoritmo evolutivo que utiliza um
algoritmo construtivo de planarizacdo de grafos, o qual possui complexidade de tempo O(n+m),
baseado na estrutura de dados de &rvores-PQ e na operacdo de remogao de vértices. A eficiéncia
do algoritmo é verificada por meio de alguns estudos de casos.

PALAVARAS CHAVE: planarizacéo de grafos, algoritmos genéticos, arvores-PQ, remocéo
de vertices.

Area Principal: Metaheuristica, Teoria e Algoritmos em Grafos

ABSTRACT

A non-planar graph can only be planarized unless it is modified. This work presents a
new heuristic algorithm that uses vertexes deletion to modifier a non-planar graph in order to
obtain a planar subgraph. The present algorithm aims to delete a minimum number of vertexes to
get a planar subgraph. The vertex deletion number of a graph G is the smallest integer k > 0 such
that there is an induced planar subgraph of G obtained by the removal of k vertexes of G.
Considering that the corresponding decision problem is NP-complete and an approximation
algorithm for graphs planarization by vertexes deletion does not exist, this work proposes an
evolutionary algorithm that uses a constructive heuristic algorithm for graph planarization, which
has time complexity of O(n+m), based on the PQ-trees data structure and on the vertex deletion
operation. The algorithm performance is verified by means of some case studies.

KEYWORDS: graph planarization, genetic algorithms, PQ-Tree, vertexes deletion
Main Area: Metaheuristics, Theory and Algorithms in Graphs
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1. Introducéo

As aplicagdes préaticas de Desenho de Grafo (Graph Drawing), tal como projeto VLSI,
requerem técnicas de desenho para grafos ndo planares. Entretanto, o resultado de algoritmos de
desenho de grafo é limitado a grafos planares. Uma aproximacao possivel para trabalhar com a
ndo planaridade em grafos é considerar suas invariantes topoldgicas, tal como o nimero de
remogdo de vértices, o qual pode ser usado como a medida de ndo planaridade.

Um desenho simples de um grafo G € um desenho de G no plano, sendo que as arestas
ndo se cruzam em hipétese alguma. Um grafo é planar quando ha um desenho simples para este
grafo no plano, sem cruzamento de arestas. Ao longo do texto que segue, todos 0s desenhos séo
considerados simples.

Se um desenho de um grafo G tiver o nimero minimo de cruzamentos entre todos 0s
desenhos de G, entdo, este desenho é denominado de desenho 6timo. Este nimero é denominado
de numero de cruzamentos (crossing number) do grafo G.

O numero de remogdo de arestas (skewness) sk(G) é o menor inteiro k > 0 tal que a
remocao de k arestas de G torna o grafo planar.

O numero de divisao de vértices (splitting number) sp(G) de um grafo é o menor inteiro
k>0 tal que um grafo planar pode ser obtido de G por operacbes de divisdo de k vértices. Uma
operacdo de divisdo de vértice veV(G), ou simplesmente divisdo, particiona o conjunto de
veértices adjacentes de v em dois conjuntos ndo vazios P; e P, e adicionam a G\{v} os novos
vértices v; e v, ndo adjacentes, tais que os vértices de P, sdo adjacentes a v; e 0s Vértices de P,
sdo adjacentes a v,. Se um grafo H for obtido de G por uma sequéncia de k divisGes, entdo, € dito
gue H é o grafo resultante deste conjunto de k divisbes em G.

O ndmero de remog&o de vértices ®(G) é o menor inteiro k>0 tal que a remogdo de k
vértices de G produz um grafo planar. O problema de decisdo correspondente ao nimero de
remocdo de vértice, ao nimero de divisdo de vértice, ao nimero de remogdo de arestas ou ao
nimero de cruzamento sao todos NP-completos (Yannakakis, 1978; Geldmacher e Liu, 1979;
Garey e Johnson, 1983; Faria et al., 1998). Faria et al (2006) provou que ndo existe algoritmo
de aproximacdo para planarizacdo de grafos por remocdo de vértices, logo, um algoritmo
heuristico se torna uma importante alternativa para solucionar o problema. Também, foi mostrado
gue permanece NP-dificil, mesmo para grafos clbicos (Faria et al., 1998, 2001, 2004). Além
disso, Faria et al. (1999) mostram gque 0 mesmo acontece para o nimero de divisdo de vértices
pelo resultado de Robertson e de Seymour (1995).

Na literatura sdo encontradas algumas invariantes de ndo planaridade para desenho de
grafo, tais como o nimero de divisdo de vértice e 0 nimero de remocao de arestas. O algoritmo
PLANARIZE de Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989) utiliza a operacdo de remogdo de
arestas para o desenho de grafo ndo planar. Eades e Mendonca (1993) consideraram o nimero de
divisdo de vértice adaptando o algoritmo PLANARIZE para o SPLIT-PLANARIZE. Isto foi feito
substituindo a operacdo de remocédo de aresta pela operacdo de divisdo de vértice. Ambos os
algoritmos tém complexidade de tempo O(n?) e complexidade de espaco O(n + m), onde n é o
namero de vértices e m é 0 nimero de arestas de G. Na se¢do seguinte serd discutido como o
algoritmo PLANARIZE (Jayakumar et al., 1989) foi adaptado para um novo algoritmo proposto
neste trabalho com complexidade de tempo e espago O(n + m). Outro diferencial, consequente do
uso da operacdo de remogdo de vértice, é o fato de que o algoritmo PLANARIZE devolve um
subgrafo planar enquanto que o algoritmo proposto devolve um subgrafo planar induzido.

A literatura relata muitos algoritmos que tentam remover um nimero minimo das arestas
para obter um subgrafo planar (Fisher e Wing, 1966; Pasedach, 1976; Marek-Sadowska, 1978;
Chiba et al., 1979; Ozawa e Takahashi, 1981). Uma das melhores tentativas é o algoritmo
PLANARIZE de Jayakumar, Thulasiraman e Swamy (1989); resumidamente denotado por
algoritmo JTS PLANARIZE. O algoritmo JTS PLANARIZE ¢ baseado no algoritmo de teste de
planaridade de Lempel, Even e Cederbaum (1967) e Even (1979) (em resumo, o algoritmo de
LEC) e sua implementacdo usando arvores-PQ (Booth e Lueker, 1976). O algoritmo proposto
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neste trabalho, denominado de VD-PLANARIZE, usa ideias similares do algoritmo PLANARIZE
acima, porém, ele utiliza a operacdo de remocao de vértice ao invés da operacdo de remocao de
aresta (usada por PLANARIZE)

A secdo 2 descreve o algoritmo de LEC e a estrutura de dados chamada arvores-PQ e,
ainda, alguns conceitos associados a esta estrutura de dados. Na se¢do 3 é apresentado o
algoritmo VD-PLANARIZE. A secéo 4 analisa a complexidade do algoritmo e o seu desempenho.
A secdo 5 apresenta o algoritmo evolutivo GAVD-PLANARIZE e posteriormente é apresentada
uma analise empirica dos testes realizados com os algoritmos (se¢éo 6).

2. O Algoritmo de LEC e Arvores-PQ

Esta secdo apresenta os principios do algoritmo JTS PLANARIZE baseado no algoritmo
de teste de planaridade de LEC executado com auxilio de arvores-PQ. As definicGes desta
estrutura de dados e as operagdes sobre ela sdo descritas nesta secdo. Entretanto, acerca dos
detalhes de implementacéo das operagdes com arvores-PQ é recomendado ao leitor que consulte
o trabalho de Booth e Lueker (1976).

O algoritmo de LEC trata somente de grafos biconexos. Considerando que é facil dividir
um grafo em uma arvore de componentes biconexos (blocos). Gibbons (1984) apresenta um
algoritmo de complexidade linear que reconhece uma arvore de componentes biconexos de um
grafo. Consideram-se, neste trabalho, somente grafos biconexos.

Considere um grafo biconexo G=(V, E) com n=|V| vértices e m=|E| arestas. Uma st-
numeragdo é uma rotulagdo dos vértices de G por numeros inteiros 1, 2,..., N sendo que “1” ¢é
adjacente a “n” e o vértice j € adjacente a um par de vértices i e k se i < j <k. O vértice “1” (resp.
“n”) é chamado fonte (resp. sumidouro) e denotado por s (resp. t). Cada grafo biconexo tem uma
st-numeragdo (Lempel et al., 1967) e tal rotulagdo pode ser encontrada em tempo linear (Even e
Tarjan, 1976). O grafo G rotulado com st-numeragdo é chamado st-grafo.

Seja Gy, 1 <k <n, um subgrafo de um st-grafo G induzido pelo conjunto de vértices Vy =
{1, 2,..., k}. Seja By um grafo associado ao subgrafo Gy e de todas as arestas de G incidentes
com os Vértices de Vi e de V-V, em G. Estas arestas sdo chamadas arestas virtuais e os vértices de
V-V, sdo chamados de vértices virtuais. Os vértices virtuais sdo rotulados como seus vértices
equivalentes em G; no entanto mantidos separados (uma folha para cada adjacente que ndo tenha
sido imerso — embeded ). Consequentemente, em By pode haver diversos vértices virtuais com o
mesmo rotulo, cada um com exatamente uma aresta virtual. Um desenho de By é chamado de
arbusto (bush form) de By se os vértices com rétulos menores aparecerem em um nivel mais
elevado e todos os vértices virtuais aparecerem no mesmo nivel. Figura 1 (a) mostra o K com
uma st-numeracao; (b) mostra, também, um arbusto Bs.

| Arestas Virtuais
i |-

\O O g)VérticesVirtuais
8 7 9

Figura 1: Um st-grafo e um arbusto Bs
Pode-se mostrar (Lempel et al., 1967; Even, 1979) que um st-grafo é planar se e somente
se para cada By, 2 < k <n - 2, existir um grafo planar B', isomorfo a B tal que todos os veértices
virtuais em B', rotulados k+1 aparecerem consecutivamente.
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Uma arvore-PQ (Booth e Lueker, 1976) T é uma estrutura de dados que representa um
conjunto das permutagdes em um conjunto S. Os nos de T sdo:
o folhas, representando os elementos de S;
e nos-P, convencionalmente representado como um circulo;
e nos-Q, convencionalmente representado como um retangulo.

171

Figura 2: Uma arvore-PQ

Para este tipo de arvore é muito importante a ordem de como os filhos de um né
aparecem. Define-se a fronteira de T como sendo a permutacdo representada pela ordem da
esquerda para direita de todas as folhas de T. Por exemplo, a fronteira da arvore-PQ na figura 2 é
[abcde].

O conjunto das permutacdes representadas por T é gerado rearranjando os filhos de cada
no de P e de Q de acordo com duas regras:

(i) Os filhos de um né-P podem ser permutados livremente;

(ii) A ordem dos filhos de um né-Q s6 pode ser invertida.

O conjunto das permutacdes de S represento por T € o conjunto das fronteiras das arvores
T obtidas de T, rearranjando os filhos de acordo com estas regras. Por exemplo, 0 conjunto das
permutacdes representadas pela arvore-PQ na figura 2 é: [abcde], [abced], [cbade], [cbaed],
[dabce], [dcbae], [eabed], [ecbad], [deabc], [decba], [edabc], e [edcba]. Estas permutagdes se
dividem em doze arvores da figura 3.

¢y @

-

2 G0 R en o o

e abcd e cb ad c b a a b c a b c e c b
Figura 3: Doze permutagoes permltldas por uma arvore-PQ

é

Estas arvores-PQ provaram ser Gteis em muitos problemas os quais envolvem a reducédo
sucessiva dos conjuntos das permutagdes para encontrar uma permutacdo especial. Por exemplo,
foram usados para reconhecer grafos planares, grafos de intervalo, matrizes com a propriedade de
uns consecutivos (Booth e Lueker, 1976), os grafos planar hierarquicos (Di Battista e Nardelli,
1988), bem como os desenhos de dominéncia (Eades et al., 1993).
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Neste trabalho, uma arvore-PQ Ty é usada para representar o arbusto By no algoritmo. Os
nos de Ty correspondem 0s seguintes:

(i) folhas: os vértices virtuais de By,

(ii) n6s-Q: os componentes biconexos maximal em By,

(iii) nds-P: os vértices de articulacdo em By.

As folhas sdo chamadas pertinentes se corresponderem ao proximo vértice selecionado
(rétulo k+1) com possibilidade de ser imerso; enquanto que as demais sdo chamadas folhas néo
pertinentes. Da mesma forma, um né ndo folha X € dito pertinente se alguma folha descendente
de X na arvore-PQ for pertinente. Se todas as folhas do descendente de um né X na arvore-PQ
forem pertinentes, entdo X é chamado de né cheio. Se nenhuma folha descendente do né X for
pertinente, entdo X é dito vazio. A fronteira de X ¢é definida pelo seu conjunto das folhas
descendentes, lidas da esquerda para a direita. Um n6 X é uma raiz pertinente se ele for o n6 de
mais baixo nivel cuja fronteira contém todas as folhas pertinentes. A arvore enraizada em X é
chamada de subarvore pertinente. Uma vez que uma raiz pertinente é identificada, pode-se usar
uma série de testes de padrdes e realocaces descritos em (Booth e Lueker, 1976) para construir
uma arvore nova em que todas as folhas pertinentes aparecem consecutivamente, se tal arvore
existir. Caso isso ocorra, todas as folhas pertinentes na nova arvore aparecerdo como filhos de um
Unico n6. Por exemplo, vamos supor que a arvore-PQ da figura 4 representa um arbusto B7; 0 n6
P € um no pertinente; 0 n6 Q; € um no vazio; 0 nd P, é a raiz pertinente; 0 né Q, é um no cheio;
as folhas pertinentes sdo rotuladas como 8; e as folhas ndo pertinentes sdo rotuladas como 9, 10,
11, 12.

Figura 4: Uma arvore-PQ de um arbusto B,

A reducdo é uma operagdo importante em uma arvore-PQ. Em um nivel abstrato, a
reducdo toma um conjunto das permutagdes IT de S e um subconjunto S'c S e retorna um
subconjunto IT' de T tal que os elementos de S' aparecem consecutivamente em todas as
permutac¢des em IT'. Os elementos dos S' sdo ditos elementos pertinentes de S.

Both e Lueker (1976) criaram um algoritmo que reduz uma arvore T, em uma arvoreT}, de

tal forma que todas as folhas pertinentes aparecam consecutivas na fronteira deTy (quando for
possivel). A operacdo de reducdo pode ser executada eficientemente com uma implementacao
sofisticada de arvores-PQ. Este trabalho, no entanto, ndo discute essas operacfes que Sdo
descritas em detalhes em (Booth e Lueker, 1976). O processo de redugdo mencionado pode ser
executado em duas etapas:
Bubble up: nesta etapa é identificada a subarvore pertinente (sobre a qual a redu¢édo deve
ser processada).
Reducdo: nesta etapa é executada uma série de operagdes de teste de padrdo e
substituicdo usando as operacgdes de inversao dos nos-Q e permutacdo dos
nos-P.
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Nota-se facilmente que nem sempre uma arvore-PQ T, pode ser reduzida em uma arvore
T, assim, Ozawa e Takahashi (1981) definiram alguns critérios para testar uma arvore antes de
aplicar a reducgdo. Sejam G um st-grafo biconexo e Ty, Ts,..., Toy as arvores-PQ correspondentes
aos arbustos B,, B,,..., B,.1 de G. Um nd X de uma arvore-PQ é classificado de acordo com sua
fronteira como segue:

Tipo A: se a subarvore enraizada em X puder ser rearranjada, de tal maneira que todas as
folhas pertinentes descendentes de X aparecam consecutivamente no meio da
fronteira, com pelo menos uma folha ndo pertinente em cada extremo da fronteira.
Por exemplo, 0 né P, na figura 4 € o tipo A.

Tipo B: se a fronteira da subarvore enraizada em X consistir somente em nds pertinentes,
entdo X é um né cheio. Por exemplo, 0 n6 Q, na figura 4 € o tipo B.

Tipo H: se a subarvore enraizada em X puder ser rearranjada, de tal maneira que todas as
folhas pertinentes do descendente de X aparegam consecutivamente em uma das
extremidades da fronteira. Por exemplo, o n6 P, na figura 4 é o tipo H.

Tipo W: se a fronteira da subarvore enraizada em X consistir somente de folhas néo
pertinentes, ou seja, X for um n6 vazio. Por exemplo, 0 nd Q; na figura 4 é o tipo
W.

Sabe-se que nem sempre uma arvore-PQ é um dos tipos A, B, H ou W. Entretanto, sera
visto mais adiante a necessidade de transformar (essencialmente pela remocéo de vértice) toda
arvore em uma arvore do tipo W.

Um grafo G de n vértices é planar se e somente se as raizes pertinentes em todas as
arvores-PQ, T,, Ts...,To», de G forem do tipo B, H ou A. Uma arvore-PQ é redutivel se sua raiz
pertinente for o tipo B, H ou A, caso contrario é irredutivel (Ozawa e Takahashi, 1981).

As duas arvores T; e T,; sdo redutiveis. A primeira porque tem somente uma folha
pertinente correspondente a aresta {1, 2} e a Gltima arvore porque tem somente um tipo de folha
gue é o no6 que corresponde ao Vértice virtual n.

3. Planarizagdo por Remocao de Vértices

Nesta se¢do sera introduzida a proposta do algoritmo de planarizagdo de grafos por
remocdo de vértices, denominado de VD-PLANARIZE.

Em linhas gerais, o algoritmo VD-PLANARIZE inicia com um vértice e prossegue com a
imersdo de um vértice de cada vez construindo um subgrafo planar induzido G’ de G. Os Vvértices
sdo selecionados seguindo a ordem da rotulacdo introduzida pelo algoritmo de st-numeracéo
(Lempel et al., 1967). Seja v o proximo Vértice selecionado cuja imersdo sera analisada no
subgrafo planar G’. Seja E, o subconjunto das arestas que incidem em v e em vértices de G’ ¢
seja E, o subconjunto das outras arestas incidentes com v. Em cada iteragdo, se um vértice v n&o
puder ser imerso em G’, entdo ele é removido. O conjunto restante de arestas vu € E, é
adicionado (como arestas dummy) ao primeiro vértice imerso (vértice 1). Isto sera feito para cada
vértice u que nado tenha outro adjacente com rétulo menor que o rétulo de v, com o objetivo de
manter a propriedade da st-numeracdo.

O algoritmo de LEC inicia com arvore T; e constroi a sequéncia de arvores-PQ T;, T, ...
Se um grafo for planar, o algoritmo de LEC termina depois de construir a arvore T,;, caso
contrario ele termina quando detecta a impossibilidade de reduzir uma arvore T, em Ty,

Considere Ty uma arvore-PQ irredutivel de um grafo ndo planar, ou seja, € impossivel
reduzir uma arvore T, em T, . Neste caso, 0 algoritmo proposto adiciona uma nova operagio
denominada Update(k). Esta operacdo remove todas as folhas pertinentes transformando a arvore
Tk no tipo W. Além disso, se algum vértice u com rétulo maior que k+1, adjacente ao vértice
equivalente das folhas pertinentes removidas, ndo tiver outro adjacente com rétulo menor, uma
nova aresta (dummy) é adicionada ao grafo de tal modo que u seja adjacente a s. Isto € necessario
para manter a propriedade da st-numeragdo. Cada iteragdo de imersdo do algoritmo pode
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aumentar o nimero dos adjacentes de s. Entretanto, este nimero ndo excede o numero dos
vértices de G. A pergunta principal € como inspecionar os adjacentes do vértice a ser removido
para assegurar a propriedade da st-numeracdo sem aumentar a complexidade de tempo. Isto pode
ser feito adicionando um campo small(u) para cada vértice u. Este campo informa quantos
adjacentes de u tém ré6tulos menores do que o rotulo de u estabelecido na etapa da st-numerag&o.
Assim, quando os nos pertinentes — correspondentes ao vértice vy, — Sa0 removidos para fazer
todas as subarvores T, do tipo W, o campo small(u) é reduzido de uma unidade para cada
adjacente u de vy.; onde u tem a rétulo maior que k+1. Quando o valor do campo small(u) alcanga
o0 valor zero, uma aresta dummy é adicionada de s para u. Depois da execucdo da Ultima iteracéo
sdo removidas todas as arestas dummy de s para u onde o campo small(u) é zero.

O pseudocddigo do algoritmo proposto é apresentado como segue:

VD-PLANARIZE

Entrada: grafo G

Saida: subgrafo induzido planar de ¢

Pré-processamento: obter uma s&numeracdo valida para G, obter a lista smallpara
todos os vértices de G.

1: Inicio:

2: construir a arvore inicial T;;

3: para k := 2 até n — 2 faca: {seguindo a st — numeracgdo}

4: se T_, for redutivel {teste de Ozawa e Takahashi} entio:

5: aplica a redugao {algoritmo de Booth e Lueker};

6: senao

7: Update( vy);

8:
obter T}, substituindo todos os nés pertinentes de T;_,; por um novo né-P
P, com todas as arestas saindo do vértice v, com rétulo maior do que k
aparecendo como filho de Py;

9: retorna G;

10: Fim;

4. A Complexidade e Desempenho do Algoritmo VD-PLANARIZE

A reducdo Booth e Lueker de todas as &rvores-PQ redutiveis Ty pode ser executada em
tempo total de O(n+m) (Jayakumar et al., 1989). Se uma arvore-PQ T, néo for redutivel, executa-
se a operacdo Update(k) que fara a remogdo dos vértices pertinentes. Vamos supor 0 pior caso
com o maximo de vértices removidos (note que isto é verdadeiro para o grafo K;). Neste caso,
para cada vértice v removido, o algoritmo inspeciona os rétulos de cada adjacente u de v. Se o
rotulo de u for maior do que o rétulo de v, o valor de small(u) é reduzido uma unidade. Portanto,
a operacdo Update(k) inspecionara cada vértice e seus adjacentes. Logo, no pior caso, 0 tempo
total dessa operacdo € O(n + m) (similar a busca em largura). A adicdo de arestas dummy ao
vértice s serd feita, no pior caso, n vezes. Consequentemente, a complexidade de tempo do VD-
PLANARIZE é O(n + m).

Por se tratar de um algoritmo heuristico, o questionamento que pode ser feito é quanto a
qualidade das solugdes obtidas, ou seja, a quantidade de vértices removidos. A solu¢do 6tima
implica em remover o nimero minimo de Vértices. A eficiéncia do algoritmo, com excecdo de
poucos casos tal como para grafo completo K, é fortemente dependente da st-numeracéo, visto
que as arvores-PQ sdo construidas nessa ordem. Portanto ficam as pergunta: quantas st-
numeragdes diferentes um grafo pode possuir? E qual o impacto dessas st-numeragdes na
qualidade das soluc¢des?
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Responder estas questes se mostra uma tarefa ardua, visto que o ndmero de st-
numeragdes admissiveis por um grafo varia de acordo com sua estrutura e caracteristicas. Para
um grafo completo de n vértices, ap6s a escolha da aresta st, cada vértice ainda ndo st-numerado
pode ser candidato ao préximo valor, portanto é trivial mostrar que existem n! st-numeracgdes
para este grafo. Evidente que para este caso as st-numeracGes sdo indiferentes, dado que todo
vértice € adjacente a todo outro vértice, entretanto podemos utilizar n! como um limite superior
de possiveis st-numeracgdes.

Portanto, dado um espaco muito grande de possiveis st-numeracdes e sabendo que
diferentes st-numeracdes afetam a qualidade das respostas fornecidas pelo VD-PLANARIZE,
optou-se por utilizar uma técnica de busca a fim de refinar a qualidade das solu¢des encontradas.
Alguns detalhes adicionais sobre o algoritmo PLANARIZE podem ser consultados no trabalho
apresentado por Constantino et al. (2011)

5. O GAVD-PLANARIZE

Como o algoritmo VD-PLANARIZE possui complexidade de tempo linear, seu uso como
fungdo objetivo para técnicas de otimizacdo se mostra eficiente, no caso de encontrar 0 menor
namero de vértices a ser removido. Sabendo que é possivel efetuar a st-numeracdo em tempo
linear, e que o espaco de possiveis st-numeracgdes é demasiadamente grande para se enumerar, a
aplicacdo de uma técnica de busca de busca em grandes espacos de solugdes se mostra viavel.
Dessa maneira propomos o algoritmo GAVD-PLANARIZE.

O GAVD-PLANARIZE ¢ definido sobre a estrutura béasica de algoritmos genéticos
(Goldberg, 1989). Os individuos sao definidos em estruturas que contém uma copia da lista de
adjacéncias do grafo a ser planarizado, uma aresta {s, t} para uso do método de st-numeragéo, um
vetor contendo uma st-numeracdo gerada sobre a aresta {s, t} e um valor de aptiddo calculado
apos a geracdo da st-numeracao.

O cromossomo de um individuo é uma copia da lista de adjacéncias do grafo a ser
planarizado. Dado um grafo G e um cromossomo ¢, esse cromossomo é constituido de n genes,
onde n é o nimero de vértices de G. Cada gene gy € composto pela lista de adjacéncias do vértice
V.

Sempre que um individuo €é gerado, seja na populacéo inicial ou apés um cruzamento, o
algoritmo TARJANST-NUMBERING ¢ aplicado sobre a sua estrutura de adjacéncias utilizando a
aresta {s, t} do proprio individuo para obter uma st-numeracéo, o qual é armazenada no vetor st.
Depois de obtida uma st-numeracéo, o valor de aptiddo do individuo é calculado e armazenado.
Somente apos esse processo o individuo estd pronto para ser submetido aos processos de sele¢éo
e cruzamento.

O GAVD-PLANARIZE utiliza uma populacdo de tamanho fixo onde a geracdo dos
individuos é feita aleatoriamente, copiando a lista de adjacéncias do grafo original e
embaralhando a ordem dos vértices. Durante a selecdo e renovacgdo da populacdo, optou-se por
utilizar um sistema de elitismo. O elitismo consiste em manter parte da populacdo e renovar a
contraparte. O GAVD-PLANARIZE mantém os 10% melhores individuos da populacdo e o
restante passa pelo processo de sele¢do. Na geracdo da populagéo, assim que um individuo é
aleatoriamente gerado, uma aresta {s, t} aleatdria € atribuida a esse individuo.

O algoritmo utiliza uma técnica de scaling linear para determinar a aptiddo de um
individuo. Dessa forma temos que a fungdo objetivo fscqiing (fo(x)) para um individuo x
qualquer é determinada pela equacao:

fscaling (fO (x)) =fo(x) Xa+b,

Sendo que

max—cxXmed

{a=(c—1)xm6d e b=mede,seA¢0

A
a =1,b = 0, caso contrario.
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fo(x) é o nimero de vértices do grafo planar do individuo x, max é o nimero de vértices do
maior grafo planar encontrado, med é a média de todas as solucdes, A é o numero de vértices do
maior grafo planar encontrado naquela populacdo menos o valor de f,(x) e o fator escala foi
definido ¢ = 1,5 para que individuos menos aptos tenham maior de chances de serem sorteados a
fim de melhorar a diversidade da populacéo.

No processo de selecdo, apds definir a elite, escolhe-se, pela aplicacdo do método da
roleta, pares de individuos cuja reproducdo gerard a nova populacdo. O processo de selecdo pelo
método da roleta é definido em funcdo do valor de aptiddo t; = fscaung(fo (k)) de cada
individuo, e o valor total t; = Y.}_; tx, onde n € 0 nimero de individuos da populagdo. Sorteia-se
um valor aleatorio r onde 1 < r < t5 e seleciona-se os individuos que pertencem as faixa do
somatério do numero sorteado.

O mecanismo de reproducdo proposto para 0 GAVD-PLANARIZE é composto de duas
fases. A primeira realiza a operacgdo de crossover e a segunda efetua uma busca local gulosa para
encontrar a melhor aresta {s, t} para ser utilizada pelo método de st-numeragdo. A operacdo de
crossover é efetuada pela aplicacdo do método uniforme, onde dois pais geram dois filhos. Para
cada cruzamento, cada gene do primeiro filho é sorteado dentre seus pais. O segundo filho recebe
0s genes complementares em relagdo aos herdados pelo primeiro filho.

Depois de gerados os cromossomos e antes da definicdo do valor de aptidéo de cada filho,
todo individuo gerado é submetido a uma pequena chance a de sofrer uma mutagdo. O processo
de mutacdo é realizado utilizando a técnica flip que escolhe um gene ao acaso e embaralha toda a
ordem dos vértices deste gene.

Ao gerar 0s cromossomos dos filhos, 0 GAVD-PLANARIZE executa o procedimento de
busca local gulosa na vizinhanca das arestas {s, t} para encontrar a melhor aresta para aquela
representacdo do grafo. O procedimento inicia sua busca escolhendo a melhor aresta {s, t} dos
pais. A escolha dessa aresta é feita no momento do cruzamento e 0 processo consiste em
encontrar a melhor st-numeragdo dadas as arestas {s,t}, e sua inversa {t,s}, de cada pai e a
estrutura de adjacéncias do filho. Entdo o procedimento guloso é iniciado pela aresta {s,t}
selecionada e gera uma st-numeracao para essa aresta, planarizando o grafo com o algoritmo VD-
PLANARIZE, e para cada vértice v adjacente a s, 0 algoritmo GREEDYST-SEARCH gera uma st-
numeragéo para a aresta {s, v} e entdo planariza o grafo com o algoritmo VD-PLANARIZE. Se o
resultado for um subgrafo planar de nimero de vértices maior do que o subgrafo planar obtido
pela aresta {s, t} inicial, entdo v substitui t. O algoritmo GREEDYST-SEARCH realiza 0 mesmo
processo para a aresta {v, s} e caso o grafo planar obtido tenha mais vértices que o melhor obtido
até entdo, a aresta {s,t} := {v,s} e o algoritmo GREEDYST-SEARCH retorna uma chamada
recursiva sobre a nova aresta {s,t}. O algoritmo encerra quando ndo encontrar melhora na
solugdo corrente.

6. Resultados

O algoritmo foi implementado em Java 6 Update 14 e os testes de medicdo de
foram executados em um PC AMD Athlon XP 2600+ com 1GB de memoria na
plataforma Windows XP.

Testou-se 0 GAVD-PLANARIZE para duas classes de grafos; grafos cartesianos, por
possuirem caracteristicas de simetria entre os vértices e arestas, e grafos gerados aleatoriamente.
O VD-PLANARIZE foi executado para todas as combinacGes de st-numeracGes possiveis,
utilizando-se uma técnica de backtracking para a obtencdo das mesmas. O comparativo da
qualidade das solucdes foi feito entre a média obtida pelas execucbes do VD-PLANARIZE e uma
execucdo do GA-VDPLANARIZE.

A Figura 5a apresenta o grafico dos resultados obtidos nos testes de grafos C,, X C,y,
onde se gerou grafos para3 <n < 10 e 3 < m < 25. O primeiro ponto de interesse no grafico é
a discrepancia entre a média do VD-PLANARIZE e a melhor solu¢do encontrada, o que
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demonstra que as diferentes st-numeracgdes de fato sdo fortemente impactantes na qualidade das
solucbes obtidas. Outro ponto de interesse € que o nimero de vértices removido pelo GAVD-
PLANARIZE é muito proximo da melhor solucdo possivel, provando a qualidade do algoritmo
para essa classe de grafos.

o, =)

Namero de Nimero de
Vartices Vértices
Removidos Removidos
g | 300

300 + 200

GAVD-PLANARIZE Média VD-PLANARIZE ~ Melhor Caso VD- GAVD-PLANARIZE ~Média VD-PLANARIZE ~ Melhor Caso VD-
PLANARIZE PLANARIZE

(a) (b)

Figura 5: (a) Resultados para grafos C,, x C,, (b) Resultados para grafos randémicos

A Figura 5b mostra os resultados obtidos dos testes em grafos aleatérios de tamanhos que
variam de 30 a 75 vértices. Os testes procederam como no caso anterior. Percebe-se que no geral
0 desempenho do GAVD-PLANARIZE é superior aos melhores resultados do que os obtidos pela
exaustdo de st-numeragoes. 1sso ocorre, pois 0 GAVD-PLANARIZE néo apenas testa diferentes st-
numeragdes, mas também diferentes configuracdes da lista de adjacéncias do grafo, o que
interfere no algoritmo de planarizag&o.

7

O tempo computacional do algoritmo é ilustrado pela Figura 6 usando grafos de
diferentes tamanhos em termos do numero de vértices e arestas (m-+n) e com tempo calculado
em segundos. Nota pelo grafico que complexidade de tempo do algoritmo tem uma leve
tendéncia para uma taxa de crescimento ndo linear.

Tempols)  _GAVD-PLANARIZE

e R R R R R R R R R R E R RS R R R R R R R E R R
~~~~~~ TR R e e FRE S mm MMM T e - N EERARRANORRELEERR SO D =SSN mm
SRR s e SR - = B R R R AFRAARRARAARAMMMMAmR

Figura 6. Curva do tempo de execucéo do algoritmo GAVD-PLANARIZE
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7. Conclusoes

Este trabalho apresentou um algoritmo evolutivo, denominado de GAVD- PLANARIZE,
baseado em algoritmos genéticos para o problema de planarizacdo de grafos. Como técnica de
planarizacéo, foi utilizado o algoritmo VD-PLANARIZE que utiliza a operacdo de remogéo de
vértices para a obtencdo do grafo planar. No melhor do nosso conhecimento, este é o Unico
algoritmo da literatura que procura otimizar o nimero de vértices a ser removido para 0 processo
de planarizacdo de grafos.

E importante salientar que ndo foi encontrado na literatura algoritmo algum com
complexidade linear para planarizagdo de grafos por remocéo de vértice. Além do mais, o uso da
remogdo de vértice € muito raro como ferramenta para planarizacdo de grafo. Note que o
algoritmo encontra um subgrafo planar induzido, de componentes biconexos ndo planar. No
entanto, é possivel encontrar uma arvore (ou uma floresta se o grafico ndo for conexo) de
componentes biconexos em tempo linear e construir um subgrafo planar induzido a partir de
aplicacdes sucessivas do algoritmo VD-PLANARIZE.

Um aspecto muito importante a ser destacado é a justificativa do uso de um algoritmo
heuristico para planarizagdo de grafos por remocédo de vértices. O trabalho de Faria et al.(2006)
prova que ndo existe algoritmo de aproximacdo para planarizacdo de grafos por remogdo de
vértices. Portanto, esta € uma forte razdo para o uso de algoritmos heuristicos como alternativa
para o problema.

O GAVD-PLANARIZE procura explorar o espago de solucdes planares possiveis
utilizando diferentes st-numeracfes e obtém bons resultados. Porém, mesmo sendo capaz de
refinar a solucdo, ndo existem garantias de que apenas alterando a st-numeragdo o VD-
PLANARIZE possa obter a solugdo 6tima. O GAVD-PLANARIZE, portanto, ndo somente altera a
st-numeragdo, mas também efetua uma busca local em cada individuo, obtendo resultados de
qualidade superior. Dessa forma, se sugere uma exploragdo mais abrangente do espaco de
solucdes, utilizando técnicas de busca mais avancadas que e que explorem um espago mais
abrangente, comparado com o gerado pelas combinagdes de st-numeraces.
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desenvolvimento deste trabalho.
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