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Véıculos com Entregas Fraciońarias
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RESUMO

O Problema de Roteamento de Veı́culos com Entregas Fracionárias (PRVEF)é uma
relaxaç̃ao do Problema de Roteamento de Veı́culos (PRV) onde os clientes podem ser atendidos
por mais de um véıculo. O objetivoé determinar um conjunto de rotas de custo mı́nimo. Neste
trabalhoé proposto um algoritmo baseado na metaheurı́sticaIterated Local Search(ILS), que utiliza
o métodoVariable Neighborhood Descent(VND) com ordem aleatória de vizinhanças (RVND) na
fase de busca local. A heurı́stica desenvolvida foi testada em três conjuntos de instâncias dispońıveis
na literatura, compostos de 95 problemas-teste e o número de clientes variando entre 8 e 288. Os
resultados obtidos pelo algoritmo, em termos de qualidade das soluções, foram competitivos, sendo
capaz de encontrar 65 novas soluções.

PALAVRAS CHAVE. Heur ı́stica h́ıbrida, Entregas Fracionárias, Iterated Local Search.

ABSTRACT

The Split Delivery Vehicle Routing Problem (SDVRP) is a relaxation of the Vehicle
Routing Problem (VRP) where a delivery to a demand point can be split between any number
of vehicles. The goal is to minimize the total traveling costs. This work proposes an algorithm
based on the metaheuristic Iterated Local Search (ILS) that uses the Variable Neighborhood Descent
with Random Neighborhood Ordering (RVND) method in the local search phase. The developed
heuristic was tested in three set of instances available in the literature. The results obtained by
the algorithm, in terms of solution quality, were competitive, being capable to found 65 new best
solutions.

KEY WORDS. Hybrid Heuristic, Split Deliveries, Iterated Local Search.
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1 Introduç ão

Dadauma frota homoĝenea de véıculos localizada em um depósito e um conjunto de
clientes geograficamente distribuı́do com demandas conhecidas de um certo produto, o Problema
de Roteamento de Veı́culos (PRV) consiste em determinar um conjunto de rotas de custo mı́nimo
que inicie e termine no depósito, cada cliente tenha toda sua demanda atendida em umaúnica visita
e para cada rota, a soma das demandas dos clientes atendidos não exceda a capacidade do veı́culo
associado. O Problema de Roteamento de Veı́culos com Entregas Fracionárias (PRVEF) resulta
da relaxaç̃ao da condiç̃ao que obriga a cada cliente ter toda sua demanda atendida em umaúnica
visita, ou seja, no PRVEF cada cliente pode ter sua demanda atendida por mais de um veı́culo. Uma
conseqûencia direta distóe que a demanda dos clientes pode exceder a capacidade do veı́culo. Na
literatura o PRVEF́e tamb́em conhecido comoSplit Delivery Vehicle Routing Problem(SDVRP).

O PRVEF foi introduzido na literatura por Dror e Trudeau (1989, 1990). Os autores
mostraram que apesar do PRVEF ser uma relaxação do PRV, continua sendo um problema
NP-dif́ıcil. Por meio de um estudo empı́rico mostraram tamb́em que as economias obtidas ao
permitir que um cliente seja atendido por mais de um veı́culo, tanto em relaç̃ao ao ńumero de
véıculos utilizados quanto em relação a dist̂ancia total percorrida, são significativas.

Alguns autores aplicaram o PRVEF em situações pŕaticas. Em Sierksma e Tijssen
(1998), os autores modelaram o problema de escalonamento de helicópteros para o transporte de
passageiros entre a base e plataformas petrolı́feras no Mar do Norte como PRVEF e utilizaram
algoritmos heuŕısticos e de geração de colunas na resolução. J́a o trabalho de Mullaserilet al.
(1997) descreveu um problema de distribuição de suprimentos em uma fazenda no Arizona para o
qual os autores adaptaram a heurı́stica de Dror e Trudeau (1989) para tratá-lo. O trabalho de Song
et al. (2002) tamb́em utilizou uma abordagem de entregas fracionárias para a alocação de produç̃ao
e roteamento dos veı́culos que realizam entregas de jornais.

Vários autores desenvolveram abordagens exatas para resolver o PRVEF. Droret al.
(1994) desenvolveram uma formulação de programação inteira, propuseram várias desigualdades
válidas e um algoritmo deBranch-and-Bound. Belengueret al. (2000) desenvolveram um algoritmo
de plano de cortes para obter limites inferiores para o problema. Morenoet al. (2010) utilizaram
uma formulaç̃ao estendida para desenvolver várias classes de desigualdades válidas que foram
incorporadas em um algoritmo de plano de cortes. Archettiet al. (2011) desenvolveram um
algoritmoBranch-and-Price-and-Cut.

Várias abordagens heurı́sticas foram desenvolvidas para o PRVEF. A primeira heurı́stica,
uma busca local, foi desenvolvida por Dror e Trudeau (1989). Archettiet al. (2006) propuseram
uma heuŕıstica baseada em Busca Tabu. Boudiaet al. (2007) desenvolveram um algoritmo
meḿetico com ger̂encia de populaç̃ao. Uma heuŕıstica baseada emScatter Searchfoi proposta
por Camposet al. (2008). Um algoritmo construtivo iterativo que utiliza o VND como busca local
foi desenvolvido por Alemanet al. (2010). Para uma revisão abrangente do PRVEF, suas variantes
e métodos de resolução ver Archetti e Speranza (2012).

Este trabalho prop̃oe um algoritmo baseado na metaheurı́sticaIterated Local Search(ILS)
(Lourençoet al., 2010), utilizando oVariable Neighborhood Descent(VND) (Hansenet al., 2010)
com ordem aleatória de vizinhanças (RVND) (Subramanianet al., 2010) como ḿetodo de busca
local para tratar o PRVEF com frota limitada.

O restante do trabalho está organizado da seguinte forma. A Seção 2 apresenta a definição
do problema. A Seç̃ao 3 descreve o algoritmo proposto. Os resultados computacionais estão
reportados na Seção 4. As considerações finais s̃ao feitas na Seção 5.
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2 Definiçãodo Problema

Dado um grafoG = (V,E), V = {0, 1, . . . , n} é um conjunto de (n + 1) v́ertices sendo
o deṕosito representado pelo vértice0, onde uma frota homogênea deK véıculos com capacidade
Q est́a posicionada e os clientes representados pelos vérticesN = {1, . . . , n}, cada um com uma
demandadi (i ∈ V, d0 = 0) positiva eE = {(i, j) : i, j ∈ V, i < j} é o conjunto de arestas. Um
custo ñao negativocij est́a associado a cada aresta(i, j) ∈ E e representa a distância para ir dei
at́ej. O objetivo do PRVEF́e encontrar um conjunto rotas de custo mı́nimo onde, cada rota inicie e
termine no deṕosito, a demanda de todos os clientes devem ser satisfeitas e a somas das demandas
dos clientes atendidos em cada rota não pode exceder a capacidadeQ do véıculo associado. A
demanda de um cliente pode ser atendida por mais de um veı́culo (Droret al., 1994).

Na literatura, duas versões do problema são considerados. Na primeira uma frota ilimitada
de véıculos est́a dispońıvel e na segunda, a frotáe limitada emm véıculos. Como no PRVEF́e
posśıvel atender todos os clientes com uma frota mı́nimaKmin = ⌈(

∑n
i=1 di)/Q⌉, o número de

véıculos na segunda versão do problemáe definido comom = Kmin. Neste trabalho tratamos a
segunda vers̃ao do problema.

Em Dror e Trudeau (1989), os autores mostraram que nas instâncias em que a demanda
média dos clienteśe maior que10% da capacidade do veı́culo, os ganhos ao permitir que os clientes
sejam atendidos por mais de um veı́culo s̃ao significativos quando comparado com a solução obtida
pelo VRP cĺassico.

Archetti et al. (2008) conduziram um estudo mais acurado dos benefı́cios obtidos ao se
permitir divis̃ao nas entregas. Observou-se que a redução ḿaxima que pode ser obtida no número de
véıculosé de50%. Além disso, os maiores ganhos ocorrem quando a demanda média dos clientes
est́a entre50% e75% da capacidade do veı́culo e a varîanciaé pequena. Verificou-se ainda que não
existe depend̂encia aparente entre a redução dos custos de distribuição e a localizaç̃ao dos clientes.

3 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto para o PRVEF, denominado SPLITILS,é uma heuŕısticamulti-start
baseada na metaheurı́stica ILS e que utiliza o procedimento VND com ordem aleatória na escolha
das vizinhanças (RVND) na fase de busca local. O pseudocódigo é mostrado no Algoritmo1.
No laço mais externo (linhas 3 a 24), a heurı́stica executamaxIter iteraç̃oes e em cada uma
delas uma soluç̃ao inicial é gerada por um procedimento baseado no algoritmo de Clarke e Wright
(1964) (linha 5). Em seguida, o ILS (linhas 8 a 19) tenta melhorar a solução gerada por meio de
uma busca local utilizando o RVND (linha 9). Após a busca local, se a solução s contiver mais
rotas que o ńumero ḿınimo de véıculos, as rotas de menor carga são esvaziadas (linhas 10 a 12).
Quando uma solução de melhor qualidadée encontrada o contador de iterações do ILS (iterILS) é
reiniciado (linhas 13 a 16). Aṕos essa verificação a soluç̃ao é perturbada (linha 17) e o contador
de iteraç̃oesé incrementado. Como critério de paradáe utilizado o ńumero de perturbações sem
melhora (maxIterILS). A perturbaç̃aoé sempre realizada sobre a melhor solução correntes′. O
algoritmo retorna a melhor soluçãos∗ encontrada entre todas as iterações.

3.1 Construç̃ao de soluç̃oes iniciais

Uma soluç̃ao inicial para PRVEF́e gerada por um procedimento construtivo baseado
no algoritmo de Clarke e Wright (1964) adaptado para para aceitar divisão nas demandas. O
pseudoćodigo do procedimentóe mostrado no Algoritmo2. O algoritmo constŕoi inicialmente uma
soluç̃aos comn rotas que visitam diretamente cada um dos clientes (linha 3) e calcula para cada
duas rotas, a economia gerada ao juntá-las (linha 4). Aṕos ordenar a lista de economiasLS (linha
5), tenta-se juntar duas rotas enquanto houver custos positivos e a soma da carga das duas rotas
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Algoritmo 1: SPLITILS

Procedimento SPLITILS(maxIter, maxIterILS, alphaRange)1

f∗ ←∞;2

para i← 1, . . . ,maxIter faça3

selecioneα aleatoriamente do intervaloalfaRange;4

s← ConstrucaoCW(α);5

s′ ← s;6

iterILS ← 0;7

enquantoiterILS < maxIterILS faça8

s← RVND(s);9

enquantonão houver o ńumero ḿınimo de rotasfaça10

Esvazie a rota de menor carga redistribuindo seus clientes entre as outras rotas;11

fim enqto12

sef(s) < f(s′) então13

s′ ← s;14

iterILS ← 0;15

fim se16

s← Perturba(s′);17

iterILS ← iterILS + 1;18

fim enqto19

sef(s′) < f∗ então20

s∗ ← s′;21

f∗ ← f(s′);22

fim se23

fim para24

retorna s∗;25

fim SPLITILS26

nãoexceder a capacidade do veı́culo (linhas 6 a 10). Se na solução gerada houver mais rotas que o
número ḿınimo necesśario, tenta-se esvaziar rotas redistribuindo os clientes, dividindo a demanda
de um cliente entre mais de uma rota se não for posśıvel atend̂e-lo em com umáunica visita (linhas
11 a 13).

Algoritmo 2: ConstrucaoCW

Procedimento ConstrucaoCW(α)1

s← ∅;2

Inicializes com rotas diretas para cada clientei ∈ V − {0}: s ∪ {i};3

InicializeLS com as economias geradas ao juntar cada rotai, j ∈ s:4

LSij ← c0i + c0j − (α× cij);
Ordene a listaLS em ordem decrescente;5

enquanto(LS 6= ∅) e (LSij > 0) faça6

senão exceder a capacidade do veı́culo e for posśıvelentão7

Junte as rotasi, j ∈ s em umaúnica rota;8

fim se9

fim enqto10

enquantonão houver o ńumero ḿınimo de rotasfaça11

Esvazie a rota de menor carga redistribuindo seus clientes entre as outras rotas;12

fim enqto13

retorna s;14

fim ConstrucaoCW15
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3.2 Busca local

A fase de busca localé realizada por um ḿetodo baseado no procedimento VND com
escolha aleatória da ordem em que as estruturas de vizinhanças serão aplicadas (RVND). Seja
t o número de estruturas vizinhanças eN = {N1, N2, N3, . . . , N t}, o RVND selecionaŕa
aleatoriamente a ordem em que estas estruturas serão executadas.N seŕa composto apenas das
vizinhanças inter-rotas. Testes empı́ricos mostraram que esta abordagem, em média, encontra
resultados de melhor qualidade quando comparado com versões que utilizam ordem determinı́stica
(Pennaet al., 2011).

O pseudoćodigo do procedimento RVND́e apresentado no Algoritmo3. Primeiramente,
a Lista de Vizinhanças (LV ) é inicializada com as estruturas de vizinhança inter-rotas (linha 2). A
cada execuç̃ao do laço principal do ḿetodo (linhas 3 a 14), uma estrutura de vizinhançaN (η) ∈ LV
é selecionada aleatoriamente (linha 4) e então o melhor vizinho víavel encontrado ao aplicar esta
vizinhançáe armazenado ems′ (linha 5). Em caso de melhora, uma busca local intra-rotaé realizada
nas rotas modificadas (linha 8) eLV é reinicializada com todas as estruturas de vizinhança (linhas
6 a 11). Caso contrário,N (η) é removida deLV (linha 12). O procedimento termina quandoLV
estiver vazia.

Algoritmo 3: RVND

Procedimento RVND(s)1

Inicializar lista de vizinhançaLV ;2

enquantoLV 6= ∅ faça3

Selecione aleatoriamente a vizinhançaN (η) ∈ LV ;4

Encontre o melhor vizinhos′ des ∈ N (η);5

sef(s′) < f(s) então6

s← s′;7

s← BuscaIntraRota(s);8

f(s)← f(s′);9

AtualizaLV ;10

señao11

RemovaN (η) deLV ;12

fim se13

fim enqto14

retorna s;15

fim RVND16

Um conjunto de dez estruturas de vizinhança inter-rotas foi utilizado. Destas,cinco s̃ao
baseadas no esquemaλ-interchangesproposto por Osman (1993), que consiste em permutarλ
clientes entre duas rotas. Foi utilizadoλ = 2 para limitar o ńumero de possibilidades. Das outras
cinco estruturas, umáe baseada no operadorCross-exchangede Taillardet al. (1997) e consiste
em permutar dois segmentos de rotas diferentes, uma outra estruturaé baseada no procedimento
RouteAdition, especı́fico para o PVREF, proposto por Dror e Trudeau (1989) e asúltimas tr̂es
estruturas foram propostas por Boudiaet al. (2007) e s̃ao espećıficas para o PVREF, uma delas
é uma generalização do procedimentok-Splitproposto por Dror e Trudeau (1989).

Cada uma das estruturas de vizinhança inter-rota do conjuntoN é descrita a seguir:

• Shift(1,0) − N (1) − Um clientei é transferido da rotar1 para a rotar2.

• Swap(1,1) − N (2) − Permuta o clientei da rotar1 com o clientej da rotar2.
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• Shift(2,0) −N (3) − Doisclientes adjacentes,i e i+1, s̃ao transferidos da rotar1 para a rota
r2.

• Swap(2,1) −N (4) − Permuta dois clientes adjacentes,i e i+1, da rotar1 com o clientej da
rotar2.

• Swap(2,2) − N (5) − Permuta dois clientes adjacentes,i e i+ 1, da rotar1 com dois clientes
adjacentes,j e j + 1, da rotar2.

• Cross − N (6) − O arco entre dois clientes adjacentes,i e i+1, da rotar1 e o arco entre dois
clientes adjacentes,j e j + 1, da rotar2 são removidos. Em seguida são criados dois arcos,
um conectandoi e j e outro conectandoi+ 1 e j + 1.

• Swap*(1,1) − N (7) − Se a demanda do clientei da rotar1 for maior que a demanda do
clientej da rotar2, permuta-se parte da demanda do clientei da rotar1 com toda a demanda
do clientej da rotar2. O movimentóe ańalogo se a demanda do clientei da rotar1 for menor
que a demanda do clientej da rotar2. A carga em ambas as rotas nãoé alterada.

• Swap*(2,1) − N (8) − Se a demanda do clientei da rotar1 for maior que a demanda dos
clientes adjacentesj e j + 1 da rotar2, permuta-se parte da demanda do clientei da rota
r1 com toda a demanda dos clientej e j + 1 da rotar2. A carga em ambas as rotas não é
alterada.

• RouteAdition − N (9) − Dado um clientei que aparece em pelo menos duas rotas,r1 e r2,
remove o clientei de ambas as rotas e cria uma nova.

• k-Split−N (10) −Remove o clientei de todas as rotas em que ele aparece. Encontra a melhor
posiç̃ao de inserç̃ao dei em cada rota que tenha capacidade residual para atender parte de sua
demanda. Resolve o problema da mochila para determinar quais rotas serão utilizadas para
atenderi.

Se aṕos a aplicaç̃ao de um desses operadores as partes da demanda de um cliente são
movidos para a mesma rota, todas estas estruturas foram adaptadas para juntar estas partes em uma
só, evitando assim que um cliente tenha mais de uma cópia em uma mesma rota.

Cada uma destas estruturasé examinada exaustivamente e somente o movimento de
melhora mais significativo para cada vizinhançaé considerado. Somente movimentos viáveis
são considerados, ou seja, apenas as soluções vizinhas nas quais a capacidade dos veı́culos ñao
seja violada. A complexidade computacional de cada uma dessas estruturas, com exceção de
RouteAditionek-Split, s̃ao da ordem deO(n2).

SejaN ′ o conjunto composto porl estruturas vizinhanças intra-rotas, o Algoritmo4
descreve o procedimento empregado na busca local intra-rota. Inicialmente, a Lista de Vizinhanças
(LN ) é inicializada com as estruturas de vizinhança intra-rotas (linha 2). Em seguida uma estrutura
de vizinhançaN ′(ν) ∈ LN é selecionada aleatoriamente (linha 4) e uma busca local exaustivaé
realizada enquantoLN não estiver vazia (linhas 3 a 13).

O conjuntoN ′ é composto de cinco estruturas de vizinhança intra-rota amplamente
exploradas na literatura, a saber:

• Exchange − N ′(1) − Permutaç̃ao entre dois clientes.

• 2-opt− N ′(2) − Dois arcos ñao adjacentes são removidos e outros dois são adicionados
formando um novo percurso.

• Reinserç̃ao−N ′(3) −Um único clientée removido e inserido em outra posição do percurso.
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Algoritmo 4: BuscaIntraRota

Procedimento BuscaIntraRota(s)1

Inicializar lista de vizinhançaLN ;2

enquantoLN 6= ∅ faça3

Selecione aleatoriamente a vizinhançaN ′(ν) ∈ LN ;4

Encontre o melhor vizinhos′ des ∈ N ′(ν);5

sef(s′) < f(s) então6

s← s′;7

f(s)← f(s′);8

AtualizaLN ;9

señao10

RemovaN (ν) deLN ;11

fim se12

fim enqto13

retorna s;14

fim BuscaIntraRota15

• Or-opt2− N ′(4) − Dois clientes adjacentes são removidos e inseridos em outra posição do
percurso.

• Or-opt3− N ′(5) − Três clientes adjacentes são removidos e inseridos em outra posição do
percurso.

Cada uma destas estruturasé examinada exaustivamente e somente o movimento de
melhora mais significativo para cada vizinhançaé considerado.

3.3 Mecanismos de perturbaç̃ao

Toda vez que o procedimentoPerturba() é chamado, um movimentóe selecionado
aleatoriamente do conjuntoP composto por tr̂es mecanismos de perturbação. Cada um destes
mecanismośe descrito a seguir:

• PRouteAdition − P (1) − Baseado na estruturaRouteAdition. Um cliente que apareça em
duas ou mais rotaśe selecionado aleatoriamente. O clienteé removido de todas as rotas
em que ele aparece e uma nova rota que contém este clientée criada. Caso nenhum cliente
apareça em mais de uma rota, outro mecanismo de perturbaçãoé selecionado.

• Multiple-Split − P (2) − O movimentok-Split é aplicado ḿultiplas vezes e a cada vez um
clientei diferenteé aleatoriamente selecionado. Após testes preliminares, o número de vezes
que o movimento será aplicadóe selecionado do intervalo[2, 3, 4].

• Multiple-Swap*(1,1) − P (3) − O movimento Swap*(1,1) é aplicado ḿultiplas vezes
aleatoriamente. Aṕos testes preliminares, o número de vezes que o movimentoé aplicado
foi setado em cinco.

4 Resultados computacionais

O algoritmo SPLITILS foi implementado na linguagem C++ (g++ 4.4.3) e executado em
um computador com processador IntelR© CoreTM i7 com2.93 GHz, 8.0 GB de meḿoria RAM e
sistema operacional GNU/Linux Ubuntu10.04 (kernel2.6.32-25). Foi utilizado umáunicathread.
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O númerode iteraç̃oes (maxIter) foi setado em10. Quanto ao ńumero de perturbações
(maxIterILS), dois crit́erios foram empregados, sendo considerado o que ocorrer primeiro. Seja
β =

∑n
i=1 di/Q(n − 1) a fraç̃ao de utilizaç̃ao da capacidade do veı́culo, no primeiro crit́erio,

maxIterILS = n × v se β < 0.25, maxIterILS = ⌈(n × v)/2⌉ se 0.25 ≤ β < 0.5,
maxIterILS = ⌈(n × v)/3⌉ se 0.5 ≤ β < 0.75 e maxIterILS = ⌈(n × v)/4⌉ se
β ≥ 0.75. O segundo crit́erio é maxIterILS = 30seg. O intervaloalphaRange foi setado
comoalphaRange = [0.1, 0.2, . . . , 2). Estes valores foram calibrados empiricamente por meio de
testes preliminares. Para cada instância foram realizadas30 execuç̃oes do SPLITILS.

Nas tabelas apresentadas a seguir,Problema indica o nome da instância,Best Sol. a
melhor soluç̃ao encontrada pelo respectivo trabalho,Avg. Gap o gapentre a soluç̃ao ḿedia obtida
pelo SPLITILS e a melhor solução da literatura utilizando a fórmulagap= (100× (SPLITILS−
Literatura)/Literatura) (gapsnegativos indicam que as soluções encontradas pelo SPLITILS
possuem um custo menor que o da literatura),Avg. Sol. a média das soluç̃oes obtidas,Avg. Time
a média dos tempos em segundos das30 execuç̃oes do SPLITILS.

Tabela 1: Resultados computacionais para as instâncias de Belengueret al. (2000)

Literatura SPLITILS
Problema Best Sol. Best Sol. Avg. Sol. Avg. Gap Avg. Time
eil22 ∗375a 375 375,00 0,00 0,18
eil23 ∗569a 569 569,00 0,00 0,14
eil30 503b 503 503,00 0,00 0,29
eil33 ∗835a 835 835,00 0,00 0,56
eil51 ∗521a 521 521,00 0,00 2,45
eilA76 828b 818 821,33 -0,81 18,71
eilB76 1019b 1002 1006,63 -1,21 28,62
eilC76 735a 733 733,60 -0,19 12,34
eilD76 682b 681 682,77 0,11 10,32
eilA101 817a 814 815,23 -0,22 26,78
eilB101 1077a 1061 1064,70 -1,14 56,53
S51D1 458a 458 458,00 0,00 1,42
S51D2 707b 703 704,90 -0,30 5,47
S51D3 945b 943 944,53 -0,05 5,54
S51D4 1578b 1552 1556,83 -1,34 12,85
S51D5 1351b 1328 1331,03 -1,48 12,92
S51D6 2182b 2160 2167,23 -0,68 11,72
S76D1 592b 592 592,37 0,06 6,41
S76D2 1089b 1082 1083,93 -0,47 35,34
S76D3 1427b 1420 1424,40 -0,18 26,35
S76D4 2117b 2072 2075,90 -1,94 64,34
S101D1 716a 716 717,07 0,15 20,49
S101D2 1372b 1367 1371,60 -0,03 88,08
S101D3 1891b 1867 1872,30 -0,99 94,66
S101D5 2854b 2774 2787,17 -2,34 210,71
a - Belengueretal. (2000); b - Boudiaet al. (2007): Pentium IV 3.0 GHz
* - Soluçãoótima provada por Belengueret al. (2000)

O SPLITILS foi testado em três conjuntos de instâncias. O primeiro foi gerado por
Belengueret al. (2000) eé composto de 25 problemas-testes dos quais, 11 foram selecionados
da TSPLIB (Reinelt, 1991) e 14 foram gerados aleatoriamente da seguinte forma. As coordenadas
dos clientes correspondem̀as das inst̂anciaseil51, eil76e eil101 da TSPLIB. A capacidade dos
véıculosé sempreQ = 160 e as demandas dos clientes foram geradas conforme Dror e Trudeau
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(1989). O ńumero que aparece no nome da instância indica a quantidade de clientes mais o
deṕosito. Nas 14 instâncias geradas aleatoriamente, D1 significa que a demanda de cada cliente
foi selecionada do intervalodi ∈ [⌈0.01Q⌉, ⌊0.1Q⌋], D2 do intervalodi ∈ [⌈0.1Q⌉, ⌊0.3Q⌋],
D3 do intervalodi ∈ [⌈0.1Q⌉, ⌊0.5Q⌋], D4 do intervalodi ∈ [⌈0.1Q⌉, ⌊0.9Q⌋], D5 do intervalo
di ∈ [⌈0.3Q⌉, ⌊0.5Q⌋] e D6 do intervalodi ∈ [⌈0.7Q⌉, ⌊0.9Q⌋].

O segundo conjunto de instâncias foi gerado por Camposet al. (2008) com as instâncias
utilizadas no trabalho de Archettiet al. (2006). O conjuntóe composto de 49 problemas-teste com
at́e 199 clientes e dividido em sete grupos, sendo o primeiro composto das instâncias com demandas
originais e os outros seis com suas demandas geradas conforme os intervalos do primeiro conjunto.

O terceiro conjunto de instâncias foi gerado por Chenet al. (2007). O conjuntóe
composto de 21 problemas-teste variando de 8 a 288 clientes, a capacidade de todos os veı́culosé
Q = 100 e as demandas de cada um dos clientes foi setado como 60 ou como 90. Além disso, todos
os problemas possuem simetria geométrica com os clientes localizados em cı́rculos conĉentricos
em torno do deṕosito. Este tipo de posicionamento dos clientes permite que soluções pŕoximas do
ótimo sejam estimadas visualmente.

Tabela 2: Resultados computacionais para as instâncias de Chenet al. (2007)

Literatura SPLITILS
Problema Best Sol. Best Sol. Avg. Sol. Avg. Gap Avg. Time
SD1 ∗228,28b 228,28 228,28 0,00 0,01
SD2 ∗708,28b 708,28 708,28 0,00 0,13
SD3 ∗430,58b 430,58 430,58 0,00 0,13
SD4 ∗631,05b 631,05 631,05 0,00 0,49
SD5 1390,57a 1390,57 1390,57 0,00 1,28
SD6 ∗831,24b 831,24 831,24 0,00 1,27
SD7 3640,00a 3640,00 3640,00 0,00 2,90
SD8 5068,28a 5068,28 5068,28 0,00 6,97
SD9 ∗2044,20b 2044,20 2047,25 0,15 7,25
SD10 ∗2684,90b 2684,88 2688,44 0,13 22,62
SD11 13280,00a 13280,00 13280,00 0,00 37,86
SD12 7279,97a 7216,11 7219,14 -0,84 45,19
SD13 10110,58a 10110,58 10112,88 0,02 74,53
SD14 10893,50a 10717,52 10725,74 -1,54 209,78
SD15 15168,28a 15096,78 15104,17 -0,42 287,34
SD16 ∗3381,30b 3409,00 3410,67 0,87 298,02
SD17 26559,93a 26496,08 26500,92 -0,22 300,66
SD18 14440,59a 14202,52 14210,73 -1,59 300,67
SD19 20191,19a 19996,98 20021,24 -0,84 301,07
SD20 39813,49a 39645,84 39659,21 -0,39 302,01
SD21 ∗11271,00b 11395,57 11409,89 1,23 303,41
a - Alemanetal. (2010): Pentium IV 2.8 GHz; b - Morenoet al. (2010): Core 2 Duo, 2.0 GHz
* - Soluçãoótima provada por Morenoet al. (2010)

Na Tabela1 est̃ao representados os resultados obtidos pelo SPLITILS para as instâncias
de Belengueret al. (2000). O custo da solução foi calculado com arredondamento para o inteiro
mais pŕoximo. As melhores soluções para estas instâncias utilizando esta forma de cálculo de custo
são encontradas nos trabalhos de Belengueret al. (2000) e Boudiaet al. (2007). Neste conjunto de
inst̂ancias o SPLITILS foi capaz de encontrar 16 novas soluções. Em ḿedia ogap foi de−0.52.
Boudiaet al. (2007) utiliza um véıculo a mais que o ńumero ḿınimo na inst̂anciaeil30, assim, para
esta inst̂ancia tamb́em utilizamos um véıculo a mais.
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Tabela 3: Resultados computacionais para as instânciasde Camposet al. (2008)

Literatura SPLITILS
Problema Best Sol. Best Sol. Avg. Sol. Avg. Gap Avg. Time
p1-50 524,6111b 524,6111 524,6111 0,00 2,56
p2-75 823,8833b 823,8883 824,6775 0,10 21,09
p3-100 829,4397b 826,1370 826,3881 -0,37 32,00
p4-150 1042,3740b 1025,2360 1027,0411 -1,47 167,13
p5-199 1311,5937b 1288,8595 1299,9753 -0,89 303,32
p6-120 1041,2000b 1037,8753 1040,3090 -0,09 82,56
p7-100 819,5575b 819,5575 819,5575 0,00 22,25
p1-50D1 460,7896b 460,7896 460,7896 0,00 1,59
p2-75D1 596,9872a 596,2499 596,2499 -0,12 6,79
p3-100D1 726,8076b 726,8076 729,5859 0,38 26,08
p4-150D1 871,2624a 866,3116 866,4435 -0,55 98,12
p5-199D1 1018,7055b 1017,2789 1018,5254 -0,02 273,71
p6-120D1 976,5688b 975,9551 976,4052 -0,02 48,83
p7-100D1 635,9953a 632,6287 632,9311 -0,48 24,55
p1-50D2 741,0565a 741,0562 741,7707 0,10 6,50
p2-75D2 1071,8694a 1064,4900 1067,1496 -0,44 39,78
p3-100D2 1392,8469b 1374,1473 1379,8455 -0,93 132,85
p4-150D2 1878,7090b 1862,1042 1869,8605 -0,47 301,04
p5-199D2 2340,1362b 2309,6859 2322,9893 -0,73 303,09
p6-120D2 2720,3752b 2705,3531 2710,3689 -0,37 291,05
p7-100D2 1417,2757b 1413,8484 1414,1005 -0,22 104,22
p1-50D3 988,3062b 982,7663 985,2457 -0,31 6,70
p2-75D3 1413,7965b 1393,1129 1393,4695 -1,44 41,05
p3-100D3 1845,2995b 1824,5075 1829,7856 -0,84 126,12
p4-150D3 2561,6472b 2530,9487 2536,8842 -0,97 301,15
p5-199D3 3191,2475b 3176,5936 3187,5092 -0,12 302,90
p6-120D3 3934,3880b 3907,8288 3911,9143 -0,57 297,88
p7-100D3 1994,5947b 1967,4144 1969,5004 -1,26 120,07
p1-50D4 1467,0635b 1455,9973 1459,4372 -0,52 16,98
p2-75D4 2102,5762b 2082,8864 2085,7536 -0,80 85,93
p3-100D4 2780,9492b 2752,3232 2757,5374 -0,84 232,87
p4-150D4 4045,8715b 3996,6149 4008,3829 -0,93 300,74
p5-199D4 4941,2170b 4864,6353 4878,4593 -1,27 302,50
p6-120D4 6318,3734b 6198,6709 6240,8854 -1,23 300,49
p7-100D4 3113,7187b 3088,2303 3089,4095 -0,78 200,74
p1-50D5 1477,0135b 1467,4718 1467,4732 -0,65 20,28
p2-75D5 2132,1601b 2110,5190 2117,6716 -0,68 104,55
p3-100D5 2858,8684b 2812,0700 2822,9769 -1,26 246,59
p4-150D5 4045,8715b 3998,0402 4009,9408 -0,89 300,80
p5-199D5 5155,3604b 5086,6091 5096,9443 -1,13 302,36
p6-120D5 6424,7101b 6379,3393 6384,8624 -0,62 300,50
p7-100D5 3155,6915b 3126,2859 3127,4746 -0,89 241,40
p1-50D6 2154,3510b 2154,6353 2161,0814 0,31 18,10
p2-75D6 3200,3533b 3178,7679 3185,7391 -0,46 81,11
p3-100D6 4312,9461b 4297,3288 4303,1154 -0,23 218,09
p4-150D6 6267,4827b 6233,0904 6240,8765 -0,42 300,43
p5-199D6 8081,5768b 8032,9301 8045,8773 -0,44 300,92
p6-120D6 10063,4739b 10004,1047 10008,4859 -0,55 300,27
p7-100D6 4919,4826b 4904,1854 4907,2212 -0,25 230,16
a - Camposetal. (2008): Pentium IV 2.4 GHz; b - Boudiaet al. (2007): Pentium IV 3.0 GHz
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A Tabela2 apresentaos resultados obtidos pelo SPLITILS para as instâncias de Chen
et al. (2007). As melhores soluções para estas instâncias s̃ao encontradas nos trabalhos de Aleman
et al. (2010) e Morenoet al. (2010). Neste conjunto de instâncias o SPLITILS encontrou a mesma
soluç̃ao da literatura em nove problemas-teste e foi capaz de encontrar outras 7 novas soluções. Em
média ogapfoi de−0.16.

A Tabela3 apresenta os resultados obtidos pelo SPLITILS para as instâncias de Campos
et al. (2008). As melhores soluções para estas instâncias s̃ao encontradas nos trabalhos de Campos
et al. (2008) e Boudiaet al. (2007). Neste conjunto de instâncias o SPLITILS encontrou a mesma
soluç̃ao da literatura em três casos e foi capaz de encontrar outras 42 novas soluções. Em ḿedia o
gapfoi de−0.54.

Os tempos computacionais para os trabalhos da literatura não s̃ao reportados aqui. Tal
decis̃ao foi tomada tendo em vista que parte dos resultados reportados na literatura foram obtidos a
partir de ḿetodos exatos que consomem muito tempo computacional. Além disso, uma comparação
direta de tempos computacionais não seria possı́vel, visto que diferentes ambientes computacionais
foram empregados.

5 Consideraç̃oes finais

Este trabalho prop̂os uma heurı́stica baseada em ILS e RVND para o Problema de
Roteamento de Veı́culos com Entregas Fracionárias. Observou-se que a abordagem desenvolvida
é simples e sua eficácia, em termos de qualidade das soluções, foi demonstrada por meio de
experimentos realizados em três conjuntos de instâncias, compostos por 95 problemas-teste com
at́e 288 clientes. O ḿetodo apresentado foi capaz de melhorar o resultado de 65 soluções e de
chegar̀a mesma soluç̃ao conhecida em outras 18 instâncias.

Como trabalhos futuros, pretende-se estender o algoritmo proposto para tratar outras
variantes do PRVEF tal como o PRVEF com janelas de tempo e possivelmente testar outros métodos
de resoluç̃ao, como por exemplo abordagens hı́bridas com programação mateḿatica.
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