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RESUMO

Neste artigo apresenta-se a aplicagdo de algoritmos genéticos multiobjetivo (MOEAS) no prob-
lema de otimizacao de portfélio. O objetivo do trabalho foi avaliar o desempenho dos algoritmos
genéticos, NSGA-IT e SPEA2, no problema de investimento em um conjunto de agdes. Adotou-
se para obtencao da fronteira eficiente, o modelo de média-variancia proposto por Markowitz
(1952). O conjunto de dados foi obtido de 26 ativos negociados no BOVESPA entre periodo
01 de janeiro de 2004 a 31 de dezembro de 2007. O desempenho dos algoritmos foi avaliado
por meio das métricas C e S. O resultado obtido pela métrica C aponta que aproximadamente
61% das solugoes obtidas pelo NSGA-II, sdo dominadas pelas solugdes do SPEA. Com relagao
a métrica S, ndo obteve-se diferencgas nos resultados.

PALAVRAS-CHAVE: Algoritmo Genético Multiobjetivo, Métricas C e S, Otimazagao de
Portfélios.

Area principal : OA - Other applications in OR, GF - Financial Management, MH - Meta-
heuristics

ABSTRACT

This paper presents the application of multiobjective genetic algorithms (MOEAs) in the prob-
lem of portfolio optimization. The objective of this study was to evaluate the performance
of genetic algorithms, NSGA-II and SPEA2, the investment problem into a set of actions.
Was adopted to obtain the efficient frontier, the mean-variance model proposed by Markowitz
(1952). The dataset was obtained from 26 active traded on BOVESPA period between 1 Jan-
uary 2004 to 31 December 2007. The algorithm performance was evaluated using the metric C
and S. The result obtained by the metric C indicates that approximately 61% of the solutions
obtained by NSGA-II are dominated by the solutions of SPEA. With respect to the metric S,
no differences in the results obtained.

KEYWORLDS:Multiobjective Genetic Algorithm, Metrics C and S, Portfolio.

Main Area : OA - Other applications in OR, GF - Financial Management, MH - Metaheuris-
tics
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1 Introducao

Carteira de investimento (portfélio) é um conjunto de ativos constituidos por um investidor,
basicamente com dois objetivos: maximizar seus lucros e minimizar os riscos.

Para aplicar um capital numa carteira de agoes deve-se primeiro a selecionar a carteira,
isto é, deve-se escolher um conjunto de agbes, dentre todas as que sao negociadas na Bolsa
de Valores, de modo que se tenha a maior perspectiva de lucro. Apds a selecao, o problema
seguinte consiste em determinar a quantidade ou a porcentagem do capital a ser investido em
cada ativo selecionado. Para este fim deve-se considerar o retorno esperado de cada ativo e o
risco que cada investidor estd disposto a aceitar em seu investimento.

O problema de selecao de portfélios abordado neste trabalho consiste em determinar de
que maneira deve ser aplicado um capital em um determinado conjunto de possiveis opcoes
de investimento, sendo tais opcbes chamadas de ativos. O maior objetivo de um investidor
é obter o maximo retorno (lucro), porém a este lucro estd associado um risco. No processo
de selegao de portfolios, o grande desafio é entao encontrar relagoes que estabelecam um bom
compromisso entre retorno e risco.

Este problema pode ser resolvido por diferentes técnicas, como Programacao quadratica,
Simulated annealing, e Algoritimos evolutivos (Ehrgott, 2000) .

A decisao 6tima é dada por um vetor x = (x1,x2,...,2y), onde x;,i = 1,2,...,n, é o
percentual do capital C a ser investido no ativo i, sendo n o ntimero de ativos.

A teoria moderna de portfélios assume que, para um dado nivel de risco, um investidor
consciente deseja o maximo de retorno, e para um dado nivel de retorno esperado, o investidor
deseja minimizar o risco. Existem também investidores extremos que querem somente maxi-
mizar o retorno (desconsiderando o risco) ou minimizar o risco (desconsiderando o retorno).
Em geral, podemos descrever as formulagoes dos problemas de otimizagao de portfolios através
de cinco diferentes formulagoes, apresenta-se a seguir o modelo proposto por Markowitz (1952)

Maximizar o retorno e minimizar o risco

Mazx f(x)= Zlixi
i=1

Min f(z) =Y wx;oi

i=1j=1

onde

0;j € a covariancia entre os ativos i e j

l; é o retorno do ativo i depois de um periodo de tempo
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A avaliacdo dos riscos de uma carteira de ativos financeiros é frequentemente medido em
temos das variagoes dos precos de tais ativos. Supondo que nao haja dividendos pagos no
periodo, a variagao relativa de pregos, ou retorno liquido simples de um ativo, é definido por

P — P_
R, = D= Fimn
P

onde P; é o preco de um ativo no instante ¢, normalmente um dia de negécio. Usualmente se
expressa R; em porcentagem, relativamente ao periodo (um dia, um més, uma ano, etc) e é
chamado de taxa de retorno.

Considerando que se tenha selecionado um conjunto de ativos para constituir o portfélio,
o objetivo deste trabalho é avaliar o desempenho de dois algoritmos evolutivos, para ajuda na
decisdo de investimento em ativos de um portfélio. A avaliacdo final é feita pelo investidor,
que se desejar o maior lucro independentemente do risco que esta associado a esta escolha, ele
selecionara opcoes que lhe propiciem isto, deixando de lado aquelas que, embora tenham menor
risco, tém menor possibilidade de retorno.

2 Algoritmo Genético Multiobjetivo

Algoritmos Genéticos, assim como outros algoritmos evolutivos, tém seu mecanismo inspi-
rado no processo de evolugdo natural. Algumas ideias fundamentais da evolugdo, tais como
recombinacao e selecdo sao utilizadas na construgao de algoritmos robustos e que requerem
um minimo de informacoes sobre o problema (Deb, 2001). Em problemas com mais de uma
fungao objetivo, onde a solucdo é dada pelo conjunto 6timo de Pareto (fronteira eficiente),
os algoritmos genéticos multiobjetivo tém se destacado pela habilidade de encontrar uma boa
aproximacao da solucao exata. Por esse motivo, um grande ntiimero de algoritmos tém sido
propostos, como por exemplo o MultiObjective Genetic Algorithm (MOGA), o Niched-Pareto
Genetic Algorithm (NPGA) e o Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA) (Coelho,
2000). Uma nova geracao de algorimtos genéticos multiobjetivo, introdurizam o elitismo (Zit-
zler, 1999), dentre os mais citados estao o Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA,
SPEA2)(Zitzler, 2001) e NSGAII (Deb et. al., 2002)

O principio basico dos algoritmos genéticos assim como outros algoritmos evolutivos é o
mesmo (Eiben, 2003). Resumidamente, dado um conjunto de funcoes a serem otimizadas:

1. Gera-se aleatoriamente um grupo de solugoes candidatas. Estas solucoes devem ser codifi-
cadas (cada solugdo passa a chamar entao, individuo) definindo o genétipo, representacéo
da solugao no espaco de decisdao, e o fendtipo, representacdo da solucao no espaco dos
objetivos. A codificacao pode ser feita por representacao bindria, representacao em ponto
flutuante ou representacao real.

2. Aplica-se uma funcdo para medir a qualidade destas solucoes candidatas (populagao),
atribuindo-as um valor que mede sua adequacao, chamado fitness.

3. Algumas das melhores solugoes sao selecionadas (pais), com base no fitness, a fim de
originar uma nova populagao.

4. Operadores de recombinagdo e/ ou mutagao sao aplicados. A recombinacao é um op-
erador aplicado a duas ou mais solugoes candidatas (pais) resultando em duas ou mais
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solugoes (filhos). A mutacao transforma uma solucdo em outra substituindo genes nos
Cromossomos.

5. As novas solugoes candidatas (descendentes) sdo avaliadas com base no fitness e com-
petindo com as solugoes da geracao anterior, geram a nova populagao.

2.1 NSGA-II: Non-dominated Sorting Genetic Algorithm

O algoritmo NSGA-II foi proposto por Deb et. al. (2002) e utiliza o conceito de niveis, e
ranks na definicao das fronteiras de Pareto.

Uma populagao inicial Py de tamanho N é criada aleatoriamente. Esta populacao é clas-
sificada em diferentes niveis (fronteiras) de dominancia. A primeira fronteira definida é nao-
dominada e a segunda fronteira somente é dominada pelos individuos da primeira fronteira,
e assim sucessivamente. A cada individuo de cada fronteira é designado um valor de rank
(fitness) com base na fronteira a que ele pertence. Aos individuos da primeira fronteira é dado
um valor de fitness igual a 1, e aos individuos da segunda fronteira é atribuido um valor de
fitness igual a 2 e assim por diante. Deseja-se a minimizagao do fitness (menores fitness estao
mais proximos da fronteira).

Além do valor de fitness, um novo parametro chamado distancia crowding é calculado para
cada individuo. A distancia de crowding é uma medida de quao préximo um individuo esté de
seus vizinhos. Uma distancia média de crowding grande, ird resultar em melhor diversidade da
populagao.

Os pais sao selecionados da populagao usando a selecdo do torneio bindrio com base na
classificacao (rank) e na distancia de crowding (aglomeracao). Um individuo é selecionado se
o rank é menor do que o outro ou se a distancia de crowding é maior do que a um outro (a
distancia de crowding é comparada somente se o rank de ambos os individuos sdo os mesmos).

A populagao selecionada gera filhos através de operadores de cruzamento e mutagao. Uma
populacao intermedidria composta pela populacao atual e a populacao de filhos gerada é clas-
sificada novamente com base na relacao de nao-dominancia. Os melhores individuos sao sele-
cionados segundo o operador de crowding e estes vao formar a populacao da proxima geragao.

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1 Crie uma populagao inicial de pais P; de tamanho N.

Passo 2 A populagao P, é classificada de acordo com a relagao de ndo-dominancia. Identifique
as diferentes fronteiras F;, ¢ = 1,2, ....

Passo 3 Calcule a distancia de crowding. Execute o procedimento Crowding-sort (Fj;, <)
descrito a seguir. (para cada individuo da populagao é designado um valor segundo a
distancia de crowding)

Procedimento Crowding-sort (Fj, <.)

Para cada fronteira Fj, seja n o numero de individuos desta fronteira

- Inicialize com Fj(d;) = 0, onde j é o j-ésimo individuo na fronteira Fj

- Para cada funcao objetivo m
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* Classifique os individuos na fronteira F; baseado na fungdo objetivo m, isto é:
I™ = sort(F;, m)

* Designe distancia infinita para os limites inferiores e superiores para cada in-
dividuo em Fj, isto é, I(dy) = oo e I(d,,) = oc.

* Parak=2atén—1

flg-bl—l _ fllzn—l

m m

dli" o df;l" + max _ fmin
m m

m ;. ~ . . ;. . -
onde f&" é o valor da m-ésima funcéo objetivo do k-ésimo individuo em 1.

Obs. a idéia bésica por tras da distancia de crowding é encontrar a distancia euclidiana
entre cada individuo da fronteira com base em seus m objetivos no hiperespago m di-
mensional. Os individuos limites sao sempre selecionados por possuem distancia infinita.

Passo 4 Selegdo. Escolha de pais para cruzamento e mutagao. A escolha é feita usando torneio
bindrio e o operador crowded-comparison <, como descrito a seguir.

1. rank de ndo-dominagdo prqni. Individuos na fronteira F; terdo seus rank como
DPrank = [
2. distancia de crowding Fj(d;)
® p<gqgse

= DPrank < Qrank
- ou, se p e ¢ pertencem a mesma fronteira F; (ou seja, tem mesmo rank), entao
Fi(d,) > Fi(dq) ou seja, a distancia de crowding deve ser a maior.

Passo 6 Crie a populacao filhos Q; de P; usando operadores de crossover e mutacao.

Passo 7 Chame R, = QQ; U P, uma populacao intermediaria. Classifique R; segundo a relagao
de nao dominédncia. A populagao P,y para a proxima geragao é criada usando as N
melhores solucoes de R; obtidas via operador de crowding.

2.2 SPEA2-Strenght Pareto Evolutionary Algorithm

No algoritmo SPEA2 (Zitzler, 2001), uma populagao inicial é gerada, um arquivo vazio
é criado e o fitness da populagdo calculado. A selegdo dos inviduos é feita pelo operador
torneio bindrio. O novo arquivo é preenchido de acordo com o valor do fitness associado com
cada individuo. Todos os individuos com fitness menor do que 1 completam o arquivo, e se o
tamanho do arquivo for menor do que o pré-estabelecido, o arquivo é preenchido com individos
dominados da solugao corrente. Se excede, alguns individuos sao removidos pelo operador de
truncamento.

O SPEA2 é uma versao atualizada de seu antecessor SPEA, pois foram eliminados potenciais
pontos fracos incorporando ao algoritmo: um programa melhorado de atribuigdo de fitness,
que considera a cada individuo na contagem, quantos individuos dominam e por quantos é
dominado; uma técnica de estimacao de densidade utilizando o vizinho mais préximo, que
permite uma melhor orientacao durante o processo de busca; um novo método de truncamento
de arquivo que garante a preservagao de solucoes de fronteira. Finalmente, outra diferenca do
SPEA2 é que somente membros do arquivo participam do processo de sele¢do de cruzamento.
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O Algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1 Inicializacdo: gerar uma populacdo inicial Py e criar uma arquivo vazio Ao (conjunto
externo). Conjunto t =0

Passo 2 Atribuicao de fitness: calcular os valores de fitness dos individuos em P; e A;

Passo 3 Selegao natural: copiar todos os individuos ndo dominados em P; e A; para A;y1. Se
o tamanho exceder N entao reduzir As; utilizando o operador de truncamento, caso o
contrario se o tamanho de A1 for menor do que N, entéo preencha A;y; com individuos
dominados em P; e A;.

Passo 4 Finalizacao: se t = T ou outro critério de parada for satisfeito, defina A* para o
conjunto de vetores de decisao representados pelos individuos nao dominados em Ag1.
Pare.

Passo 5 Selecao de Cruzamento: Realize sele¢do por meio de torneio binario com substituicao
em Ay;1 a fim de preencher o conjunto de cruzamento.

Passo 6 Variagao: Aplique operadores de mutagao e recombinagdo no conjunto de cruzamento
e defina P41 para a populagao resultante. Incremente o contador de geracao (t =t + 1)
e Va para o passo 2.

2.3 Meétricas

No intuito de comparar os diferentes métodos de otimizacao multiobjetivo diversas métricas
foram criadas. A métrica C, proposta Deb (2001), avalia a proporcao de solucoes obtida em um
método que sdo dominadas por solugoes obtidas em outro. Desta forma dados dois conjuntos A
e B de solucbes obtidas por algoritmos diferentes, a métrica C calcula a proporgao de solugoes
em B, que sdo fracamente dominadas por solugoes de A e é dada por,

{be B|Fda € A:a>=b}
| B|
Para avaliar a diversidade de um conjunto ndo dominado de solugoes, Schott (1995) sugere
a métrica Spacing (S), que considera a distancia relativa entre solugbes consecutivas em um
conjunto de pontos ndao dominados, dada por:

C(AB) =]

1 @l .
S=|—= di—d
Q%
M .
onde d; = mingeQnk£i Z o, — f,lfl‘ é o valor minimo dado pela soma da diferenca absoluta
m=1

dos valores da fungéo objetivo, entre a i-ésima solucao e outra qualquer pertence ao conjunto.
O valor d é a média das distancias definas acima, @ é o niimero de solucdes no conjunto nio
dominado e M é o niimero de fungoes objetivo.

A métrica S, mede os desvios padrées dos diferentes d;s. Quando as solugoes sdo préximas
e uniformemente espacadas o correspondente valor medido é menor. Logo, um algoritmo que
encontra um menor valor de S, para o conjunto nao dominado é melhor.
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3 Aplicagao Numérica e Resultados

O modelo apresentado nas equagoes 1 e 2 do item 1, foi resolvido pelos algoritmos genéticos
NSGA-II e SPEA2, e obtidas as respectivas fronteiras eficientes. A fronteira exata foi obtida
pelo método dos pesos (Goicoechea, 1982). Os dados empregados nos experimentos, foram
extraidos de um conjunto de 26 ativos mais negociados no BOVESPA entre periodo 01 de
janeiro de 2004 a 31 de dezembro de 2007.

Na tabela 1 estdo os parametros utilizados nos experimentos. O comprimento do gene é
igual ao nimero de ativos, e o critério de parada dos algoritmos foi o0 nimero maximo de 200
iteracoes.

Tabela 1: Parametros para NSGA-II e SPEA2

NSGA-II SPEA2
tamanho da populacao 100 100
nimero de iteragoes 100 50
probabilidade de crossover 0.9 0.9
probabilidade de mutacao 0.1 0.1

Os resultados foram obtidos usando o Matlab 7.9.0 (R2009b), em um computador com
processador Intel(R)Atom(TM) 1,60GHz de CPU e 1Gb de RAM.

As fronteiras eficientes geradas pelos algoritmos SPEA2 e NSGA-II, exibidas nas figuras
1 e 2 respectivamente, sao comparadas com a fronteira exata. O desempenho dos AGs foi
comparado por meio da avaliagdo das métricas C e S estao apresentados nas tabelas 2 e 3. Os
resultados obtidos pela métrica C, apontam que 61,54 % das solugoes obtidas pela NSGA, sdo
dominadas pelas solugdes obtidas pelo SPEA, e 7% das solugdes do SPEA sdo dominadas pelas
do NSGA. Para a métrica S, ndo houve diferenca entre os valores obtidos.

Tabela 2: Resultados obtidos pela métrica C
NSGA-II SPEA2

NSGA-II - 0,61538
SPEA2 0,07000 -

Tabela 3: Resultados obtidos pela métrica S
NSGA-II 1,88 x 1076
SPEA2 1,77 x 1076
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Figura 1: Fronteira Eficiente - NSGA-II Figura 2: Fronteira Eficiente - SPEA2

4 Conclusoes

O estudo de algoritmos evolutivos aplicados em um problema de otimizagao multiobjetivo
de portfélios é o principal foco deste trabalho. Foram utilizados dois algoritmos genéticos
multiobjetivos para obtencao da fronteira Pareto-Otima, o NSGA-II e SPEA2. Com relacao
a convergéncia, avaliada por meio da métrica C, o SPEA2 apresenta um grande nimero de
solugoes que sao melhores do que as obtidas pelo NSGA. Em ambos os algoritmos a fronteira
obtida é bastante diversificada, e os resultados obtidos pela métrica S, nao diferem significa-
tivamente. Futuros trabalhos introduzirao diferentes operadores de busca local nos modelos
existentes com os quais serd possivel uma melhor exploracao do espaco de busca quando apli-
cado em problemas desta natureza.
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