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RESUMO

Neste artigo consideramos o Closest String Problem (CSP). Baseando-se em uma formulação
em programação linear inteira para o CSP, mostramos uma nova classe de cortes e suas separações.
Resultados computacionais são reportados.
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ABSTRACT

In this paper we consider the Closest String Problem (CSP). Based on an integer linear pro-
gramming formulation for the CSP we show a new class of cuts and their separation. Computational
results are reported.

Keywords: integer linear programming, cutting planes, separation algorithm.
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1 Introdução

Neste artigo consideramos o problema de otimização combinatória chamado Closest String Problem
(CSP). Dadas duas strings, s e t, de igual tamanho (número de caracteres da string), a distância de
Hamming, denotada por dH(s, t), mede o número de posições em que s e t diferem. Por exemplo,
se s = CCACT e t = TACCA, então dH(s, t) = 4. O CSP consiste em: dado um conjunto finito
S = {s1,s2, · · · ,sn} com n strings, todas de mesmo tamanho m, sobre um alfabeto A, deseja-se
encontrar uma string x, de tamanho m, sobre A e minimizando o valor de d tal que para toda string
si ∈ S tem-se dH(x,si)≤ d.

O CSP tem sido bastante estudado nos últimos anos devido às suas aplicações, conforme des-
crito em Stormo, G. e Hartzell III, G. (1991), Hertz, G. e Stormo, G. (1995), Gasieniec, L. et al.
(1999), Rajasekaran, S. et al. (2001a), Rajasekaran, S. et al. (2001b) e Lanctot, K. et al. (2003). Em
termos de complexidade computacional, o CSP pertence a classe NP-difı́cil (ver referência Lanctot,
K. et al. (2003)). Quanto aos métodos para resolver instâncias do problema, foram propostas
heurı́sticas (Gomes, F.C. et al. (2008)), algoritmos de aproximação (Ben-Dor, A. (1997), Li, M. et
al. (2002), Lanctot, K. et al. (2003)) e algoritmos exatos. Os métodos exatos foram baseados em
programação linear inteira (Meneses, C.N. et al. (2004), Meneses, C. N. et al. (2005)) e na teoria
de fixed-parameter (Fellows, M.R. et al. (2002), Gramm, J. et al. (2003)).

Neste artigo apresentamos uma classe de planos de corte para o CSP. O restante do artigo
está organizado da seguinte maneira. A Seção 2 faz uma pequena revisão sobre programação lin-
ear inteira e métodos comumente usados para resolvê-la. A Seção 3 mostra uma formulação em
programação linear inteira para o CSP, que aparece na referência Meneses, C.N. et al. (2004).
A Seção 4 apresenta uma nova classe de inequações válidas para o CSP e como separá-las. Na
Seção 5 são discutidos os experimentos computacionais. Finalmente, na Seção 6 as conclusões são
apresentadas.

2 Programação Linear Inteira (PLI)

Nesta seção discutimos alguns métodos normalmente usados na resolução de problemas, que admi-
tem uma formulação em programação linear que exigem soluções inteiras.

Os conceitos discutidos nesta seção foram compilados de Taha, H. A. (1987), Nemhauser, G.
L. e Wolsey, L. A. (1988) e de Souza, C. C. (1993).

Considere o problema de programação linear abaixo:

min{cx : Ax≤ b,x ∈ℜ
n
+},

onde c ∈ℜn, A é uma matriz m×n e b ∈ℜm.
Se as variáveis forem inteiras (x∈Zn

+, ao invés de x∈ℜn
+), o problema é chamado de problema

de Programação Linear Inteira (PLI). Além disso, se as variáveis são restritas a valores 0 ou 1,
temos um problema PLI 0-1. As soluções do problema PLI 0-1 são pontos (0-1) satisfazendo o
sistema linear Ax≤ b.

Geralmente problemas PLI 0-1 pertencem a classe de complexidade NP-difı́cil. Uma maneira
de atacar estes problemas é resolver suas relaxações lineares. Numa relaxação linear as restrições
de integralidade são substituı́das por restrições lineares. Existem duas abordagens clássicas para
resolver problemas PLI 0-1, uma é usando relaxações lineares: Algoritmo de Planos de Corte Fra-
cionário e o algoritmo de branch-and-bound, a outra é a enumeração implı́cita.
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2.1 Algoritmo de Planos de Corte Fracionário

Seja P o conjunto das soluções viáveis do problema PLI 0-1. Algoritmo de Planos de Corte Fra-
cionário (APCF) é baseado no uso de desigualdades válidas (cortes) para P, ou seja, desigualdades
que são satisfeitas por todos os pontos de P.

A cada iteração i do APCF, uma relaxação LPi do problema PLI é resolvida. Seja xi uma solução
ótima obtida ao se resolver a relaxação linear LPi, se xi está em P o algoritmo termina retornando
xi como uma solução ótima do problema PLI, caso contrário, a relaxação deve ser melhorada. Para
isto, encontra-se uma desigualdade válida, πx ≤ π0, para P que é violada por xi e realiza-se uma
nova iteração para a relaxação LPi+1 qué obtida de LPi incluindo-se a desigualdade πx≤ π0.

Sejam zi e zi+1 os valores das soluções ótimas de LPi e LPi+1 respectivamente, isto é, zi = cxi

e zi = cxi+1. Assumindo que o PLI é um problema de minimização, tem-se que zi+1 ≥ zi, ou seja,
o limite inferior fornecido pelo valor ótimo da relaxação linear cresce monotonicamente a cada
iteração, aproximando-se do valor ótimo do PLI.

3 Formulação em PLI 0-1 para o Closest String Problem

Nesta seção relembramos a formulação e o teorema que aparecem em Meneses, C.N. et al. (2004).
O teorema serve para diminuir o espaço das soluções viáveis, onde se encontram as soluções ótimas
para as instâncias do CSP.

Teorema 1 (Meneses, C.N. et al. (2004)). Dada uma instância do Closest String Problem, existe uma
solução ótima onde o caracter ótimo na posição k está também na posição k em uma das strings no
conjunto S= {s1,s2, . . . ,sn} de strings. �

Defina Vj = ∪n
i=1si

j para j = 1, . . . ,m.

Exemplo 1. Assuma S = {AATCC,CCAAT,CCTAC,TCACC}. Então os conjuntos Vj são: V1 =
{A,C,T},V2 = {A,C},V3 = {A,T},V4 = {A,C},V5 = {C,T}. O Teorema 1 garante que para en-
contrar uma solução ótima x = (x1,x2,x3,x4,x5) é suficiente atribuir a x j um elemento do conjunto
Vj, para j = 1, . . . ,5. �

Um modelo matemático em programação linear inteira binária é como segue. Primeiro defini-
mos as variáveis do problema:

x j,k =

{
1 se o caracter j é usado na posição k em uma solução
0 caso contrário

A formulação é a seguinte:

min d
s.a. : ∑ j∈Vk

x j,k = 1 k = 1, . . . ,m
d ≥ m−∑

m
j=1 xsi

j, j
i = 1, . . . ,n

x j,k ∈ {0,1} j ∈Vk;k = 1, . . . ,m
d ≥ 0 e inteiro

A formulação tem m+ n restrições e 1+∑
m
k=1 |Vk| variáveis. Em Meneses, C.N. et al. (2004) é

demonstrado, de forma experimental, que esta formulação é muito forte, pois costuma fornecer
excelentes limites inferiores nos valores de soluções ótimas inteiras.
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4 Uma Classe de Cortes e suas Separações

Assuma que temos uma solução viável, de valor D, para uma instância do CSP. Possivelmente,
uma boa solução viável assim que D é provavelmente ótimo. Esta boa solução viável poderia, por
exemplo, ser obtida usando um procedimento de arredondamento, a partir da solução obtida pela
relaxação linear do modelo apresentado na seção anterior.

Seja S = {s1,s2, ...,sn}, com |si|= m para i = 1, . . . ,n. Tome qualquer string si ∈ S e considere
qualquer subconjunto B de si consistindo de D caracteres. Comparando as correspondentes posições
de B em si, temos que uma solução ótima para S não pode ser diferente em todos os caracteres em
B, caso contrário esta solução teria custo ≥ D. Como já temos uma solução de valor D, então
procuramos por uma solução de valor ≤ D−1. Portanto, concluı́mos que

∑
j∈Ind(B)

xsi[ j], j ≥ 1 (1)

é uma inequação válida (corte), onde Ind(B) é o conjunto das posições de B em si.

Exemplo 2. Seja S = {s1,s2,s3}, onde s1 = ACT ,s2 =CCG e s3 = TCA. Considerando o resultado
no Teorema 1, temos que uma solução ótima x = (x1,x2,x3) para S satisfaz x1 ∈ V1 = {A,C,T},
x2 ∈ V2 = {C} e x3 ∈ V3 = {A,G,T}. Uma solução viável é x = ACG com valor 2. Para s1 =
ACT as subsequências de comprimento dois são AC,AT,CT ; implicando que Ind(AC) = {1,2},
Ind(AT ) = {1,3} e Ind(CT ) = {2,3}. Assim, temos os cortes para s1 = ACT :

xA,1 + xC,2 ≥ 1

xA,1 + xT,3 ≥ 1

xC,2 + xT,3 ≥ 1

�

Existem n× (m
D) tais inequações possı́veis (isto é um número exponencial, visto que D pode ser

proporcional a m). Agora mostramos como encontrar um corte violado (se ele existe) em tempo
polinomial. Suponha que x∗ é uma solução fracionária ótima obtida pela relaxação linear.

Considere cada string si ∈ S por vez. Para j = 1, ...,m defina

a j = x∗si[ j], j

Por exemplo, para s1 temos

a1 = x∗s1[1],1,a2 = x∗s1[2],2,a3 = x∗s1[3],3, . . . ,am−1 = x∗s1[m−1],m−1,am = x∗s1[m],m.

Considerando o Exemplo 2, temos para s1 = ACT : a1 = x∗A,1, a2 = x∗C,2, a3 = x∗T,3.
Agora, ordene os a j em ordem não decrescente, ap(1) ≤ ... ≤ ap(m), e seja B o conjunto dos

primeiros D valores nesta ordem dos a j (isto é, B = {p(1), ..., p(D)}). Então B alcança a mı́nima
soma possı́vel de x∗ com relação a si. Se esta soma for < 1, então encontramos uma inequação (1)
violada; caso contrário não há inequações violadas para si, e então passamos para a análise de si+1.
Ou seja, se ∑

D
k=1 ap(k) < 1 então a inequação ∑

D
k=1 xsi[p(k)],p(k) ≥ 1 precisa ser incluı́da no modelo

linear.
Assim provamos o seguinte teorema:

Teorema 2. As inequações (1) podem ser separadas em tempo polinomial (nominalmente em O(nmlogm)).
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Exemplo 3. Seja S= {AT T GGA,CT GAT G,CT GACT,AGTCGA,GCCT GT}. Então V1 = {A,C,G},
V2 = {C,G,T}, V3 = {C,G,T}, V4 = {A,C,G,T}, v5 = {C,G,T},v6 = {C,G,T}. O modelo em
programação linear é como segue:

min d

s.a. : xA,1 + xC,1 + xG,1 = 1

xC,2 + xG,2 + xT,2 = 1

xC,3 + xG,3 + xT,3 = 1

xA,4 + xC,4 + xG,4 + xT,4 = 1

xC,5 + xG,5 + xT,5 = 1

xA,6 + xG,6 + xT,6 = 1

d + xA,1 + xT,2 + xT,3 + xG,4 + xG,5 + xA,6 ≥ 6

d + xC,1 + xT,2 + xG,3 + xA,4 + xT,5 + xG,6 ≥ 6

d + xC,1 + xT,2 + xG,3 + xA,4 + xC,5 + xT,6 ≥ 6

d + xA,1 + xG,2 + xT,3 + xC,4 + xG,5 + xA,6 ≥ 6

d + xG,1 + xC,2 + xC,3 + xT,4 + xG,5 + xT,6 ≥ 6

todas as variáveis são ≥ 0

Uma solução ótima para o programa linear acima é: d = 3.666667,xA,1 = 0.75,xC,1 = 0.25,
xT,2 = 0.583333,xG,2 = 0.416667, xG,3 = 1.0,xC,4 = 0.166667,xT,4 = 0.833333, xG,5 = 1.0,xG,6 =
0.5,xT,6 = 0.5 e todas as outras variáveis têm valores iguais a zero. Desta solução concluı́mos que
d ≥ 3.666667 e inteiro. Assim, d ≥ 4. Adicionando o plano de corte d ≥ 4 ao programa linear e
resolvendo-o novamente, obtemos a solução: d = 4.0, xA,1 = 0.5, xC,1 = 0.5, xT,2 = 0.5, xG,2 = 0.5,
xG,3 = 1.0, xT,4 = 1.0, xG,5 = 1.0, xG,6 = 1.0 e todas as outras variáveis têm valores iguais a zero.

Consideramos agora a classe de corte da inequação (1): para D = 4 as seguintes inequações são
violadas:

xA,1 + xT,3 + xG,4 + xA,6 ≥ 1 (2)

xC,1 + xA,4 + xC,5 + xT,6 ≥ 1 (3)

xA,1 + xT,3 + xC,4 + xA,6 ≥ 1 (4)

xG,1 + xC,2 + xC,3 + xT,6 ≥ 1 (5)

As inequações (2), (3), (4) e (5) foram determinadas a partir de s1,s3,s4 e s5, respectivamente.
Incluindo estas inequações no programa linear, junto com d ≥ 4, e resolvendo o programa linear
novamente obtemos uma solução ótima inteira dada por x =CTCCGG. �

5 Experimentos Computacionais

Nesta seção descrevemos os resultados computacionais obtidos com as nossas implementações.

5.1 Ambiente dos Experimentos

Todas as implementações foram feitas em C++ e os testes foram realizados em um computador com
a seguinte configuração: Dell processador Intel Core I5 3.33 Ghz com 4 GB de memoria RAM e
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Sistema Operacional Linux Ubuntu 11.04, 32 bits. As soluções ótimas das instâncias testadas foram
obtidas por meio do software IBM ILOG CPLEX versão 12.4.

5.2 Instâncias de Teste

Vinte e cinco instâncias foram geradas utilizando o gerador de instâncias discutido na referência
Meneses, C.N. et al. (2004).

5.3 Resultados Computacionais

Os resultados obtidos com as implementações são apresentados nas Tabelas 1 e 2.
O cabeçalho na Tabela 1 possui os seguintes significados: a primeira coluna indica a instância

testada, com a indicação dos parâmetros (n) número de strings, (m) tamanho da string; a coluna
(PLI) indica os valores das soluções ótimas obtidos usando Programação Linear Inteira; depois
temos as relaxações lineares (PL) do modelo linear e (PC) os valores das soluções após a inserção
dos planos de corte discutidos na seção anterior; e por fim os valores obtidos usando uma heurı́stica
(Arred.) de Arredondamento baseada nas soluções das relaxações lineares, (Heur.) Heurı́stica
apresentada em Meneses, C.N. et al. (2004), e (Heur. e Arred.) Heurı́stica e Arredondamento em
uma só heurı́stica.

Na Tabela 2, a coluna Num. PC representa o número de planos de corte inseridos no modelo
linear.

Dos resultados mostrados nas Tabelas 1 e 2 concluı́mos que:

(a) O modelo linear fornece excelentes limites inferiores nos valores de soluções ótimas;

(b) Com a inserção dos planos de corte, os valores das relaxações se tornaram iguais aos valores
das soluções ótimias em 24 das 25 instâncias testadas. A exceção ocorreu para a instância
com n = 25 e m = 100;

(c) A heurı́stica de arredondamento forneceu excelentes limites superiores e estes foram quase
sempre melhorados com o uso da heurı́stica apresentada em Meneses, C.N. et al. (2004).

(d) Devido ao modelo linear ser muito forte, todas as instâncias testadas puderam ser resolvidas
em pouco tempo de computação (isto é, em menos de um minuto);

(e) As heurı́sticas executaram extremamente rápido (isto é, em menos de 5 segundos).

6 Conclusões

Este artigo considera um importante problema de otimização combinatória chamado Closest String
Problem. É discutido um modelo de programação linear conhecido na literatura. A partir deste
modelo apresentamos uma classe de inequações válidas (cortes) e um algoritmo de separação
destes cortes. Provamos que esta classe de cortes pode ter um número exponencial de inequações
e mostramos que o algoritmo de separação destes cortes tem complexidade polinomial. Foram
testadas várias instâncias do problema. Os resultados demonstraram que o modelo linear fornece
excelentes limites inferiores e os cortes são bastante úteis para acelerar a resolução do problema de
maneira exata.
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Instância Solução Exata Programa Linear Heurı́sticas
n m PLI PL PC Arred. Heur. Heur. e Arred.
10 100 59 58,32 59 60 60 60
10 200 119 118,20 119 119 121 119
10 300 173 172,37 173 173 176 173
10 400 235 234,10 235 235 238 235
10 500 289 288,20 289 289 293 289
15 100 61 60,25 61 62 62 62
15 200 124 123,05 124 124 126 124
15 300 185 184,65 185 186 189 186
15 400 246 245,12 246 246 250 246
15 500 305 304,86 305 306 311 306
20 100 64 63,50 64 66 66 65
20 200 127 126,55 127 128 130 128
20 300 191 190,69 191 193 195 192
20 400 254 253,50 254 255 259 255
20 500 317 316,17 317 319 323 319
25 100 66 64,87 65 67 67 67
25 200 130 129,02 130 131 133 131
25 300 193 192,51 193 194 198 194
25 400 258 257,96 258 260 264 260
25 500 322 321,24 322 323 329 323
30 100 67 66,08 67 68 68 68
30 200 131 130,86 131 133 135 133
30 300 197 196,70 197 198 201 198
30 400 265 264,03 265 266 270 266
30 500 329 328,43 329 331 337 331

Tabela 1: Comparação entre os valores das soluções.
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Instância Solução Exata Programa Linear Heurı́sticas
n m PLI(s) PL(s) PC(s) Num. PC Arred.(s) Heur.(s) Heur. e Arred.(s)

10 100 1,2 < 1 1 1 < 1 < 1 < 1
10 200 2,4 < 1 2 1 < 1 < 1 < 1
10 300 4,8 < 1 3 1 < 1 < 1 < 1
10 400 6,5 < 1 5 1 < 1 1 < 1
10 500 6,1 < 1 6 1 < 1 1 < 1
15 100 1,3 < 1 1 1 < 1 < 1 < 1
15 200 7,7 < 1 3 1 < 1 < 1 < 1
15 300 6,6 < 1 5 1 < 1 1 < 1
15 400 18,6 < 1 7 1 < 1 1 1
15 500 32,3 < 1 9 3 < 1 2 1
20 100 3,2 < 1 2 1 < 1 < 1 < 1
20 200 9,1 < 1 5 1 < 1 1 < 1
20 300 18,6 < 1 7 1 < 1 1 < 1
20 400 16,8 < 1 10 1 < 1 2 1
20 500 33 < 1 12 1 < 1 3 1
25 100 2,5 < 1 3 1 < 1 < 1 < 1
25 200 6,6 < 1 6 1 < 1 1 < 1
25 300 12,2 < 1 9 1 < 1 2 1
25 400 13 < 1 12 1 < 1 3 1
25 500 17 < 1 14 1 < 1 3 2
30 100 17 < 1 4 1 < 1 < 1 < 1
30 200 34,8 < 1 7 1 < 1 1 1
30 300 33,2 < 1 11 1 < 1 2 1
30 400 46,1 < 1 13 1 < 1 3 2
30 500 57,4 < 1 16 1 < 1 4 2

Tabela 2: Comparação entre os tempos de execução das heurı́sticas. Os tempos são dados em
segundos.
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