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RESUMO

Os modelos de linguagem sao modelos matematicos usados como componentes importantes em
aplicagoes computacionais: reconhecimento automatico da fala, reconhecimento ético de caracte-
res, recuperacao da informagao, etc. O modelo de linguagem probabilistico mais usado é o modelo
de n-gramas, baseado na frequéncia de ocorréncia de uma cadeia em uma amostra da linguagem.
Embora o modelo de n-gramas seja facil de implementar e também seja um bom modelo para repre-
sentar linguagens, quando aplicado a linguagens naturais ou a problemas de grande complexidade,
apresenta dificuldades de interpretacdo. Uma alternativa para esses casos sdo os modelos proba-
bilisticos baseados em gramaticas livres do contexto. Embora os mesmos apresentem dificuldade em
problemas de grande complexidade devido ao alto custo computacional para estimar os parametros
das gramaticas. Neste trabalho, vamos a apresentar resultados preliminares de métodos de pontos
interiores primal-dual e método barreira logaritmica, como alternativa para estimar os parametros
da gramatica.

PALAVRAS CHAVE: Modelos de linguagem, gramaticas probabilisticas livres do con-
texto, métodos de pontos interiores.
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Language models are mathematical models used as important tools in computational aplications:
automatic speech recognition, optical caracter recognition, data recovery, etc. The most used proba-
bilistic language model is the n-gram model, which is based in the word frecuency of occurrence on a
given language corpus. Dispate the model n-gram is easy to implement and its several applications
in language representation, its use in natural language and problems of greate complexity presents
interpretation difficulties. An alternative for this case are probabilistic models using context-free
grammar, though such models exhibit difficulties in complex programs since the computational cost
estimation of parameters grammar is too high. This work presents preliminar results, for interior-
point methods such as logarithmic barrier and primal-dual as an alternative for the parameters
grammar estimation.

KEYWORD : Language models, probabilistic context-free grammar, interior point
methods.

Main area: Mathematical Programming
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1 Introducao

Um modelo probabilistico de uma linguagem (MPL) é um modelo matemaético, onde é definida
uma funcao de probabilidade que calcula a probabilidade de ocorréncia de uma cadeia y em uma
linguagem [3]. Os parametros de MPL (as probabilidades das cadeias) sdo aprendidos a partir de
uma base de dados (amostra de cadeias) pertencentes a linguagem [5] . Geralmente a amostra é
dividida em duas partes, a primeira para o processo de aprendizagem que é feito automaticamente.
A segunda parte da amostra é usada para validar a qualidade do modelo obtido.

Vamos iniciar com os conceitos bésicos que definem os modelos de linguagem: gramatica for-
mal, gramdtica livre do contexto e gramética probabilistica livre do contexto [4]. A seguir vamos
desenvolver o método de pontos interiores barreira logaritmica e o método de pontos interiores
primal-dual, que sao propostos para o problema de estimagdo dos pardametros de uma gramética
probabilistica livre do contexto. Finalmente apresentamos os resultados preliminares e, usando a
medida de perplexidade por palavra (PP) [6], fazemos a anélise dos modelos propostos e resultados
numéricos obtidos.

2 Gramaticas Livres do Contexto

Vamos definir os principais termos da teoria de linguagem formal. Alfabetos, cadeias e linguagem
[3].
Definicao

2.1 Um alfabeto ou vocabuléario, denotado por ¥, é um conjunto finito de simbolos.

2.2 Uma cadeia ou palavra é uma sequéncia finita de simbolos, pertencentes a um alfabeto X.

2.3 O tamanho de uma cadeia a é o niimero de simbolos que a compoem, denotado por |a.

2.4 Uma cadeia € é dita vazia quando estd constituida por zero simbolos (|e] =0 ).

2.5 X* apresenta o conjunto de todas as cadeias de um alfabeto .

2.6 X7 apresenta o conjunto de todas as cadeias de ¥, tal que seu tamanho é maior o igual a um.

2.7 Uma linguagem L sobre ¥ é definida como um subconjunto do conjunto >*.
2.1 Gramaticas e Gramaticas Livres do Contexto
H4 quatro componentes importantes na descricao gramatical de uma linguagem:

2.8 Um conjunto finito ¥ de simbolos que formam as cadeias da linguagem que estéd sendo gerada.
2.9 Um conjunto finito de varidveis ou nao terminais, denotado por N com N N'X = (.

2.10 Uma variavel S, denominada variavel de partida.
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2.11 Um conjunto finito P de regras de derivacao. Cada derivacao tem a forma o — =, onde «
(antecedente) e 7 (consequente) sdo cadeias de simbolos de (N U X)*. A expressdo o — 7y
significa que a cadeia « é substituida por 7. Segue um exemplo de regra: aAB — baA.

Defini¢ao 2.12 Uma gramdatica formal é uma 4-tupla G = (N, %, P,S), onde N, X, P e S conforme
definidos em 2.8 a 2.11.

Defini¢ao 2.13 Uma gramdtica G € dita gramdtica livre do contexto (GLC), quando o conjunto
P de regras de derivagao estd constituido por regras da forma A — o onde A€ N ea € (NUX)T.

Neste trabalho vamos usar graméticas na forma normal de Chomsky (FNC), ou seja gramaticas
tais que seu conjunto P contém regras da forma A — BC ou A — v onde A,B,C € Nev € X.
Como toda gramatica livre do contexto é equivalente a uma gramatica na forma normal de Chomsky
[4], ndo hé perda de generalidade.

Definicao 2.14 Sejam 1,72 € (NUX)*, suponha que exista uma sequéncia de regras de deriva¢ao
q1,q2, -y qm € P e cadeias aj,ag, ..., € (N UX)*, m >0 tal que

wlzalgagg...q:@amzwg

4 . P ) . .
onde «; =% a1 significa que iy € derivado de «; usando a regra p; uma unica vez. Se diz que
2 . ~ *
hd uma derivagao de v, em 2, denotada por y1 = 2.

Definicao 2.15 A Linguagem L(G) gerada pela gramdtica G é o conjunto
LG)={xex":5 = x}.

Uma cadeia pode ser obtida a partir de uma ou mais derivagoes.

2.2 Gramaticas Probabilisticas Livres-do-Contexto

Uma gramdtica probabilistica livre do contexto (GPLC) G, é um par (G, p) tal que G é gramética
livre do contexto e p : P — (0, 1] uma funcdo definida nas regras da gramética que de acordo com
[3]:
VAeN, > pA-—a)=1 (1)
(A—a)el'y
com I'4 € P representa o conjunto de regras de derivacdo onde o antecedente é A. Vamos denotar
a GPLC como G, = (G, p).

2.3 Probabilidade de uma Cadeia em uma GPLC

Seja G uma GPLC, para cada x € L(G) denomina-se Dy o conjunto formado por todas as
derivacoes d, da cadeia x. Por N(g;,d,) designa-se o nimero de vezes em que a regra ¢; € P foi
usada na derivacgao d,.
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Definicao 2.16 Dada uma gramdtica probabilistica livre do contexto G, a probabilidade de uma
derivagdo dy da cadeia x € X* define-se como:

1P
Pr(x, dy|Gp) Hp )NV (@), (2)

Definicao 2.17 Dada uma gramdtica probabilistica livre do contexto Gy, a probabilidade de ocorréncia
da cadeia x € X* € definida como:

Pr(x|Gy) = Y Pr(x.dy|Gy). (3)
dyeDy

2.4 Estimacao dos Parametros de uma GPLC

Para abordar o problema de estimacao das probabilidades da gramatica, vamos definir uma fungéao
critério que depende de uma amostra da linguagem. Esta funcéo critério é a funcao de verossimi-
lhanga da amostra [7].

Usando a teoria da inferéncia estadistica usamos a técnica da maxima verossimilhanga para estimar
os parametros das probabilidades das regras.

Nas GPLCs a funcao de verossimilhanca de uma amostra 2 de L(G) denotada por Pr(Q|G)) é
definida assim:

Pr(QGy) = [T Pr(xIGy). (4)

XEQ

Note que quando ordenamos as regras e definimos a probabilidade da i-ésima regra como uma
varidvel x; (p(¢i) = i), i = 1,2,...|P|, obtemos um polinémio de vérias varidveis em x.

No exemplo a seguir observamos como construir a funcao de verossimilhanga para uma gramatica
dada:

Exemplo 2.1 Seja G = (N,%, P, S), onde N = {A,B,C,S}, ¥ = {a,b}, S representa o simbolo
inicial e P a regras assim definidas:

1) S — AB 3) A— BA 5)B— CC 7) C — AB
2) S — BC 4) A—a 6) B—b 8) C — a.

A cada regra associamos uma probabilidade:

=p(S— AB) x3=p(A— BA) x5=p(B—CC) z7=p(C — AB)
=p(S— BC) z4=p(A—a) xe = p(B — b) xg = p(C — a).

Seja Q = {baaba,baaa} C L(G) uma amostra da linguagem L. Sejam x = baaba e n = baaa. As
drvores de derivacdo para as cadeias da amostra estao dadas pela Figura 1:
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Figura 1: Arvores de derivagao dos elementos de {2
Regra D, D, Probabilidade
N(diy) | N(day) | N(diy) | N(d2y) associada
S — AB 1 0 1 0 1
S — BC 0 1 0 1 2
A— BA 1 0 1 0 T3
A—a 2 2 1 1 T4
B—CC 1 1 1 1 x5
B—b 2 2 1 1 T6
C —~ AB 1 2 0 1 7
C—a 1 1 2 2 g

Tabela 1: Numero de vezes que é usada cada regra nas derivacoes.

A Tabela 1 relaciona o nimero de vezes N(d;) que a regra d; estd sendo usada.

Da equagao (2) temos que:

Pr(x, dix|Gp)

Pr(x, doy|Gp) = xgmi%x%x%xg

$1x3$ix5x§$7$8

PI‘(?], d1n|Gp) = :E1$35L’4:L‘5£l?617§

Pr(n, doy|G)p) = x2x4x5x6x7x§,
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agora, usando (8), obtemos que:

Pr(x|Gp) = Pr(x,diy|Gp) + Pr(x, day|Gp) = v1asaizsaiaras + vorizswgaias
Pr(n|G,) = Pr(n,di,|G,) + Pr(n,day|G,) = r123204752623 + Tox4T5062773.

Finalmente, da equagdo (4) temos a fungdo de verossimilhanga da amostra Q:

Pr(Q|Gy) = Pr(x|Gp) * Pr(n|Gp)

2. .2 2. .29 2 2
(r12323T5T50708 + Tox s TET7xs) (T1T3T4T5TETE + T2TAT5TETTL)

9 9.3 9.3 3 9.3 9
= ivdxiririvrad + viworsririadaiad

—i—a:l:cgngia:%zgx%xg + m%xix%x%x?m%

Assim, do desenvolvimento anterior podemos concluir que a funcao Pr(Q|Gp) corresponde a um
polindomio em varias varidveis, e que o problema de estimacao dos parametros é equivalente a
otimizar um polinémio sujeito a restricoes lineares:

maximizar Pr(Q|G,)

sujeito a Z ;=1 (5)
;€Y 5
0<xz; <1, i=1,..|P|

onde V¥ 4 representa o conjunto de todas as probabilidades de regras cujo antecedente é A.

3 Meétodo de Otimizagao

Nesta secao vamos apresentar os métodos que serao utilizados para resolver o problema de estimacao
dos parametros da GPLC formulado em (5): o método barreira logaritmica e o método de pontos
interiores primal-dual.

3.1 Método Barreira Logaritmica

Um problema de otimizagao com restrigoes lineares canalizado pode ser definido como:

minimizar  f(z)
sujeitoa  Axr=b (6)
0<x<u

onde f(z) eR, z e RN, AcR™" be R™ eu e RN
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Usando as varidveis v denominadas de folga, obtemos um problema equivalente ao problema (6)

minimizar  f(z)

sujeitoa Ax =5>
rT+ov=u
z,v > 0.

(7)

O método barreira logaritmica procura x* que otimiza o problema (7). Este método aproxima o
problema a resolver através de um outro problema equivalente definido por:

minimizar  f(z) — p (Z In(z;) + Zln(vﬁ)
i=1 i=1
sujeitoa Az =10
T+ v=u,

onde p > 0.

n n
O termo Z In(x;)+ Z In(v;) é chamado de “barreira logaritmica” porque impede que as varidveis
i=1 i:.1 B . .
x; e v; se tornem negativas ou nulas. Obtemos solugoes cada vez mais proximas de z* quando p — 0
[8].

Para cada valor de p e usando as condigoes de primeira ordem ou condicoes de otimalidade de
Karush-Kuhnn-Tucker (KKT) do problema (8), temos que a solugao x* deve satisfazer [8]:

g(x) — pX e — Aty —t

t—puV=le
— >
Az —b 0, (zv)20 9)
Tr+v—u

onde g(x) = Vf(x). y € R™ et € R sao os multiplicadores de Lagrange, X = diag(z1,z2,...,Tn)
e V = diag(vi,va,...,v,). As equagoes deste sistema pode ser visto como uma transformacao
linear F : R2"t™m 5 R27+™ definida como:

g(x) —pX e — Aly —t
t—uV-le
F(z,v,y,t) = Ag_ ) =0, (10)

T+v—u

Dado que esta transformacao é nao linear, usamos o método de Newton para aproximar F' a um
modelo linear numa vizinhanca de (z,v,y,t) [2]:
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—H(z) — pX 2 0 At T Ax rd
-2
0 uV 0 I Av _ rb , (11)
A 0 0 0 Ay rp
1 1 0 O At rU

onde V2f(z) = H(z), ra=g(x) — Aly —t —uX Y, rp=pe—VT,rp=b— Az er,=u—z — 0.
Resolvendo este iltimo sistema obtemos as diregbes de Newton (Ax, Av, Ay, At).
A atualizagdo das varidveis é feita da seguinte forma:

(2P L R Ry = (2R R R 7)) + a(Ax, Av, Ay, At).

Para determinar o tamanho de passo a € (0, 1] garantindo que os valores de kL e kTl
-1

negativos usamos o teste da razao [8]: a« = min(1,7p), com 7 € (0,1), onde p = i (B By

i s
Tq Vg

nao sejam

A seguir vamos resumir o método barreira logaritmica:
Método 3.1 Sejam (2°,v°,t%) > 0, y° wvalores iniciais.
Para k= 1,2,...

1. Calcular o valor para p = %, onde vy = s't

2. Resolver o sistema linear (11) para Ax, Av, Ay, At.

3. Determinar o usando o teste da razdo.

4. Atualizar o passo
onde a > 0.
Fim_Para.

O critério de parada que vamos usar na implementacao do método estd baseado nas condi¢bes de

otimalidade (9).

lrall v ol rall )

y 9 } S €, (12)
(maX(l,HyH) o [Jolf + 17 ffuff +1

onde € > 0.

3.2 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

Assim como no método barreira logaritmica, este método pode ser usado para resolver o problema
(6). Observe que definindo uX ~'e = z & X Ze = e e reescrevendo puV ~te =t < VTe = pe em
(9) obtemos [1]:
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Aly —t+ 2 —g(z)

VTe— pe
XZe — e =0, (z,v,t,z)>0.
Ar —b
r+v—u

Aplicando o método de Newton para resolver o sistema (13) obtemos:

~V2f(x) A* 0 -1 I Az g
0 o T V 0 Ay Y
Z 0 0 0 X Av | =17 |,
A 0 0 0 O At Tp
I 0O I 0 O Az Ty
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(13)

(14)

onde rqg = g(x) — Aly +t — 2, 1. = pe — XZ ey, Tp, Ty como no método barreira logaritmica.

Resolvendo o sistema (14) obtemos as diregdes de Newton (Ax, Ay, Av, At, Az).

Para garantir que as variaveis ghtl pktl k4l 2k+1 h36 se tornem negativas quando o ponto é

atualizado usamos o teste da razao:

a =min(1, ap, ag),

d -7 -7
onde, p=——x R € U= ——x AT
o . T4 A’UZ' o . Azi Ati )
min; (55, S5 ) min; (S, 5)

para 7 € (0, 1].

A seguir vamos resumir o método de pontos interiores primal-dual:

Método 3.2 Sejam 3,0 (2,°0,9,°2%) > 0 valores iniciais.
Para k= 1,2,...

1. Escolher = (L), onde v = (x)'z + (v)'t.
2. Resolver o sistema linear (14) para Ax, Av, Ay, At, Az.
3. Determinar o usando o teste da razdo.

4. Atualizar o passo

(15)

onde o« > 0
Fim_Para

O critério de parada, estd dado por (12).
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4 Experimentos Numéricos

Implementamos, os algoritmos de pontos interiores primal-dual e barreira logaritmica desenvolvidos
na Seccio 3, usando o software matemético MatLab® | versao 7.8.0, em uma méquina com proces-
sador intel CORE i3 e memoéria ram de 3.7Gb, sobre o sistema operacional Linux 3.0.0-23-generic.
Usamos duas gramaticas das quais obtemos uma amostra. A partir da amostra geramos uma fungao
de verossimilhanca que é maximizada com os métodos desenvolvidos na Secéo 3. As caracteristicas
das gramaticas usadas estao especificadas na Tabela 2.

Gramatica Numero de Numero de Numero de
Terminais |¥| | ndo terminais [N| | regras |P)|

Gramatica 1 5 12 25

Gramatica 2 14 13 47

Tabela 2: Caracteristica das gramaticas

Para validar a qualidade dos modelos desenvolvidos a partir das graméticas, a seguir vamos
definir o conceito de perplexidade por palavra.

4.1 Perplexidade por Palavra

Esta medida é calculada usando outra amostra com um conjunto de dados que nao foram usados
no processo de aprendizagem, vamos denoming-lo conjunto de teste Ts. Quando o modelo esta
relacionado a uma GPLCs a perplexidade por palavra (PP) é definida como:

Y In(Pr(x|Gy))

X€T's

> I

x€T's

PP(Ts,Gp) = exp (16)

Quanto menor for a perplexidade por palavra (PP), o modelo obtido tem maior capacidade expres-
siva, ou seja reconhece com boa probabilidade cadeias que nao estejam nas amostras usadas para
o processo de aprendizagem, comete menos erros.

4.2 Resultados Numeéricos

Os valores e os parametros iniciais usados nos algoritmos, foram obtidos experimentalmente, ga-
rantindo a convergéncia dos métodos. Para todos os testes foi usada uma tolerancia de 1075,

Na Tabela 3 apresentamos os resultados numéricos obtidos para os dois métodos aplicados a
Gramatica 1, usamos uma amostra de tamanho 20 para a estimacao das probabilidades e uma
amostra (Ts) de tamanho 30 para validar a qualidade do modelo obtido. Nas Tabelas 4 e 5 estao os
resultados obtidos para os dois métodos aplicados a Gramatica 2. Para a mesma usamos duas amos-
tra de diferentes tamanhos: 20 e 80, e o tamanho da amostra (Ts) sao 40 e 130, respectivamente.
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Nestas tabelas detalhamos o niimero de iteracoes e o tempo de processamento até convergir, assim
como o valor da perplexidade.

Barreira Logaritmica

Ntumero de Tempo de Tamanho do | perplexidade por
iteragbes | processamento (seg) | conjunto Ts palavra (PP)
13 0.396 30 3.096

Primal-Dual

8 3.600 30 3.096

Tabela 3: Resultados da Gramaética 1. Tamanho da amostra 20

Barreira Logaritmica
Numero de Tempo de Tamanho do | perplexidade por
iteragbes | processamento (seg) | conjunto Ts palavra (PP)
33 4.828 40 12.455
Primal-Dual
12 4.866 | 40 13.363

Tabela 4: Resultados da Gramaética 2. Tamanho da amostra 20

Barreira Logaritmica
Ntimero de Tempo de Tamanho do | perplexidade por
iteragoes | processamento (seg) | conjunto Ts palavra (PP)
15 2329 130 14.08
Primal-Dual
8 \ 21759 \ 130 | 16.150

Tabela 5: Resultados da Gramatica 2. Tamanho da amostra 80

5 Conclusoes

O tratamento de grande quantidade de dados, principalmente para obter a Hessiana e o gradiente
da fungao objetivo, assim como a busca do tamanho do passo, consome a maior parte do tempo
por iteragao das implementacoes.

Os resultados obtidos pelos métodos de pontos interiores resultaram em valores baixos da perple-
xidade por palavra. Os tempos de processamento sao mais baixos que o exigido por outros métodos.

Os resultados preliminares em tempo de convergéncia, niimero de iteragoes e perplexidade por pala-
vra, indicam que existem boas perspectivas para aperfeicoamento dos métodos de pontos interiores
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para a aplicacao em gramaticas de maior porte tornando possivel estudar linguagens naturais ou
de maior complexidade.

6

Perspetivas Futuras

e Aperfeicoar os métodos procurando uma alternativa para obter a Hessiana e o gradiente da
funcao.

e Melhorar os métodos com técnicas de programacao para o tratamento de grandes quantidades
de dados.

e Implementar eficientemente os algoritmos na linguagem de programacao C.
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