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Resumo

Este modelo analisa os efeitos das campanhas de satide publica no controle de epidemias. Tra-
balhos anteriores, como Kassa e Ouhinou, estudaram modelos em que a populacado mudava
de comportamento em meio a um surto epidémico para se protegerem da doenga. Juntamos
o modelo de Kassa e Ouhinou com o modelo SIR, proposto por Kermack e McKendrick, em
1927. No modelo, assumimos que a populagao muda o comportamento para se autoproteger
da doenga em meio a um surto epidémico e dividimos a populagao total em quatro compar-
timentos, suscetiveis - infectados - educados - recuperados. Consideramos como educados os
individuos que possuem informagao da doenca e passam a tomar medidas de autoprotecao.
Consideramos também que os individuos recuperados possam se reinfectar, antes porém, eles
voltam a ser suscetiveis ou educados.

Palavras - Chave: Epidemiologia Matemaética, Modelos Compartimentais, Estabilidade
Area Principal: Simulacio

Abstract

This model analyzes the effects of public health campaigns to control epidemics. Previous
works, such as Kassa and Ouhinou studied models in which the population changed behavior
in the midst of an outbreak to protect themselves from disease. Together the model and Kassa
Ouhinou the SIR model, proposed by Kermack and McKendrick in 1927. In the model, we
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assume that the population changes the behavior of the disease to protect itself amid an out-
break and divided the population into four compartments, susceptible - infected - educated -
recovered. We consider as educated individuals who have information of the disease and begin
to take measures of self-protection. We also believe that it can reinfect individuals recovered,
but before they are re-educated or susceptible.

Keywords: Epidemiology, Mathematics, A compartmental model, stability systems
Main Area: Simulation

1 Introducao

E antiga a preocupacio em usar modelos matematicos para estudar doencas epidemiologicas.
O primeiro modelo que se tem registro data de 1760 e é da autoria de Daniel Bernouli (DE-
ZOTTI, 2000). Em 1960, Hamer postulou que a lei de agao das massas, ela diz que a taxa
de espalhamento de uma infec¢ao é proporcional ao produto da densidade dos individuos sus-
cetiveis pela densidade dos individuos infectados. A teoria do limiar, proposta por Kermach
e McKendrick, em 1927, diz que a introducao de um pequeno niimero de individuos infeccio-
sos em uma comunidade de suscetiveis nao é capaz de se alastrar como um surto epidémico
a menos que a densidade (ou ntimero) de suscetiveis esteja acima de um certo valor critico,

denominado limiar (KERMACK; MCKENDRICK, 1927).

A combinacdo entre a lei da acdo de massas e a teoria do limiar formam a base da epide-
miologia matematica moderna (DEZOTTI, 2000).

O mais famoso dos modelos de epidemiologia matemaética, o modelo SIR, divide a popula-
¢ao em trés compartimentos, Suscetiveis, Infectados e Recuperados. Esse modelo considera que
o comportamento humano permanece inalterado durante todo um surto epidémico (KASSA;
OUHINOU, 2010). Na pratica nao ocorre exatamente dessa forma, as pessoas ao percebe-
rem um perigo por parte da doenca comecam a mudar os seus habitos para se protegerem da
doenga.

Em todo o mundo, autoridades governamentais tem se preocupado em investimento de
campanhas educacionais, principalmente voltada para jovens. O resultado, no entanto, esta
abaixo do esperado (PACHI, 2006).

Assim como em diversos modelos, entre eles o modelo SIR, o modelo proposto neste tra-
balho é do tipo compartimental, ou seja, a populacao é dividida em compartimentos que
descrevem o atual estigio do individuo em relagdo a doenga estudada. Os principais compar-
timentos sao:

Suscetiveis: individuos que nao possuem a doenga e estao suscetiveis a contrai-la;
Infectados: individuos que possuem a doenga;

Recuperados: individuos que se recuperaram da doenga e estao imunes a ela;
Expostos: individuos infectados pela doenga mas que nao sao infectantes.

Propomos um modelo em que a populagao é dividida em quatro compartimentos, sendo
eles, suscetiveis, infectados, educados e recuperados. Chamamos de educados os individuos
que possuem informacao de uma doenca e adotam medidas de autoprotecao contra ela.
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2 O Modelo

Baseado no modelo proposto por Kassa e Ouhinou (KASSA; OUHINOU, 2010)e no modelo
SIR, suscetiveis - infectados - recuperados, propomos um modelo em que a populagao é dividida
em quatro compartimentos. Sendo eles Suscetiveis, Infectados, Educados e Recuperados.

Neste trabalho, propoe-se um estudo dos efeitos das campanhas de satde publica na diné-
mica das doengas evitdveis como dengue e AIDS, a medida que as pessoas vao se protegendo
da doenca. E claro que as pessoas, com o tempo, vao abandonando as medidas de protecao,
esse abandono serda medido pelo nivel de saturagao, descrito na equagao (1).

A fungao da mudanga de comportamento, &, sera definida em termos da prevaléncia P(t)
como (KASSA; OUHINOU, 2010)

a.P"

)= g p

’ Simbolo H Descricao ‘

a Nivel de saturagao de &
P, Valor da prevaléncia onde a populacao comecga a mudar de comportamento
n Nuamero inteiro que retrata a intensidade de reagao por parte da populagao

Tabela 1: Pardmetros da funcao &

Seguem-se os graficos, figura (1), paran =2, n =4 en = 6, ambos paraa =1 e P, = 4%
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Figura 1: Graficos da funcao de prevaléncia & para n = {2,4,6}

Considerando « a taxa de disseminacao da informagao na populagao, o valor a&S repre-
senta o nimero de individuos que deixam de ser suscetiveis e se tornam educados. Sendo ¢
o ntamero médio de contatos por pessoa por unidade de tempo e § a taxa de transmissao da

. I . .
doenca, entao, c5S5— representa o nimero de pessoas que migram da classe de suscetiveis

para a de infectados.
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Assumindo que v € [0, 1] seja a eficicia média das medidas de autoprotegao entao 1 — =y

~ . . I o
representa a nao eficacia dessas medidas e o namero (1 —)cSE  Sa0 08 individuos educados

que se infectaram. O numero de individuos que se recuperam e migram para a classe dos
recuperados é 01, sendo que § é a taxa de recuperacao da doenga. Chamamos de u a taxa de
morte natural e ¢ a taxa de morte devido a doenca.

Seguem as equagdes do modelo

ds
dt
dE
dt
dI

dt

dR

o = - (ptpt )R (5)

1
:T—aéS—cBNS—I—pR—,uS (2)

=afS—(1- ’y)cﬁE% + @R — uk (3)

:cﬁ%s—}—(l—v)cﬁE%—(u—i—a—{-&f (4)

onde:

taxa de afluxo de individuos suscetiveis

taxa de transmissao da doenca

nimero médio de contatos por pessoa, por unidade de tempo
taxa de mortalidade natural

taxa de mortalidade devido a doenca

taxa de disseminagao da informacao da doenca na populagao
eficicia média das medidas auto-preventivas

taxa em que os individuos deixam de ser Infectados e passam a ser Educados
taxa de migracao de individuos recuperados para educados
taxa de migracao de individuos recuperados para suscetiveis

TE X2 D0 QAT QWA

Nao estamos considerando que o individuo recuperado tenha imunidade perene. Eles
podem voltar a ser suscetiveis, a uma taxa p ou educados, a uma taxa ¢. Neste trabalho
consideramos que ¢ > p.

2.1 Taxa Basica de Reprodugao

A chance de uma epidemia permanecer sobre uma populacao e esta, por sua vez, vir a tornar-se
infectada e diminuir por morte ocasionada pela doenca é mostrada pelo ntmero de reprodu-
tibilidade basal, Ry, o qual é definido como o nimero de infecgoes secundérias causadas por
uma infeccao simples (ROSSI, 2008; BRAUER, 2005). Este namero é também conhecido como
taxa basica de reproducao (NEPOMUCENO, 2005).

A taxa béasica de reproducao é um ntmero importante em epidemiologia matemética, ele
vai definir o futuro de uma epidemia na populagao. O sucesso do niimero bésico de reproducao,
como também é chamado, decorre de sua interpretacao clara biolégica, bem como de suas
propriedades importantes no estudo de uma doenga (PELLIS; BALL; TRAPMAN, 2012). Se
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(u+ DI iR

Figura 2: Representagao esquematica do modelo Suscetivel-Infectado-Educado-Recuperado

esse nimero for menor do que 1, entdo a doenca erradica por conta propria, senao, ela persiste
na populacao (OZCAGLAR et al., 2012)(ALLEN; BURGIN, 2000).

Seguindo o método descrito em (MEDAR, 1990) podemos encontrar a taxa basica de
reprodugao, Ry, como segue.
< , S E -
Da equacgao 4 temos que I’ = cﬁﬁ +(1- 'y)c/BN —(u+0o+6)| I. Mas, da defini¢ao

de Ry, temos que, inicialmente a populagao total é aproximadamente igual ao nimero de
suscetiveis, ou seja, S & N e E = 0, temos, portanto, que I' = [¢f — (u+ o+ )] = I' ~

(u+o+ 5)(M+%ﬁ+g — 1) e a taxa béasica de reproducao é
B
Ry = ———— 6
0 p+o+9o (6)

Teorema 2.1 A doenga erradica quando a taza bdsica de reprodugao (Ry) for menor do que
1.

Demonstragao 2.1 Considere a equagao 4

I'(t) = [05%@;”@ —(u+o+ )| I(t) = I'(t) < [cB — (u+ o+ 8I(t). Multiplicando
e dwidindo o sequndo membro por u + o + 8, temos que I'(t) < (n+ o + 0)(Ro — 1)I(¢).
Resolvendo por separacio de varidveis encontramos I(t) < I(0)e0o=t Vemos que se Ry < 1
ent@o tllglo I(t)=0.
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3 Resultados

3.1 Pontos de Equilibrio e Estabilidade do Sistema

Podemos encontrar os pontos de equilibrio do sistema (4)-(5) fazendo dS/dt = dI/dt =

dE/dt = dR/dt = 0. A func¢do da mudanga de comportamento & = W pode ser
)\n
escrita de forma equivalente em termos da forga de infeccdo A = ¢8P, ou seja, £ = Y e
0

Ao € a forca de infeccao equivalente a Py, ou seja, A\g = ¢BP;.

Fazendo isso encontramos o ponto de equilibrio P* = (S*, I'*, E*, R*) de tal forma que

g o TP O8N + (oA + cB)(p + i+ p) -
(X + cBp) (o + =+ TV + I + a3 + (V)T)

g = AT [0pA" + (0A" + ) (i + p + p)] + dT(A N a(A)" + (p + A)[AG + (A)"]}
(oX* +cBu)(e+p+p)[p+ (1T =) Ha(A)™ + [+ M][AG + (M)}

. T
= oN* + B )
OTA*
R* = 10
(o4 p+p)(oA* + cBu) (10)
BT
Nf= —— 11
o+ B (11)

e A" é a raiz real nao negativa do polinémio

P(X) = A[Ag + A1A + AsA? + As\® + (Ag + Ash + Ag? + A7AP)A] (12)

onde

Ag = 2823\ (1 — Ry)

Ay = B Ng[(¢+ i+ p)eB(Ro — 1) + S Rogly + cBTi A {(¢ + pu + p)[o + B + ¢B(1 — Ro) —
20Ro| — 6Ro(p+ ¢) }

Ay = cfruXg(p+ ¢ + p)lo + o(1 =) + (1 = 7)ef] = RoloTpgdp + o Turg (o + p+ p) +
207AG (1 =) (¢ + p+ p)eBu + o (1 — 7)@dTuAy + cBu(l — ¥)@dTAG + cBuTAG (1 — 7)dp]

Az = (1=9)cproNg(p+p+p) = Ro[(1—=7)3pTo N + 0> TAG (9 + i+ p) (1 =) + 0 (1 —=7) TG
Ay = BT (0 + p+p)la+ p— pRo — a1 — v) Ry

As = cfriP(p + p+ p)o + B2 (p + p+ p)p® + 627 (p + p+ p)ap(l —7) + EB%1 (o + p +
P)u* (1 =) + cBr(e + p+ p)opa — Ro[20TpPcB(p + i+ p) + 20 (1 — y) Tl + p + p)cBu +
BuPTép+ BT (0 4 p 4 p) (1 =) + eBu(l —y)ardp+ chu(l —7)pdra+ cBu (1 — v)pdT)
As = cBr(p+ ¢+ p)lpo + (1 —v)ao + (1 —v)cBu + (1 — y)uo) — Ro[rpdpo + Tu(e + p +
p)o® +207(1 =) (p + p+ p)efp+ (1 =) Tadpo + (1 = y)ar(p+ p+ p)o® + (1 - y)pdrac +
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(1 —)pdmpo + (1 — y)eBrudp + (1 — v)cBupdr]
A7 = (1 —y)TouRo(p + p+p+0)

Quando A* = 0, o ponto de equilibrio P} = (z, 0,0,0) é o ponto de equilibrio livre da doenga.
I

3.2 Simulagao Numérica

Os parametros utilizados na simulacao numeérica estao definidos na tabela (2)

Parametro | Valor utilizado Parametro | Valor utilizado
T 60700 n 2
o (0,1) c 10,4
15} (0,1) o 0,113
¥ (0,1) ® 0,31
7 1/70 1) 0,22
P, 0,11 p 0,09

Tabela 2: Parametros utilizados neste trabalho

A figura (3) mostra a variagdo no ntmero de individuos para o = 0,22; § = 0,13 e

v=0,91.
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Figura 3: Variacao do ntmero de individuos suscetiveis, infectados, educados e recuperados
para a = 0,22; 5 =0,13; v=10,91

A relagao entre o ntimero de individuos suscetiveis e infectados esta descrito na figura (4a)
e a figura (4b) mostra a rela¢ao entre o ntumero de individuos suscetiveis e educados.

Os gréficos da figura (5) descrevem a forga de infecgao paray = 0,85; v =0,91; v = 0,97.
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Figura 5: Forga de infecgao para v =0,85; v =0,91; v = 0,97
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Figura 6: Variacao no numero de individuos suscetiveis, infectados, educados e recuperados

para a = 0,12 e a = 0,21 ambos para v = 0,91

3.3 Eliminando a divulgagao da informagao

Fizemos simulagoes computacionais para mostrar que a transmissao da informacao na popu-
lagao possui um efeito positivo no controle de epidemias, para eliminar essa informagao, no
nosso modelo, fazemos o = 0, a figura (7) mostra a variacdo no nimero de individuos susce-
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tiveis, infectados, educados e recuperados para a situa¢do em que o = 0 (sem divulgagao de
informacao) e & = 0,12 (com divulgagao de informacao), usando f = 0,13 e v = 0,91. A
linha tracejada representa ov = 0 nas figuras (7) e (8).
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Figura 7

Ainda que « seja pequeno, as medidas educacionais mantém uma influéncia positiva no
controle de epidemias.
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Figura 8

4 Conclusao

Propomos e analisamos um modelo matematico do tipo compartimental. Analisamos a in-
fluéncia das campanhas educativas na dindmica do modelo. Encontramos os seus pontos de
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equilibrio e mostramos que a estabilidade do sistema pode ser endémica se Ry > 1 ou a doenga
pode erradicar, caso em que Ry < 1. As campanhas de satde publica podem nao surtir muito
efeito se a eficacia média de autoprotecao também nao surtir efeito. Pequenas variacoes em -y
podem variar a forga de infecgao.

A forca de infeccdo depende do nimero médio de contato por pessoa por unidade de
tempo. Ela pode, portanto, variar de regidao para regido. A zona rural, por exemplo, pode ter
um valor do ntimero médio de contatos diferente do niimero das cidade ou até mesmo cidades
pequenas possuem um valor menor do que os grandes centros urbanos.

Em se tratando de doencas que nao possuem tratamento eficaz, resta - nos a prevencgao
(KASSA; OUHINOU, 2010). Mostramos que o valor de « possui uma influéncia positiva no
controle de epidemias. As simula¢des computacionais mostraram ainda que, para « acima de
0,21 e v em torno de 0,85 a forga de infecgao se mantera abaixo de 0,1 seguindo os valores dos
parametros utilizados neste trabalho.
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