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RESUMO

Neste trabalho provamos que se um grafo regular pode ser colorido cori éoliged + 1 cores,

entdo existe uma coloracdo total equilibrada com no médmoe 2 cores. Em seguida,
introduzimos os conceitos de produto funcional de grafos e de lgsafporte, que servem de
alicerce para a construgdo uma nova subfamilia de grafos regulares, que podem ser coloridos
total e equilibradamente com + 2 cores. Para finalizar, mostramos que essa familia é
suficientemente grande, isto €, pode ser estendida preservando a coloracéo total equilibrada.

PALAVRAS CHAVE. Coloracao total equilibrada, Produto funcional, Grafo k-suporte.

ABSTRACT

In this paper we prove that if a regular graph admits a special vertex coloring (withdjamigie

A + 1 colors, then there exists an equitable total coloring with a maximutndt colors. We

also introduce the concepts of functional product of graphkangport graphs which are used

as bases for the construction of a new subfamily of regular graphs, which admits an equitable
total coloring with4 + 2 colors. Finally, we show that this family is sufficiently large, ie, it can

be extended preserving the equitable total coloring.

KEYWORDS. Equitable total coloring, Functional product of graphs, ksupport graph.
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1. Introducéo

Lozano et al. (2008) descreveram uma aplicacdo sobre coloracdo total equilibrada
associada a redes de interconexdo. Este conceito foi empregado para obter uma representacéo
natural para o processamento paralelo nesse tipo de redes, onde uma coloracdo total equilibrada,
que satisfizesse a conjectura de ViZjrfgi utilizada para modelar as principais topolsgitas
redes. Essa aplicacdo nos motivou a estudar a construcéo de grafos regulares que pudessem ser
coloridos total e equilibradamente cafrt+ 2 cores, a fim de gerar possibilidades para novas
topologias de redes de interconexao.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: inicialmente revisaremos alguns
conceitos basicos de grafos e coloragdo, e logo ap6s mostraremos que, se um grafo regular pode
ser colorido com folgad comA4 + 1 cores, entdo sua coloracéo total € equilibradasen®
cores no maximo. Em seguida, introduziremos o conceito de produto funcional de grafos, que
toma como base o produto cartesiano de grafos, e a partir dai, apresentaremos uma subfamilia de
grafos regulares, que podem ser coloridos total e equilibradamented cord cores. Para
finalizar, provaremos que essa familia é suficientemente grande, isto €, pode ser estendida
preservando a coloracao total equilibrada.

2. Conceitos Basicos

Nesta secdo, apresentamos definicbes basicas e terminologias da teoria de grafos
utilizadas no decorrer do trabalho, e que também podem ser encontradas em Bondy e Murty
(1976); Diestel (1997) e Yap (1986).

Um grafo G(V(G), E(G)) € uma estrutura composta por dois conjuM@ e E(G), tais
queV(G) é finito e ndo vazio E(G) € formado por subconjuntos de dois elementog(@¢. Os
elementos d&/(G) e E(G) séo respectivamente wértices e asarestasdo grafo. Denotamos um
grafo G(V(G), E(G)) por G(V, E) ou mais simplesmente p@&, quando ndo houver necessidade
de destacar o conjunto de vértices ou arestas. Representamos, respectivamehtej rper jor
|E| oum, os nimeros de Vvértices e arestas de um grafo. Daglgsvértices quaisquer da(V,
E), se existir a ares@= {u, v}, ela sera denotada per= uv, os vérticesl ev sdoadjacentese a
arestauv € incidente aos vérticess ev. Duas arestas saamljacentesse existe um vértice em
comum. Para cada vértise 0 nUmero de arestas incidentes \eén dito grau do vértice e €
representado pai(v). Denotamos o menor e o maior grau dos VvérticeG ger JG) (ou J) e
A(G) (ou d), respectivamente.

Um grafoG(V, E), no qual todos os seus vértices tém o mesmo lgeachamado de
grafo k-regular. Se um graf&G(V, E) é (—1)-regular, entdo ele é denominaptafo completo
de ordemn e denotado pdK,. Um subgrafdH(V’, E') deG(V, E) é ditosubgrafo induzido de
G, seuv O E implicar emuv O E’. Umemparelhamentode um grafdG(V, E) € um subconjunto
M de E tal que nenhum par de seus elementos sejam adjacentes entre si. Um déEce\diz
M-saturado se alguma aresta 8 é incidente a, caso contrariv é dito M-insaturado. Um
emparelhamento que satura todos os vértices dadito umemparelhamento perfeito. Dadw
00V, denotamos poN(v) o conjunto dos vértices adjacenteg, &(v) € avizinhanca dev e é
formado pelos vizinhos deste vértice, e Npr] o conjuntoN(v) O {v}. Se SO V, N(S) denota o
conjuntoU,,sN(v). Um subconjunt&s 0 V em um grafds(V, E) éindependente, s&Sn N(S) =

0.

2Em 1965 o matematico Vadim Vizing conjecturou cuabtgrafo simples possui uma coloracéo total com no maximo
A+ 2 cores.
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3. Coloracdo de Vértices, Coloracdo com Folga, Coloracdo Total e Coloracdo Total
Equilibrada

Nesta secdo, apresentamos as definicdes de coloracdo de vértices, com folga, coloracéo
total e total equilibrada, que servirdo de suporte para o restante do trabalho. Estes conceitos,
assim como propriedades e resultados referentes a essas coloragdes, podem se encontrados com
maior profundidade e detalhamento em Hajnal e Smezméride (1970), Yap (1996), Lozano (2005)

e Lozancet al(2009).

Nas definicdes abaix@onsideramosim grafoG(V, E) e C um conjunto de core§; #
0, tal queC = {c, ..., &}; k um namero inteiro positivo. Por questdes de simplicidade, os
elementog;, ...,cc deC padem ser também representados por 1k. .,

Uma coloracdo de vérticesde G € uma aplicagcdc do conjunto de vértice¥ num
conjunto de core€. Se sdo usadéscores para colorir os vértices, trata-se de kioaloragéo
de vértices. Ela é prépria se nenhum par de vértices adjacentes tem a mesma cor associada a ele.
Uma coloracdo de vértices @& é denominada umeoloracdo com folga de ordenk de G
guando, para tode V, se d¢) <k entdod(N(v))| = dVv), caso contrariac(N(v))| = k.

Umacoloracdo de arestasle G € uma aplicagdo do conjunto de are&asim conjunto
de core<C. Se sdo usad&scores para colorir as arestas, trata-se deksoodoracdode arestas.
Ela é propria se nenhum par de arestas incidentes tem a mesma cor associada a ele.

Umacoloracao totaldeG é uma aplicacdo do conjurid] E em um conjunto de cores
C. Uma coloracéo total, cokncores, € chamada #ecoloracao total Ela épropria se nenhum
par de elementos, incidentes ou adjacentes, do grafo tem a mesma cor associada a ele. A
expressdo “coloracao total” serd usada em referéncia a “coloracao total propria”’. Uma coloragéo
total deG, com as cores de = {c;, ...,C} € equilibrada se, para todo par de cogs ¢;, tem-se
la(c) —a(c)| <1, ®ndoi, j = 1, ..k, i# j e agi) e &G) representam respectivamente os nimeros
deaparigbes das cores ec; na coloragéo.

Sejam C e C' dois conjuntos de cores, tais q@el] C', ¢c. V - C uma coloracdo de
vértices deG ec’: (VO E) - C uma coloracao total dé. Diz-se quec’ € umaextensdoda
coloracaoc, se para todwe [1 Vtem-se que'(v) = (V).

Neste texto, a expressdo “coloracdo” sempre sera usada em referéncia a “coloracdo de
prépria”.

4. Relacéo entre Coloragdo com Folga e Coloracdo Total Equilibrada em Grafos Regulares

A seguir, apresentamos trés teoremas que tém como objetivo mostrar que se um grafo
regular pode ser colorido com folggcomA4 + 1 cores, entdo existe uma extensado da coloracao
com no maximal + 2 cores, e a extenséo € equilibrada.

Teorema 1.Sejam G(V, E) um grafo regular e ¢: vV C ={1, 2,...,4 + 1} uma coloracdo com
folga de ordemd. Entéo:

a) 4+ 1 divide |V];

b) Cada cori/7C, é usada exatamen%}i_l1 vezes.

Prova. Para cada card C, denotamos pa¥; o conjunto dos vértices que tem associada & cor
pda coloracaa. Para dar continuidade a demonstracéo, os seguintes fatos sdo necessarios:
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Fato 1.Para toda O C, V; € um conjunto independente deComoG é regular entad(v) = 4,
portanto todas as cores @e- {c(v)} séo usadas em(M), isto &,V; n N(V;) = 0.

Fato 2. Para toda O C, e dois vértices, v 0 V,, tem-se queN(u) n N(v) = 0. Isto é evidente,
pois numa coloracdo com folga de orddmmao pode existir nenhum vértice com dois vizinhos
coloridos com a mesma cor.

Agora, dados, j O C, comi # j, e uma aplicagab V; - Vj, construida da seguinte forni@u) =

v, se e somente sel] V; n N(u). Pelos Fatos 1 e 2, a aplicagdo acima, alem de bem definida, €
uma bijecéo, o que acarretg| | Vj|. As afirmacbes) e b) do Teorema 4.5 séo consequéncias
diretas deste resultado.m

Teorema 2.(Friedmanret al., 2011)Sejam G(V, E) um grafoec: ¥ C={1, 2, 3, ..., k}, K
N, k=4+1, uma coloracdo com folga de ordethdos vértices de G. Entdo, existe uma
coloracao total de G com no maximo k + 1 cores.

Prova. Sejam K (V', E) o grafo completo de ordekye ¢: V'O E' - C ={1, 2, ...,k + 1} uma
coloracéo total dél. Identificamos cada vértice ¢ com a cor associada a ele pela coloragédo
c' e utilizamos as cores 1, 2, 3, k,.para colorir os vértices d¢.. Definimos a aplicacab V -

V' f(u) =i ondei é o vértice déy, tal quec(u) = ¢(i)=i e uma coloracdo total VO E- C, tal

que para todo vértioe V, ¢(u) =c(u) =c'(i)=i e para cada aresta[] E, c(uv) = c'(f(u)f(v)).
Observe gque a coloracdo assim definida é prépria, pois se duas @reagssao incidentes em

u, entdoc(v) # c(v'). Consequentementév) # f(v') e comoc’(f(u)f(v)) # c'(f(uf(v')), entdoc(uv)

# ¢(uv). Por outro lado, se uma aresta [1 E é incidente no vértice O V, entdoc'(f(v)) #
c'(f(u)f(v)), e daic(u) #¢ (uv).m

A coloracao total obtida pela técnica utilizada na prova do Teorema 2 éxtenaao
natural de uma coloragcéo com folga de orderd.

Teorema 3.Sgam G(V, E) um grafo regular, e c: ¥ C = {1, 2,...,4 + 1} uma coloragdo com
folga de ordemd. Entéo, a extensao natural de c a G, é uma coloracéo total equilibrada.

Prova. Denotamos poc’ a extensdo de emG e porC’ o conjunto {1, 2, ...4 + 2}. Para cada
cori 0 C’, E € o conjunto das arestas que tem associada iapeda coloracda’. A prova sera
dividida em dois casos:

Caso 1. A cod + 2 néo foi usada na coloracdo total, lafyé par. Novamente, alguns fatos sédo
necessarios:

Fato 3.Dadosi 0 C ev OV, comc(v) # 1, existee O E;, tal quev € um extremo de. Comod(V)
= 4, todas as coreS — {c(v)} sdo usadas nas arestas incidentesremasc(v) # i, logo existe
uma aresta incidente entom a cot.

Fato 4.Dadoi [0 C, sejamV; o conjunto dos vértices que tem associada apela coloragaa,

V' =V -V;,G(V', E’) o subgrafo d& induzido poV’, ec” a restricdo da colorac&breferente
aG’. Como consequéncia do fato 3, temos que o confyrdas arestas coloridas com a cor i
pda coloraca@” & um emparelhamento perfeito@e

Pelos Fatos 3 e 4, cada ¢af C € usada exatamenjlye;—i| vezes nas arestas, 0 que prova que a

coloracgéo é equilibrada.

Caso 2.A cor 4 + 2 foi usada, logdl € impar.
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Fato 5.Para todo vértica (1 V, existe uma arestincidente env com a cod + 2. Para provar
este fato, basta lembrar que para cada véuticeV, d (u)=d, ( f(u))=4; ondeHz, é o
grafo completo de orded + 1. De acordo com o Teorema 2, definimos a aplichgdo- V',

f(u) =i ondei é o vértice deH ., tal quec(u) = c'(i)=i. Logo, o conjunto de cores usado para
colorir as arestas incidentes emo grafoG, é exatamente 0 mesmo conjunto usado para colorir
as arestas incidentes dtn) no grafoH,.;, onde a&or 4 + 2 aparece em alguma aresta incidente

emf(u). Comisso,acad + 2 é usadi\é| vezes, uma vez qué||é par, poiss é regular de grau

impar.

v[-2

Por outro lado, cada cof] {1, ..., 4 + 1} é usada nas arestasHig; exatamenteT vezes,

isto é, ela somente ndo aparece no vértice com aa@mium outro vértice qualquer. Denotando
por g(i) a cor desse vértice, entdo uma cat {1, 2, ..., 4 + 1}, aparece nas arestas @e

Y —(\/i +V, ) V| =(2|Vv
exatamente k:| | |2 ‘g()‘ vezes, masl\/i|=‘vg(i)‘- logo k=w, e como
M:M segue queV|-2V|=|V|-2 V] =(A—1)|V| , de ondekzw, temos agora
A+1 A+1  A+1 2(4+1))

que na coloracao total a comparece:
id +(A_1)|V|= 1 |V|+(A_l)|v| -1 (A+1)|V|=M vezes, logo a coloracdo é
A+1 2(4+1) A+ 2 A+ 2

1 2
equilibradem

7

Pretendemos mostrar que € possivel gerar uma familia de grafos regulares,
suficientemente grande, que podem ser coloridos de forma total e equilibradh+c@neores.
Para tal, definimos o produto funcional de grafos e dessiaporte.

5. Produto Cartesiano de Digrafos

Na década de 60,Rroduto Cartesiano de Dois Grafoss e H, denotado poG [ H, foi
definido por Sabidussi (1960) e Vizing (1963). E o grafo cujo conjunto de vértices € o produto
cartesiano/(G) x V(H) e dois vérticesy v) e ', V') sdo adjacentes se, e somente se,

() u=ueaarestav 0EH) ou
(i) v=V e aarestau OE(G).

O produto cartesiano de dois digrafosG e H pode ser encontrado em Siqueira (2011);
é o digrafo cujo conjunto de vértices é o produto cartesigi®) x V( H). Dois vértices, v) e
(u', v) sdo adjacentes se, e somente se, uma das afiasatdaixo for verdadeira:

() u=ueoarcoww OE(H)
(i) u=u e o arcor'vlE(H)
(i) v=V e o arco uuJ E(G)

(iv) V=V e o arco Ul E(G).
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A Figura 1 mostra um produto cartesiano entre dgisfbs:

O,
‘KUCD UoV2 UgV3

@ |:| o U1Vo U1Vi)e vy »( U1V3)
@ UaVo UaV1)e \UZ_Vj »{ UbV3

@ N

Figura 1. Produto cartesiano entre dois digrafos.

6. Produto Funcional de Grafos

A seguir, apresentamos dois novos conceifpeduto funcional de grafos e de
digrafos. Para melhor entendimento desta secdo, algumasigdel iniciais se fazem
necessarias. Dado um gra&gV, E), denotamos pdp(G) o digrafo obtido pela substituicao de
cada arestay, v} pelos arcos |, v) e (v, u). Representamos p@ o conjunto de todos 0s
digrafos que satisfazem a seguinte condic@ov)(é um arco do digrafo se, e somente gal)(
também € um arco do digrafo, ou seja, um dig@ifpertence & se e somente $& = D(G),

para algum graf@. Dado um digrafG (v, E)02, G(@) sera o grafo obtido pela substituicdo

de cada par de arcos, () U E e (v, u) U E pela aresta {uv}. Dado um conjunto finitoC,
denotamos poF(C) o conjunto de todas as bije¢cdes @nPor exemplo, sej@ = {1, 2, 3}; F(C)
pode ser descrito através do conjuR@) = {01, Go, Us, Qa4 Us, Qe}, ONde g, i = 1, ..., 6,
representa cada bijecdo €nA Figura 2 ilustra essas bijecdes:

01 [¢7] [¢3}

c—  —>C c—  —>cC c—  —S>cC
] ] —
] — ]

Oa ¢ Js
c—  —>cC c—  —>cC c—  S>cC

Figura 2. Bijegbes encC.

Os digrafoss; (V,, E) e G (V,, E,) séo ditofuncionalmente ligadospelas aplicacbes
f,iE - F(\,) e f,:E, - F(V,), sef, ef, sdo tais que:
() Se (,v) OE; e, u)0E; entdo fl((u, v)) =( fl((v, u)))_l

(i) Se & y) OEzet.x) OEentaof,((x v))=(t((% %))
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(i) Se (,v) DEre (y) OEentdof,((x y))(u)# vou f,((u v))(¥# v

As aplicacoe$, ef, sdo denominadasplicacdes de ligagéo

Sejam 61(\/1, E1) e G (VZ, E2) digrafos funcionalmente ligados pelas aplicagbes
f,:E, - F(V,) e f,:E, -~ F(V). O produto funcional dos digrafosG: e Gz, segundo as
aplicacted; ef,, representado pqrf,, 61) X ( f,, éz), €o digrafcéﬁ(vm, ED) definido por:

0 V'=Vx\

(ii) ((u x),(v, y))D E'se, e somente se, uma das seguintes condicbes for
verdadeira:
(@) (u,v) OE e y=fi((u, V)X
(b) (x,y) OEz e v="1H((x y))(u).

Como exemplo, a Figura 3 mostra os digra@gV,, E) e G:(V,, E,) ligados pelas
bijecdes { e £, definidas pofi(X) = ¢, para todo arco X E;, e £(X) = g, para todx O E,.

Gz (V. E) o
G\, E) o ® v >y,
w—"_ Ty <>91
[¢7] "
() ——— o ,‘4
g | ®© =y
o :

Figura 3. Digrafosél eG ligados pelas bijecodsef,.

A Figura 4 mostra o produto funcional dos digra@®sV;, E) e Gz(V,, E,), segundo
as funcBesf, | E, - F(V,) e f,:E, » F(\):

Figura 4. Produto funcional entre os digra’@se G, segundd; ef,.

4052



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacion Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

7. Grafo k-Suporte

A seguir, apresentamos a definicdo de ghakuporte. Este grafo, que é regular, é
utilizado como gerador de uma familia de grafos regulares que podem ser coloridos total e
equilibradamente com no méaxinab+ 2 cores. Antes, porém definimos uma rotagdo em um
conjunto finito.

Dado um conjunto finitdAA={xy, %, ..., %1}, n € N, umarotacdo emA é uma bijecao
f.A —A, tal que f(x;) = Xk+i (moan) i €{0,1,2,..,n—1},ondek € um valor prefixado do
conjunto{0, 1, 2, ..., n4l Denotamos por a rotacao cuja imagem do elemexié X.

Sga C, um ciclo de comprimentk. Um grafoG(V, E) é umk-suporte se satisfaz as
seguintes condicoes:

(i) G é um grafo regular de grau- 3;

(i) Existem aplicagbef: E(D(G)) —» F(V(C))) ef,: E(D(Cy) — F(V), tais queG e
Ci estao funcionalmente ligados foe t;

(i) O grafoG* = (f1, G) [1 (f,, Cy) pode ser colorido com folgdG*) com 4A(G*) + 1
cores.

8. Relacao entre Grafok-Suporte e Coloracdo Total Equilibrada em Grafos Regulares

Nesta secdo, apresentamos trés teoremas que ténobf@tieo mostrar que, a partir dos
grafosk-suporte, é possivel gerar subfamilias de grafadaegs que podem ser coloridas total e
equilibradamente com, no maxirdot 2 cores.

Teorema 4.Se G(V, E) é um grafo k-regular de clas¥eehtdo G é (k + 3)-suporte.

Prova. SejamV = {vi, V5, ...,Vi}, V(Cisz) = {Uo, Uy, ...,U2}, C=1{2, 3,4, ...k+ 1}, ec. E - C,
uma coloracao de arestas@eA prova serd dividida em dois casos:

Caso 1k=4(G) é par:
Observe que{%+1j+(g+ 2) = k + 3. Denote por’ 0 simétrico aditivo de mod k + 3) dado

por i'= (k + 3) —i, para todoi D{Z, 3,... (g+ 1)} Para cadai{ i’}, o subgrafo G(V;, E)

induzido pelo conjunto das arestag{E: c(e) =i ouc(e) =i’} € um grafo regular de grau 2 em
queV =V, Logo, as componentes conexas de cada subGrafao ciclosG,, ---thi , t ON,

t; S[EJ onde cada cicld5; esta associado a dois ciclos orientacﬁfjs e Gijz em D(G).

Definem-se as aplicacosE(D(G)) —» V(Cas) ef,: E(D(Cas3)) —» V como segue:
k

r se xO E(E}}) iD{Z, 3,... 'E+]} J0{L 2. 1}
r. se X E(G“’) iD{Z, 3,... ,g+ J} J0{12,.. 1}

f, (x) =1d, para todo arco K D(C4s), ondeld representa a funcéo identidade.

f(x)=

® Dizemos que um grafo é diasse 1se admite uma coloragéo prépria de arestastoares.
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SejaG* = (fy, G) U (fo, Cara), V* = V(G¥), E* = E(G*). E facil ver que o graf@* ¢ um grafo
regular de gradl(G) + A(Cxs) = k+ 2. Defina a coloragdoV* - {0, 1, ..., K+ 2)} tal que {(v;,
u)=j,i=1,2,..nj=0,1, 2, ..., (k 2). Observe quké uma colora¢éo com folgiV*) com
as A(V*) + 1 cores do graf&*. Para verificar esse fato, veja que por simebrésta analisar um
vértice qualquer d&*, por exemplo, \1, Up). No grafoG, seja a vizinhanca de dada pelo
conjunto {%, ..., X«1}. Sem perda de generalidade, suponhaffive x)) =j,j U {2, ...,k + 1},

entdo os extremos dos arcos((ﬂie G) O ( f,, CM), gue tém como origenvy( Ug), S&0 Y1, Uy),

(V1, Uks), (X2, Uo), (X3, Us), (X4, Us), ..., Kir1, Ue1) COlOridos com as “cores” k,+ 2, 2, 3, ..k + 1,
respectivamente. Logo, a coloragéo possui fdlga

Caso 2k =A4(G) € impar:

Observe que(kT_l+1j+(%3+1j= (kTﬂﬂj + (kTJrl+1j= k + 3. Denote por’ o

simétrico aditivo dé mod  + 3) dado poi'= (k + 3) —i, para todo [J {2, 3,... (kTﬂ+ 1)} O
subgrafo Gi(V;, E) induzido pelo conjunto da arestas {1 E: c(e) = i ou c(e) = i},
iD{Z, 3,... (kT_l+ 1}} € um grafo regular de grau 2, e o subgr@fp com a=k7+1+1,

: . : + . :
induzido pelo conjuntos de arest%eD E: c( e) :k71+1} € um emparelhamento perfeito, e 0

raciocinio seguido no caso 1 é valido, o que prova o teasema.

A Figura 5 ilustra algumas etapas do Teorema 4 para 0 caso ekn=gd¢s) = 4. A
Figura 5(A) mostra um grafo G 4-regular de classe 1, dieldv,, Vo, ...,Vg} € C={2, 3, 4, 5},
enquanto na Figura 5(B) tem-se um ciclo de comprimer@, €omV(C;) = {ug, Uy, ...,Ug}.

A Figura 5(C) mostra o inicio do processo a#oracdo com folga 6 com 7 cores do
grafo G- = (f;, G) U (f,, G):
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VsUg

Vau3

VaUy VsU3

Vous Vouy V3Uz V3Ug
VgUo V7Uo
VeU1 o 0 e VeUs VU o 0 e VaUg
VU2 e e VgUs V7Uz e e V7Us
1) Vall —®)
Vels  VelUy o v7ls  V7Ug

Vgls  Vgls

(©)

Figura 5. Etapas do processo deloragdo com folga 6 com 7 cores do gi@fo= (fy, G) [ (f,, C7).

Teorema 5.Se G(V, E) € um grafo completo, entdo G € um ([R)}suporte.

Prova. SejaG(V, E) = K,. Sen é par entads é de classe 1 e o teorema esta provado. Vamos
supor quen é impar. Sejarw’ = {vo, v1, ...,V e . E - C=1{0, 1, 2, ...n-1} uma coloragéo de

arestas dé definida porc(v, v )= @0 +j)(modn);i,j0{0, 1, ..,n—1}i#j. E claro

(n+2)
B

que ¢ é propria, pois fixandoi, O {0, 1, .., n — 1}, temos que
(n+2)
2

seguinte propriedade: se a &drl C, s# 0, esta ausente no vértim% e c({vio, \(1}) =0 entdo a

Iy + o) =

(iy + j,)(modn) se, e somente sg, = j, (modn ). A coloragdcc acima definida possui a

cors', tal ques' é o inverso aditivo de (mod n), esta ausente no verticg . Usaremos essa

propriedade na demonstracao. Em observe inicialmente que para tadad {1, 2, ...,n— 1}, a
cori esta ausente nas arestas incidentes no vertibenotemos pog a arestay;, v}, sendoi’
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o inverso aditivo da (mod n). Agora, para cada par de corasi{}, iD{l, 2,... n_—l} 0

subgrafo gerado pelo conjunto de ares@8&I{E: c(e) =i ouc(e) =i’} O {e}} é um grafo regular
de grau 2, logo temoQ;—1 ciclos que correspondem a n — 1 ciclos orientados. Para sdtja.,

n, definimosi’ tal que i = n+ 2 —i. Para cada par de ciclos orientados atribuimos aos seus arcos,
num sentido, a rotag@pe no outro, a rotacae, a fim de construirmos o produto funcionalkie

por C,., segundo as aplicagogsE(D(K,)) — V(Cn.,) ef.: E(D(Crs2)) — V, conforme elas foram
definidas na demonstracdo do Teoremma 4.

A Figura 6 abaixo mostra a coloragéo total equilibrada de um grafo 5-suporte gerado a
partir de unKs:

Figura 6. Coloracgéo total equilibrada de um grafo 5-suporte gerado a partir g um

O Teorema 6, enunciado e provado abaixo, mostraégeempre possivel gerar novos
grafos regulares que sejam coloridos total e equilibradamente com, no mAxirAa,ores.

Teorema 6.Se G(V, E) € um k-suporte entdag @) I (f,, G) € um (k + 2)-suporte, onde f
E(D(G)) — F(V(Q)) e &: E(D(C)) - F(V) séo as aplicacdes de ligacdo entre G.e C

Prova. Note que s&(V, E) é umk-suporte entady, G) [ (f,, Cy) pode ser colorido com folga

comA + 1 cores. Pelos Teoremas 1, 2 e 3, existe uma coloracéo total equilibrad&ye (f,,

Cy) com no maximad + 2 cores e, consequentemente, existe uma coloragcdo de arestas propria.
Para concluir a prova, basta usarmos esta coloracdo de arestas para gerar ag;retagdes
juntamente com o raciocinio utilizado no Teorema 4.

9. Conclusbes

Os resultados apresentados neste texto mostram qoeodoito funcional permite
construir grafos que podem ser coloridos total e equilibradamente com, no mAxirgogores

e que podem servir como suporte para redes de interconexdo, bastando para isso escolher grafos
k-regulares de classe 1.
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