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RESUMO
Este trabalho apresenta novos resultados sobre jogos de inundação, INUNDAÇÃO e INUNDAÇÃO

LIVRE, no qual o jogador deseja tornar o tabuleiro monocromático com o número mı́nimo de
movimentos possı́veis. As versões clássicas de INUNDAÇÃO e INUNDAÇÃO LIVRE são jogadas
sobre gradesn × m. Neste trabalho nós analizamos o comportamento desses jogos, quando jo-
gador em outras classes de tabuleiros, tais como árvores binárias,d-tabuleiros, potência de ciclos
e grades circulares. Nós descrevemos algoritmos de tempo polinomial para INUNDAÇÃO emC2

n

(a segunda potência de um ciclo comn vértices),d-tabulerios (tabuleiros com uma coluna mono-
cromática) e caminhos. Também mostramos que INUNDAÇÃO é NP-difı́cil para árvores binárias,
e INUNDAÇÃO LIVRE é NP-difı́cil paraC2

n
e grades circulares2 × n. Além disso, descrevemos

um algoritmo 2-aproximativo para INUNDAÇÃO emC2
n, o qual supera o tempo de execução do

algoritmo exato por um fator deO(kn), ondek é o número de cores usado pelo jogo.

Palavras-chave:Jogos Combinatórios, Algoritmos em Grafos, Complexidade Computacional,
Inundação, Flood-Filling

ABSTRACT
This work presents new results on flood-filling games, Flood-it and Free-Flood-it, in which the
player aims to make the board monochromatic with the minimum possible number of flooding
moves. The standard versions of Flood-it and Free-Flood-it are played onn×m grids. In this pa-
per we analyze the behavior of these games when played on other classes of boards, such as binary
trees,d-boards, powers of cycles and circular grids. We describe polynomial time algorithms to
play Flood-it onC2

n
(the second power of a cycle onn vertices),d-boards (grids with a monochro-

matic column) and paths. We also show that Flood-it is NP-hard on binary trees, and Free-Flood-it
is NP-hard onC2

n
and2× n circular grids. In addition, we describe a 2-approximation algorithm

to Flood-it onC2

n
, which improves the running time of the exact polynomial-time algorithm by a

factor ofO(kn), wherek is the number of colors used by the game.

Keywords:Combinatorial Games, Graph Algorithms, Computational Complexity, Flood-it, Flood-
Filling games
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1 Introduç ão

INUNDAÇÃO é um jogo combinatório de apenas um jogador, originalmente jogado em
tabuleiros coloridos consistindo de gradesn × m, onde cada casa (posição) do tabuleiro
possui uma cor inicial dentre um conjunto fixo de cores. No jogo clássico, duas casas são
consideradas vizinhas se elas pertencem a mesma linha (resp. coluna) e em consecutivas
colunas (resp. linhas). Uma sequênciaC de casas é considerada umcaminhoquando todo
par consecutivo de casas emC é formada de casas vizinhas. Umcaminho monocroḿatico
é um caminho onde todas as casas possuem a mesma cor. Duas casasa e b sãoconectadas
quando existe um caminho monocromático entre elas. Um movimento do jogador consiste
de atribuir uma nova corc à casa mais à esquerda do topop (o “pivô”) e também a toda
casa conectada ap. O objetivo do jogo é fazer o tabuleiro monocromático (“inundar o
tabuleiro”) com o número mı́nimo de movimentos. A Figura 1 ilustra uma sequência de
movimentos para inundar uma grade3× 3.

Figura 1. Sequ ência ótima de movimentos para inundar uma grade 3× 3.

Uma variação do jogo INUNDAÇÃO é a versão INUNDAÇÃO LIVRE, onde o jogador
pode escolher livremente qual casa será o pivô em cada movimento. Além disso, estes
jogos podem facilmente ser generalizados para ser jogados sobre um grafo qualquer com
uma coloração inicialω.

Jogos de inundação podem ser utilizados como modelo para algumas aplicações
reais. Um modelo matemático de como zumbis infectam vizinhos não zumbis é similar
as operações de inundação descrita acima [Munz (2009)]. Além disso, algums modelos de
propagação de doenças descrito em [Aschwanden (2004)] operam de forma similar a jogos
de inundação. Em [Arthur (2010)], Arthur, Clifford, Jalsenius, Montanaro e Sach mostra-
ram que INUNDAÇÃO e INUNDAÇÃO LIVRE são NP-dificeis em gradesn × n coloridas
com mais que três cores. Em [Meeks (2011)a], Meeks e Scott mostraram que INUNDAÇÃO

LIVRE é solucionável em tempo polinomial em grades1 × n, tanto INUNDAÇÃO quanto
INUNDAÇÃO LIVRE permanecem NP-difı́cil para grades3 × n coloridas com pelo me-
nos quatro cores. (A complexidade de INUNDAÇÃO (LIVRE) em grades3 × n coloridas
com três cores permanece como um problema em aberto.) Clifford, Jalsenius, Monta-
naro e Sach apresentaram em [Clifford (2011)] um algortimo de tempo polinomial para
INUNDAÇ ÃO em grades2 × n. Em [Meeks (2011)b], Meeks e Scott mostraram que
INUNDAÇÃO LIVRE permanece NP-difı́cil em grades2 × n, eles também mostraram que
INUNDAÇÃO LIVRE é solucionável em tempo polinomial em grafos dois coloridos. Em
[Lagoutte (2010)], Lagoutte mostrou que INUNDAÇÃO é polinomialmente solucionável
em ciclos, e INUNDAÇÃO e INUNDAÇÃO LIVRE são NP-dificeis em árvores.

Neste trabalho, foi estudado a complexidade de INUNDAÇÃO e INUNDAÇÃO LI -
VRE em outras classes de tabuleiros, tais como árvores binárias,d-tabuleiros, potência de
ciclos e grades circulares. Algoritmos de tempo polinomial para INUNDAÇÃO emC2

n (a se-
gunda potência de um ciclo comn vértices),d-tabuleiros2×n (grades2×n onde ad-ésima
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coluna é monocromática) e caminhos (onde qualquer vértice do caminho pode ser o pivô
fixo) são descrtios. Também mostramos que Inundação é NP-difı́cil em árvores binárias
com a raiz sendo o pivô, e INUNDAÇÃO LIVRE é NP-difı́cil emC2

n e grades circulares
2× n (em uma grade circular, a primeira e a ultima casa de uma linha são consideradas vi-
zinhas). Por fim, neste trabalho é descrito um algoritmo 2-aproximativo para INUNDAÇÃO

emC2
n, o qual supera o algoritmo exato por um fator deO(kn), ondek é o número de cores

utilizadas no jogo.

1.1 Definiç̃oes e Notaç̃oes

Ao longo do texto, é utilizado o termovérticeem vez decasaquando conveniente. Casas
vizinhas naturalmente correspondem a vértices vizinhos de um grafoG representando o
tabuleiro. Um subgrafoH deG é adjacentea um vérticev ∈ V (G) sev tem um vizinho
emV (H). O pivô de um movimento é o vértice escolhido para ter sua cor alterada por
m. No jogo INUNDAÇÃO todos os movimentos possuem o mesmo pivô. Umailha é um
vérticev colorido com uma corc tal que nenhum vizinho dev é colorido comc. Um sub-
grafoH é dito serinundado, quandoH torna-se monocromático. Uma inundação(-livre)
é uma sequência de movimentos no jogo INUNDAÇÃO(LIVRE) que inundaG (o tabuleiro
de entrada). Um inundação(-livre) ótima é uma inundação com o número mı́nimo de mo-
vimentos. Uma corc é jogada em um movimentom sec é a cor atribuı́da ao pivô dem.
Um vérticev é inundado por um movimentom se a cor dev é jogada emm e v torna-se
conectado a novos vértices depois da aplicação dem. Um movimentom é economizado
sem inunda pelo menos dois vértices. Um movimentom é dito serjogado em um sub-
conjunto de v́erticesS (resp. um subgrafoH) se pelo menos um vértice deS (resp.H)
é inundado porm. Um subgrafo monocromáticoH ′ de um subgrafoH é abreviado como
um mcs deH. No jogo INUNDAÇÃO denotamos porP (G) o mcs máximo deG contendo
o pivô. Finalmente, dizemos que um movimentom inunda um v́ertice v através de um
vérticew sev ew são vizinhos em altera a cor dew para inundarv. Umagrade circular
é uma graden × m com a propriedade adicional de que a primeira e ultima casa de uma
mesma linha são consideradas vizinhas.

2 Inundação emÁrvores Binárias e Caminhos

Nesta seção, é monstrado que INUNDAÇÃO permanece NP-difı́cil em árvores binárias com
raiz pivô. Como corolário, INUNDAÇÃO LIVRE é NP-difı́cil em árvores com grau máximo
três. Por fim, é mostrado que INUNDAÇÃO é solucionável em tempo polinomial em cami-
nhos, onde o vértice pivô é um vértice qualquer do caminho.

Teorema 1. INUNDAÇÃO permanece NP-difı́cil emárvores bińarias com raiz piv̂o.

Prova. A prova utiliza um redução do problema COBERTURA POR V ÉRTICES. Nós
mostramos que existe um cobertura de tamanhok em um grafoG se e somente se existe
uma inundação com no máximo2m + n + k − 2 movimentos em uma árvore bináriaT
associada.

Dado um grafoG = (V,E) com |V | = n e |E| = m, constrói-se uma árvoreT
como segue:

• cria-se um vértices emT ;
• para cada arestaei deG, cria-se um vérticexi emT ;
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• definimosT como uma árvore binária ondes é a raiz, cada vérticexi é uma folha,
e osm− 2 vértices internos auxiliáres são denotados pora1, a2, . . . , am−2;

• cada vértice deT é colorido com um cor distinta;
• para cada arestaei = uv deG, é adicionado emT nos vérticesu′

i, v
′

i, u
′′

i , v
′′

i tal que
u′

i, v
′

i são filhos dexi, v′′i é filho deu′

i, eu′′

i é filho dev′i;
• todos vértices da formau′

i, u
′′

i são coloridos com a corcu.

A Figura 2 mostra umgrafoG e sua árvore bináriaT associada.

(a) (b)

e1

e2

e3
e4

a1 a2

x1 x2 x3 x4

u1’ u3’ u4’z1’ z2’ v4’w2’ w3’

u1” u3” u4”z1” z2” v4”w2” w3”

u

z

v w

s

Figura 2. (a) Um grafo G; (b) árvore bin ária T obtida a partir de G.

Supondo queG possui uma cobertura por vérticesV ′ de tamanhok, neste ponto,
deve ser mostrado queT possui uma inundação com2m + n + k − 2 movimentos. Pri-
meiro, note que jogando2m−2movimentos,P (T ) contém os vértices:s, a1, . . . , am−2, x1,
. . .,xm. Por construção, o conjunto de vértices ainda não inundados possuemn cores. Efe-
tuandon movimentos adicionais (utilizando todas asn cores restantes, uma para cada
movimento), cada subárvore enraizada por um vérticexi conterá um vértice não conectado
a s. Sendo assim, é possı́vel jogor estesn movimentos na seguinte ordem: inicialmente,
são jogados movimentos sobre cores atribuı́das aos vértices deV ′, e depois os demais
movimentos. Dado que toda aresta emG contém pelo menos um de seus extremos emV ′,
depois destesn movimentos os vértices emT não conectados as possuem cores associadas
aos vértices deV ′. Como|V ′| = k, será necessário no máximok movimentos adicionais,
e portanto a inundação terá no máximo2m− 2 + n+ k movimentos, como requerido.

Agora, assumindo queT possui uma inundação com2m+ n+ k− 2 movimentos.
Por construção, os2m − 2 movimentos iniciais são requeridos para conectar os vértices
a’s e x’s a s. Neste ponto,T contém somente a cor deP (T ) e n outras cores formando
um conjuntoC. Como restamn + k movimentos e pelo menos um movimento para cada
cor deC é jogado. Nós dividimos as cores deC em dois grupos: o primeiro formado pelas
cores jogadas mais de uma vez, e o segundo formado pelas cores jogadas apenas uma vez.
Desta forma, para inundar uma subárvoreT ′ enraizada em um vérticexi, o segundo e o
último movimentos jogados emT ′ são movimentos jogados em cores do primeiro grupo.
Sendo assim, sem perda de generalidade, assumimos que osn + k movimentos restantes
são jogados na seguinte ordem: (a) o primeiro movimento de todas as cores do primeiro
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grupo, (b) os movimentos das cores do segundo grupo, e (c) os movimentos restantes das
cores do primeiro grupo. Assim, depois de jogados os movimentos correspondentes a (a)
e (b) (note que estes sãon movimentos, um para cada cor), um vértice em cada subárvore
enraizada por um vérticexi permanece não inundado. Além disso, o conjunto de vértices
não conectados as possuik cores. Como cada cor emT representa um vértice distinto em
G e cada subárvore enraizada por um vérticexi emT é associado com uma aresta distinta
emG, estask cores correspondem a um subconjunto de vértices emG de tamanhok tal
que toda aresta emG contém pelo menos um de seus extremos neste subconjunto.�

Corolário 2. INUNDAÇÃO LIVRE permanece NP-difı́cil em árvores com grau ḿaximo
três. �

A prova do Corolário 2 é similar a prova do Teorema 1, e é omitido devido à
restrições de espaço.

Quando restrito a caminhos, Inundação livre é equivalente a INUNDAÇÃO LIVRE

em grades1 × n (provado ser solucionável em temO(n6) [Meeks (2011)a]). Por outro
lado, INUNDAÇÃO em caminhos não é equivalente a INUNDAÇÃO em grades1 × n pois
neste o pivô é sempre um vértice de grau um. No Teorema 3 é mostrado que INUNDAÇÃO

em caminhos é equivalente a um subcaso do problema SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS

LONGA.

Teorema 3. INUNDAÇÃO em caminhos com um pivô fixo qualqueŕe equivalente ao pro-
blemaSUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA, quando restritòas inst̂ancias sem śımbolos
consecutivos iguais.

Prova. No problema da SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA, temos duas sequências
de sı́mbolosX = (x1, x2, . . . , xm) e Y = (y1, y2, . . . , yn), e desejamos encontrar uma
subsequência de comprimento máximo comum aX eY . Por outro lado, no problema de
INUNDAÇÃO em caminhos, temos um vértice pivô e dois subcaminhos:A = a1, . . . , am
formado pelos vértices à esquerda do pivô; eB = b1, b2, . . . , bn formado pelos vértices à
direita do pivô. Sem perda de generalidade, podemos observar esse caminho como uma
árvoreC onde o pivô é a raiz e suas subárvores são caminhos. Para transformar uma
instância do problema SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA em uma instância do pro-
blema INUNDAÇÃO em caminhos, e vice e versa, basta considerar que: cada sı́mbolo
(resp. cor) representa uma cor (resp. sı́mbolo) no problema equivalentene; cores conse-
cutivas iguais no jogo INUNDAÇÃO são representadas por um único sı́mbolo; e a ordem
dos sı́mbolos nas sequências são equivalentes as ordens das cores geradas pelos percursos
em nı́vel das subárvores. Logo, os subcaminhosA eB podem representar um instância de
SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA sem sı́mbolos consecutivos iguais, eX (resp.Y )
pode representar o subcaminho esquerdo (resp. direito) de uma instância de INUNDAÇÃO

em caminhos.

Quando o jogo INUNDAÇÃO é jogado sobre um caminhoC o número máximo de
movimentos necessários para inundar o tabuleiro ém+n (|A| = m e |B| = n), e supondo
quem ≥ n temos que pelo menosm movimentos são necessários para inundarC. Se
um vértice deB foi inundado juntamente com um vértice deA então esta inundação foi
feita por um movimentoeconomizado, logo, dado uma inundaçãoM deC se o número de
movimentos economizados emM for k então|M | = m+ n− k.

Supondo queC possui uma inundaçãoM de tamanhom + n − k, sabemos que
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existe uma sequência de cores{c1, c2, . . . , ck} jogadas por movimentos economizados em
M , onde a corci é a cor jogada peloi-ésimo movimento economizado deM . Logo a
sequência{c1, c2, . . . , ck} corresponde a uma subsequência comum de tamanhok para a
instância equivalente do problema SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA.

SejaX e Y uma instância de SUBSEQUÊNCIA COMUM MAIS LONGA ondeX
representaA e Y representaB emC. Supondo queX e Y possuem uma subsequência
comum{c1, c2, . . . , ck} então existe{a1, a2, . . . , ak} ⊆ A e {b1, b2, . . . , bk} ⊆ B tal que
ai e bi possuem a corci e dadoi ≤ j entãoai (resp.bi) é ancestral deaj (resp.bj) emC.
Logo é possı́vel inundarC com no máximom + n − k movimentos a partir do seguinte
algoritmo:

i := 1;
enquantoak e bk não foram inundadosfaça

sePai(ai) 6= pivô e ainda ñao foi inundadoentão
inunda todos os ancestrais deai ainda não inundados;

sePai(bi) 6= pivô e ainda ñao foi inundadoentão
inunda todos os ancestrais debi ainda não inundados;

inundaai e bi com um único movimento;
i := i+ 1;

Logo, determinar a subsequência comum mais longa de duas sequências sem sı́mbolos
consecutivos iguais é equivalente a determinar a inundação de cardinalidade mı́nima em um
caminho.

3 Inundação emd-Tabuleiros

Um d-tabuleiro é uma graden × m onde ad-ésima coluna é monocromática. Assim,
INUNDAÇÃO em umd-tabuleiro consiste em utilizar a colunad como pivô. Observe que
INUNDAÇÃO em d-tabuleiro2 × m é uma generalização de INUNDAÇÃO em tabuleiros
2 ×m, e INUNDAÇÃO em caminhos é equivalente a INUNDAÇÃO emd-tabuleiros1 × n.
Denotamos porBl (resp.Br) de umd-tabuleiroB, o tabuleiro composto pord e todas as
casas à esquerda (resp. direita) ded.

Lema 4. Dado umd-tabuleiro2 × n, B, um v́erticea ∈ Bl e um v́erticeb ∈ Br, o menor
número de movimentos necessários para conectara e b pode ser encontrado em tempo
O(n2).

Prova. SejaL eR os mcs’s máximos deBl eBr contendod. L eR podem ser interpre-
tados como “subgrafos dinâmicos” pois eles se modificam após cada movimento. Observe
quea será inundado por um vértice que ou está na mesma coluna dea ou em uma coluna
à direita dea. Portanto, colunas à esquerda dea não precisam ser analizadas. Uma idéia
análoga se aplica àb. Assim, para escolher qual cor deve ser jogada em cada movimento,
é necessário saber somente qual é os vértices mais à esquerda (resp. mais à direita) deL

(resp.R). Estas configurações deL eR, podem ser um par de vértices, no caso do vértice
mais à esquerda (resp. mais à direita) de cada linha deL (resp.R) estiverem na mesma
coluna, ou apenas um vértice caso contrário. Se um vértice de uma configuração pertence
à colunad então representamos-o por ‘#’.

Neste ponto, construı́mos um hipergrafo direcionado acı́clicoH como segue:
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• criamos um vértice para cada possı́vel configuração deL ouR;
• seja(u1, v1), (u2, v2) e (w1, z1), (w2, z2) configurações deL eR, respectivamente,

adicionamos uma hiperaresta direcionada({(u1, v1), (w1, z1)}, {(u2, v2), (w2, z2)})
rotulada com a corc se aplicando a corc a partir de(u1, v1) e(w1, z1), a configuração
mais à esquerda (resp. mais à direita) obtida paraL (resp. R) for (u2, v2) (resp.
(w2, z2));

• seja(u1, v1) e (u2, v2) configurações deL (ou R), adicionamos uma hiperaresta
((u1, v1), (u2, v2)) rotulada com a corc se aplicando a corc a partir de(u1, v1),a
configuração mais à esquerda (ou à direita) obtida paraL (ouR) for (u2, v2);

• colapsamos os vértices representando configurações iniciais deL eR em um único
vértices;

Cada hiperaresta deH representa um possı́vel movimento a partir de um possı́vel
estado do jogo. Uma hiperaresta da forma({(u1, v1), (w1, z1)}, {(u2, v2), (w2, z2)}) re-
presenta um movimento conectando vértices deL e R. Encontrar o menor número de
movimentos para conectara e b equivale a encontrar o menor número de hiperarestas ne-
cessárias para construir caminhos entres e vértices representando configurações contendo
a e b. Como o número de hiperarestas deH é O(n2), onden = V (B), é fácil verificar
que podemos o número mı́nimo de hiperarestas necessárias para conectara e b em tempo
O(n2). �

A Figura 3 mostra um2× n d-tabuleiroB e um subgrafo do hipergrafoH obtido a
partir deB o qual contém a representação do menor número de movimentos para conectar
a eh.

d
a b

c e

f g h

i j l

e

i

c

j

a,c

l

b a

f g h

l,hs

(a) (b)

Figura 3. (a) um d-tabuleiro 2× n B; (b) um subgrafo do hipergrafo H obtido a partir de B.

Teorema 5. INUNDAÇÃO pode ser solucionado em tempo polinomial emd-tabuleiros2×
n.

Prova. Suponha queB é umd-tabuleiro2 × n e k é o número de cores. Dizemos que
uma casat deL (resp. R) é marcadase possui a corct e nenhuma outra casa em uma
coluna estritamente à esquerda (resp. direita) det possui a corct . Uma coluna é marcada
se contém alguma casa marcada. Como em [Clifford (2011)], é importante observar que se
todas as casas marcadas são inundadas então todo o tabuleiro será inundado. Para ver isto,
note que quando uma casa marcadat de corct emL (resp.R) é inundada, todas as casas
de corct emL (resp.R) que ainda não foram inundados estão à direita (resp. esquerda) de
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t, e portanto elas serão inundadas quandot for inundado. Assim, iterativamente buscamos
pela sequência mais curta de movimentos para conectar a casa marcada ainda não inundada
mais à direita deL com a casa marcada ainda não inundada mais à esquerda deR até que
todas as casas marcadas deL eR sejam conectadas. Sendo assim, o número mı́nimo de
movimentos necessários para inundarB pode ser obtido em tempoO(kn2). �

4 Inundação em Pot̂encia de Ciclos

A k-ésima potência de um ciclo comn vértices,Ck
n, é o grafo formado porCn acrescido

de arestas entre todos os vértices que estão a uma distância no máximok.

Teorema 6. INUNDAÇÃO LIVRE permanece NP-difı́cil emC2
n.

Prova. Esta prova utiliza uma redução do problema COBERTURA POR V́ERTICES. SejaQ
um grafo formado pelos vérticesx1, x2, x3, x4 e arestasea = (x1, x2), eb = (x1, x3), ec =
(x2, x4). Note queQ contém uma cobertura mı́nima formada porx1 e x2; esta cobertura
contém os dois extremos deea. É claro que COBERTURA POR V́ERTICES permanece NP-
difı́cil para todos os grafos que contémQ como um componente isolado. Assim, seja
GQ = G ∪ Q um grafo, ondeG é um grafo comn vértices,m arestas e uma cobertura
por vértices de tamanhok. Claramente, o grafoGQ possui uma cobertura por vértice de
tamanhok + 2.

A partir deGQ construı́mos um grafoH isomorfo a um grafo2-potência de ciclo,
como segue:

• para cada arestaei = (u, v) em GQ é criado um subgrafo auxiliargi em H da
seguinte maneira:

– cria-se os vérticesuei
1 , u

ei
2 , u

ei
3 , v

ei
1 , v

ei
2 , v

ei
3 e arestas as(vei3 , u

ei
2 ), (u

ei
2 , u

ei
1 ),

(uei
1 , v

ei
1 ), (v

ei
1 , v

ei
2 ), (v

ei
2 , u

ei
3 );

– cria-se os vérticeszei1 , z
ei
2 , z

ei
3 , . . . , z

ei
m, arestas(zeij , z

ei
j+1

), 1 ≤ j ≤ m− 1, e
aresta(zei1 , w

3
v);

– cria-se vérticesyei1 , y
ei
2 , y

ei
3 , . . . , y

ei
m, arestas(yeij , y

ei
j+1

), 1 ≤ j ≤ m − 1, e
aresta(yei1 , w

3
u);

– adiciona-se uma aresta entre todos os vértices degi a uma distância2;

– atribua corcu aos vérticesuei
1 , u

ei
2 , u

ei
3 ; corcv aos vérticesvei1 , v

ei
2 , v

ei
3 ; e para

todo1 ≤ j ≤ m, atribua corceij aos vérticeszeij eyeij .

• sendog1, g2, . . . , gm+3 os subgrafos auxiliares deH, para todo1 ≤ i ≤ m + 2,
adiciona-se aE(H) as arestas(zei

m
, yei+1

m
) ;

• adiciona-se a aresta(zem+3

m
, ye1

m
);

• Finalmente, adicionamos uma aresta entre todo par de vértices com distância2.

Cada subgrafo auxiliargi deH é dividido em três partes: o núcleo, consistindo dos
vérticesuei

1 , u
ei
2 , u

ei
3 , v

ei
1 , v

ei
2 , v

ei
3 ; o braçoz, consistindo dos vérticeszei1 , . . . , z

ei
m; e o braço

y, consistindo deyei1 , . . . , y
ei
m. Denotamos porga, gb, gc os subgrafos auxiliares associados

às arestasea, eb, ec, respectivamente.

A Figura 4 mostra um subgrafo auxiliar de acordo com a construção acima. Seu
núcleo e seus braços estão destacados.
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(a) (b)

u

z

v
e

ynúcleo

ze
1ze2

ze
3

ze
m−1

zem

ye
1 ye

2
ye3

ye
m−1

yem

ue
1ue

2 ue
3

ve1 ve
2ve3

Figura 4. (a) uma aresta e; (b) subgrafo auxiliar correspondendo a e.

Primeiramente, devemos provar que seGQ contém uma cobertura por vértices de
tamanhok + 2 (i.e.,G contém uma cobertura por vérticesV ′ de tamanhok) então o grafo
construı́doH tem um inundação livre comm2+5m+ k+5 movimentos. Por construção,
em todo subgrafo auxiliargi deH os vérticeszeij e yeij possuem a mesma cor. Assim, para
tornar os braços de cada subgrafo auxiliargi 6= ga monocromático com apenasm movi-
mentos, jogamos um movimento em seu núcleo de tal forma que cinco vértices do núcleo
tornam-se coloridos com a mesma cor e o vértice restante (com uma outra cor) é associ-
ado com um vértice deV ′. Após essa movimentação, jogamosm movimentos, a partir do
núcleo, para inundar os braços. Neste ponto,m2+3m+2 movimentos foram jogados e em
cada subgrafo auxiliargi 6= ga há apenas duas cores, a cor do mcs (denotamos porhi este
mcs) e a cor de uma ilha representando um vértice da cobertura mı́nima. Jogandom + 1
movimentos adicionais criamos um grande mcsH ′ contendo todoshi’s, e efetuando mais
m movimentos obtemos um mcsH ′′ que contémH ′ e ambos braços dega. Neste ponto,
os vértices que não pertencem aH ′′ são vértices do núcleo dega ou ilhas dos demais sub-
grafos auxiliares. Como ambos extremos deea pertence a uma cobertura mı́nima deQ, e
assumindo que as ilhas emgb egc representam vérticesx1 ex2, mais dois movimentos são
suficientes para inundarga, gb e gc. Finalmente, as ilhas restantes representam vértices de
V ′, que podem ser inundados comk movimentos finais. Totalizando uma inundação livre
deH comm2 + 5m+ k + 5 movimentos.

Agora, assumindo queH possui uma inundação livre ótimaS comm2+5m+k+5
movimentos. Para dois vérticesa, b pertencendo, respectivamente, ao braçoz e o braçoy
de um subgrafo auxiliargi, a e b podem ser inundados por um mesmo movimentom se e
somente sea e b possuem a mesma corc, e imediatamente antes do movimentom, existe
um mcsH ′ adjacente aa e b com uma coloraçãoc′ 6= c. Quando tal mcsH ′ existe temos
dois casos: (i)H ′ contém vértices do núcleo degi (H ′ é dotipo 1); (ii) H ′ não é do tipo 1 e
contém vértices dos braços de todos os outros subgrafos auxiliares (H ′ é dotipo 2). É fácil
ver que não mais que um subgrafo auxiliar deH, dito gf , contém vérticesa, b tal que: (1)
a, b pertencem a braços distintos degf ; (2) a, b possuem a mesma corc; (3) a, b antes de
serem inundados são adjacentes a um mcs do tipo 2 com corc′ 6= c. Portanto, pelo menos
m + 2 subgrafos auxiliares formam uma coleçãoU contendo nenhum par de vérticesa, b

como descrito. Para cada subgrafo auxiliargj emU , o número mı́nimo de movimentos
necessários para criar um mcs contendo todos os vértices de seus braços ém + 1, onde
um dos movimentos é exclusivamente jogado no núcleo degj. ComoS é uma inundação
livre ótima, sem perda de generalidade podemos assumir que estas subsequências dem+1
movimentos para cada subgrafo auxiliar emU correspondem aos primeiros(m+2)(m+1)
movimentos emS. Após jogar estes movimentos, cada subgrafo auxiliar emU contém um
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mcs e uma ilha. Após essa movimentação, pelo menosm+ 1 movimentos são necessários
para conectar cada um dessesm + 2 mcs’s, pois cada um desses mcs’s possuem uma cor
distinta. Efetuando essesm + 1 movimentos, restamm + k + 2 movimentos para serem
jogados. Observe que o subgrafo auxiliargf , contém um par de vérticesa, b satisfazendo
as condições (1)–(3). Neste caso,m movimentos são suficientes para inundar os braços de
gf . Neste ponto, sejaW ′ um subconjunto de vértices deH ainda não inundados, sabemos
que: os vértices deW ′ ou pertencem ao núcleo degf ou são ilhas do núcleo de outros
subgrafos auxiliares; os vértices deW ′ devem ser inundados pork + 2 movimentos. E
como por construção, cada subgrafo auxiliar emH representa uma aresta deGQ e os
vértices pertencentes ao núcleo de um subgrafo auxiliar estão associados a vértices deGQ,
logo os vértices emW ′ correspondem a uma cobertura por vértices deGQ de tamanho
k + 2. �

Lema 7. INUNDAÇÃO emC2
n é um caso particular do jogo em grades circulares2× n.

Prova. Sejav1, v2, . . . , vn os vértices do grafoC2
n. Então, tomando indices circulares, a

vizinhança devi é{vi−2, vi−1, vi+1, vi+2}.

Cria-se uma grade circular2× n T equivalente aC2
n como segue:

• Paran par:
– definimosqa1 , qb1 , qa3 , qb3, . . . , qan−1

, qbn−1
como a primeira linha;

– definimosqbn , qa2 , qb2 , qa4 , qb4 , . . . , qan−2
, qbn−2

, qan como a segunda linha.
• Paran impar:

– definimosqa1 , qa3 , qb3 , qa5 , qb5 , . . . , qan−2
, qbn−2

, qan como a primeira linha;
– definimosqb1 , qa2 , qa4 , qb4, . . . , qan−1

, qbn−1
como a segunda linha.

Paran impar, note que as casasqb2 e qbn não existem. Em ambas construções as
casasqai e qbi (se existe) recebe a mesma coloração devi. Veja a Figura 5. Assumindo
que o “componente”{qai , qbi} (ou simplesmente{qai}, paran impar ei = 2 ou i = n)
representa o vérticevi, podemos observar que:

1. paran par, uma casa de corc é adjacente a{qai , qbi} emT se e somente sevi possui
um vizinho de corc;

2. paran impar, a mesma propriedade acima é válida, exceto para{qa2} e {qan}
que deveriam ser adjacentes; entretanto, como ambos são ajacentes ao componente
{qa1 , qb1} que representa o vértice pivôv1, esta adjacência torna-se redundante.

Logo, INUNDAÇÃO emCn
2 pode ser representado como uma grade circular2×n. �

(a) (b)

v1
v1

v2 v2

v3
v3

v4 v4

v5

v5

v6

v6

v7

qa1

qa1

qa2

qa2qa3 qa3

qa4
qa4

qa5
qa5

qa6

qa6

qa7
qb1

qb1

qb2

qb3 qb3

qb4 qb4

qb5 qb5

qb6 qb6

Figura 5. (a) grade circular 2× n para n par; (b) grade circular 2× n para n impar.
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Corolário 8. Paran par, INUNDAÇÃO LIVRE emC2
n é um caso particular deINUNDAÇÃO

LIVRE em grades circulares2× n.

Prova. Usa a mesma construção do Lema 7 paran par. �

Teorema 9. INUNDAÇÃO LIVRE permance NP-difı́cil em grades circulares2× n.

Prova. Segue diretamente do Corolário 8 e do Teorema 6.

Teorema 10. INUNDAÇÃO emC2
n pode ser solucionado em tempo polinomial.

Prova. Sejas, v1, v2, . . . , vn−1 os vértices do grafoC2
n, ondes é o pivô do jogo. SejaS

uma sequência ótima de movimentos para inumdarC2
n. Dizemos quevi é inundado pela

direita porS sei ≤ 2, ou i ≤ n − 3 e antes de jogar o movimentom ∈ S que inundavi,
existe um caminho des atévi tal que todo vértice interno desse caminho é inundado pela
direita e pertence aoP (C2

n). Por outro lado, um vérticevi é inundado pela esquerda porS
se não é inundado pela direita.

Note que mesmo removendo todas as arestas que conectam vértices inundados pela
direita a vértices inundados pela esquerda, é possı́vel aplicarS e inundarC2

n.

Sejavi, vi+1 o par consecutivo de vértices inundados de pela direita com maior
indicei, evj o vértice inundado pela direita com maior indicej (j ≥ i+ 1). Observe que
os demais vértices inundados pela direita pertencem a{vk | k < i} ou {vi+k | (i + 1) <
(i+ k) < j ek mod2 6= 0}.

SejaHr o subgrafo induzido pors e os vértices inundados pela direita, eHl o
subgrafo induzido pors e os vértices inundados pela esquerda. Podemos remover todas as
arestas que conectam vértices inundados pela direita a vértices inundados pela esquerda e
construir umd-tabuleiro2×n B utilizando uma construção similar a apresentada no Lema
7. Uma inundação ótima deB corresponde a uma inundação ótima deC2

n.

Como os vérticesvi, vi+1, vj não são previamente conhecidos, devemos executar
este processo para cada possibilidade. Portanto, podemos solucionar INUNDAÇÃO emC2

n

em tempoO(kn4). �

Teorema 11.Uma soluç̃ao 2-aproximativa paraINUNDAÇÃO emC2
n pode ser encontrada

em tempoO(n3).

Prova. Repetindo o mesmo processo descrito no Teorema 10, construı́mos umd-tabuleiro
2 × n, Bi, para cada possibilidade. Dado umd-tabuleiro2 × n Bi, aplicamos o algoritmo
de tempo de execuçãoO(n) para tabuleiros2× n descrito em [Clifford (2011)] para(Bi)l
e (Bi)r, obtendo uma inundação paraBi.

SendoM(G) o número mı́nimo de movimentos para inundar um grafoG, eBj = B

o tabuleiro que minimiza o número de movimentos obtidos pela inundação descrita acima.
EntãoM(Br) ≤ M(C2

n) eM(Bl) ≤ M(C2
n), caso contrárioM(Hr) eM(Hl) não seriam

mı́nimos. Logo concluı́mos que:

M(B) ≤ M(Br) +M(Bl) ≤ M(C2

n) +M(C2

n) = 2M(C2

n).

Portanto, podemos obter uma solução 2-aproximativa para INUNDAÇÃO emC2
n em

tempoO(n3). �
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5 Conclus̃ao

Recentemente, a complexidade de jogos de inundação vêm sendo amplamente estudados,
no entanto, a maioria dos trabalhos existentes se restrigem ao estudo desses jogos em ta-
buleiros do tipo grade.

Neste trabalho, extendemos o estudo dos jogos de inundação a outros tipos de ta-
buleiros, tais como árvores,d-tabuleiros, potência de ciclos e grades circulares.

Dentre os resultados obtidos, descrevemos algoritmos de tempo polinomial para
INUNDAÇÃO emC2

n, d-tabulerios e caminhos. Também mostramos que INUNDAÇÃO é
NP-difı́cil para árvores binárias, e INUNDAÇÃO LIVRE é NP-difı́cil paraC2

n e grades circu-
lares2× n. Além disso, descrevemos um algoritmo 2-aproximativo para INUNDAÇÃO em
C2

n, o qual supera o tempo de execução do algoritmo exato por um fator deO(kn), ondek
é o número de cores usado pelo jogo.
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