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RESUMO
Este trabalho apresenta novos resultados sobre jogos de inundagiipAL A0 e INUNDACAO
LIVRE, no qual o jogador deseja tornar o tabuleiro monocromatico com o nimero minimo de
movimentos possiveis. As versdes classicasmialbACAO e INUNDACAO LIVRE SA0 jogadas
sobre grades x m. Neste trabalho n6s analizamos o comportamento desses jogos, quando jo-
gador em outras classes de tabuleiros, tais como arvores binatgsileiros, poténcia de ciclos
e grades circulares. Nos descrevemos algoritmos de tempo polinomiakpaaAcAo emC?
(a segunda poténcia de um ciclo camértices)d-tabulerios (tabuleiros com uma coluna mono-
cromatica) e caminhos. Também mostramos queNDACAO & NP-dificil para arvores binarias,
e INUNDAGAO LIVRE & NP-dificil paraC? e grades circulares x n. Além disso, descrevemos
um algoritmo 2-aproximativo paralUNDAGAO em C2, o qual supera o tempo de execugao do
algoritmo exato por um fator d@(kn), ondek & o nUmero de cores usado pelo jogo.

Palavras-chave: Jogos Combinatorios, Algoritmos em Grafos, Complexidade Computacional,
Inundacao, Flood-Filling

ABSTRACT
This work presents new results on flood-filling games, Flood-it and Free-Flood-it, in which the
player aims to make the board monochromatic with the minimum possible number of flooding
moves. The standard versions of Flood-it and Free-Flood-it are playeckon grids. In this pa-
per we analyze the behavior of these games when played on other classes of boards, such as binary
trees,d-boards, powers of cycles and circular grids. We describe polynomial time algorithms to
play Flood-it onC?2 (the second power of a cycle arvertices)-boards (grids with a monochro-
matic column) and paths. We also show that Flood-itis NP-hard on binary trees, and Free-Flood-it
is NP-hard orC?2 and2 x n circular grids. In addition, we describe a 2-approximation algorithm
to Flood-it onC?, which improves the running time of the exact polynomial-time algorithm by a
factor ofO(kn), wherek is the number of colors used by the game.

Keywords:Combinatorial Games, Graph Algorithms, Computational Complexity, Flood-it, Flood-
Filling games
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1 Introducao

INUNDACAO & um jogo combinatorio de apenas um jogador, originalmente jogado em
tabuleiros coloridos consistindo de grades m, onde cada casa (posi¢ao) do tabuleiro
possui uma cor inicial dentre um conjunto fixo de cores. No jogo classico, duas casas sao
consideradas vizinhas se elas pertencem a mesma linha (resp. coluna) e em consecutivas
colunas (resp. linhas). Uma sequéncide casas é considerada saminhoquando todo

par consecutivo de casas €éine formada de casas vizinhas. Waminho monocroatico

€ um caminho onde todas as casas possuem a mesma cor. Duasedasasconectadas
guando existe um caminho monocromatico entre elas. Um movimento do jogador consiste
de atribuir uma nova car a casa mais a esquerda do tgp( “pivd”) e também a toda

casa conectadaja O objetivo do jogo € fazer o tabuleiro monocromatico (“inundar o
tabuleiro”) com o numero minimo de movimentos. A Figura 1 ilustra uma sequéncia de

movimentos para inundar uma gratle 3.
I*I*I*J*I*.

Figura 1. Sequ éncia 6tima de movimentos para inundar uma grade 3 x 3.

Uma variacéo do jogaMUNDACAO € a versaoNUNDAGAO LIVRE, onde o jogador
pode escolher livremente qual casa sera o pivd em cada movimento. Além disso, estes
jogos podem facilmente ser generalizados para ser jogados sobre um grafo qualquer com
uma coloracao iniciab.

Jogos de inundacao podem ser utilizados como modelo para algumas aplicacoes
reais. Um modelo matematico de como zumbis infectam vizinhos nao zumbis & similar
as operacdes de inundacao descrita acima [Munz (2009)]. Alem disso, algums modelos de
propagacao de doencgas descrito em [Aschwanden (2004)] operam de forma similar a jogos
de inundacao. Em [Arthur (2010)], Arthur, Clifford, Jalsenius, Montanaro e Sach mostra-
ram gque NUNDACAO e INUNDAGCAO LIVRE sdo NP-dificeis em gradesx n coloridas
com mais que trés cores. Em [Meeks (2011)a], Meeks e Scott mostraramuN@AC A0
LIVRE & solucionavel em tempo polinomial em grades n, tanto NUNDACAO quanto
INUNDACAO LIVRE permanecem NP-dificil para gradégs< n coloridas com pelo me-
nos quatro cores. (A complexidade deUNDACAO (LIVRE) em grades x n coloridas
com trés cores permanece como um problema em aberto.) Clifford, Jalsenius, Monta-
naro e Sach apresentaram em [Clifford (2011)] um algortimo de tempo polinomial para
INUNDACAO em grade2 x n. Em [Meeks (2011)b], Meeks e Scott mostraram que
INUNDACAO LIVRE permanece NP-dificil em gradésx n, eles também mostraram que
INUNDACAO LIVRE € solucionavel em tempo polinomial em grafos dois coloridos. Em
[Lagoutte (2010)], Lagoutte mostrou quRUNDACAO €& polinomialmente solucionavel
em ciclos, e NUNDACAO e INUNDACAO LIVRE sao NP-dificeis em arvores.

Neste trabalho, foi estudado a complexidade n@NDACAO e INUNDAGAO LI-
VRE em outras classes de tabuleiros, tais como arvores binédtiabuleiros, poténcia de
ciclos e grades circulares. Algoritmos de tempo polinomial pawaynbA¢cAo emC? (a se-
gunda poténcia de um ciclo camveértices)d-tabuleiro x n (grade x n onde ai-ésima
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coluna & monocromatica) e caminhos (onde qualquer e&aiticcaminho pode ser o pivd

fixo) sao descrtios. Também mostramos que Inundacao € NP-dificil em arvores binarias
com a raiz sendo o pivd, &WUNDAGAO LIVRE & NP-dificil emC? e grades circulares

2 x n (em uma grade circular, a primeira e a ultima casa de uma linha sao consideradas vi-
zinhas). Por fim, neste trabalho & descrito um algoritmo 2-aproximativo ParedAC A0

emC?, o qual supera o algoritmo exato por um fatoign), ondek & o nUmero de cores
utilizadas no jogo.

1.1 Definigdes e Notages

Ao longo do texto, € utilizado o termertice em vez decasaquando conveniente. Casas
vizinhas naturalmente correspondem a vértices vizinhos de um Graépresentando o
tabuleiro. Um subgrafé/ de G & adjacentea um vérticev € V(G) sev tem um vizinho

emV (H). O pivd de um movimento & o vértice escolhido para ter sua cor alterada por
m. No jogo INUNDACAO todos 0s movimentos possuem o mesmo pivd. Wh@é um
vérticev colorido com uma cor tal que nenhum vizinho deé colorido com:. Um sub-
grafo H & dito serinundadq quandoH torna-se monocromatico. Uma inundacao(-livre)

€ uma sequéncia de movimentos no jo§OMDACAO(LIVRE) que inunda (o tabuleiro

de entrada). Um inundacao(-livre) 6tima & uma inunda¢cao com o nimero minimo de mo-
vimentos. Uma cor € jogada em um movimenta sec € a cor atribuida ao pivod de.

Um vérticev € inundado por um movimente se a cor de € jogada emn e v torna-se
conectado a novos veértices depois da aplicacaa.d&dm movimenton & economizado
sem inunda pelo menos dois vértices. Um movimeni@ dito serfjogado em um sub-
conjunto de @rticesS (resp. um subgrafof/) se pelo menos um veértice de(resp. H)

é inundado porn. Um subgrafo monocromaticd’ de um subgrafd{ & abreviado como

um mcs de. No jogo INUNDAGAO denotamos poP(G) o mcs maximo dé& contendo

0 pivd. Finalmente, dizemos que um movimentanunda um ertice v atraves de um
verticew sewv e w sao vizinhos en altera a cor dev para inundap. Umagrade circular

€ uma gradex x m com a propriedade adicional de que a primeira e ultima casa de uma
mesma linha sao consideradas vizinhas.

2 Inundacao emArvores Binarias e Caminhos

Nesta secao, & monstrado qu&NDACAO permanece NP-dificil em arvores binarias com
raiz pivd. Como corolarioNUNDACAO LIVRE & NP-dificil em arvores com grau maximo

trés. Por fim, € mostrado quEUNDACAO & solucionavel em tempo polinomial em cami-
nhos, onde o vértice pivd & um vértice qualquer do caminho.

Teorema 1. INUNDACAO permanece NP-difil emarvores birarias com raiz pi®.

Prova. A prova utiliza um reducdo do problemao€ERTURA PORVERTICES NoOs
mostramos que existe um cobertura de tamanbm um grafoG se e somente se existe
uma inundagdo com no maxina + n + k£ — 2 movimentos em uma arvore binafia
associada.

Dado um grafoG = (V, E) com|V| = n e |E| = m, constrdi-se uma arvorg
como segue:

e Cria-se um veértice em7’;
e para cada arestade(, cria-se um vértice; emT,
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definimosT’ como uma arvore binaria onde a raiz, cada veértice, € uma folha,
e osm — 2 vértices internos auxiliares sao denotadosaqqotis, . . ., G,,_o;

cada vértice d& é colorido com um cor distinta;

para cada aresta = uv deG, € adicionado erff’ nos vértices:, v;, u, v/ tal que
u;, vi sao filhos dex;, v/ & filho deu, eu! & filho dev;

todos vértices da forma, u sado coloridos com a caf,.

A Figura 2 mostra umgrafé’ e sua arvore binarid associada.

S

(a) (b)

Figura 2. (a) Um grafo G; (b) arvore bin aria T obtida a partir de G.

Supondo qué&r possui uma cobertura por vérticés$ de tamanhd:, neste ponto,
deve ser mostrado que possui uma inundacao co?m: + n + k£ — 2 movimentos. Pri-
meiro, note que jogandbn—2 movimentosP(7') contém os vértices:, ay, . . ., apm_2, T1,

.. ZTm. POrconstrucao, o conjunto de vértices ainda nao inundados posst@es. Efe-
tuandon movimentos adicionais (utilizando todas rasores restantes, uma para cada
movimento), cada subarvore enraizada por um vésticentera um vértice nao conectado
as. Sendo assim, & possivel jogor estesmovimentos na seguinte ordem: inicialmente,
sao jogados movimentos sobre cores atribuidas aos veértices, gedepois os demais
movimentos. Dado que toda aresta @uontém pelo menos um de seus extremodém
depois destes movimentos os vértices eMnao conectadossapossuem cores associadas
aos vértices d&’. Como|V’| = k, sera necessario no maxirhanovimentos adicionais,

e portanto a inundagao tera no maxito — 2 + n + k£ movimentos, como requerido.

Agora, assumindo qug possui uma inundagao cotm + n + k£ — 2 movimentos.
Por construcao, 03m — 2 movimentos iniciais sao requeridos para conectar os veértices
a’s ex’'s as. Neste ponto7’ contém somente a cor d&7') e n outras cores formando
um conjuntoC’. Como restam + k£ movimentos e pelo menos um movimento para cada
cor deC & jogado. Nos dividimos as cores @em dois grupos: o primeiro formado pelas
cores jogadas mais de uma vez, e o segundo formado pelas cores jogadas apenas uma vez.
Desta forma, para inundar uma subarvéteenraizada em um vértice, o segundo e o
altimo movimentos jogados effi sao movimentos jogados em cores do primeiro grupo.
Sendo assim, sem perda de generalidade, assumimos gue hsnovimentos restantes
sao jogados na seguinte ordem: (a) o primeiro movimento de todas as cores do primeiro
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grupo, (b) os movimentos das cores do segundo grupo, e (c) ameratos restantes das
cores do primeiro grupo. Assim, depois de jogados 0os movimentos correspondentes a (a)
e (b) (note que estes saanovimentos, um para cada cor), um vértice em cada subarvore
enraizada por um vértice permanece nao inundado. Além disso, o conjunto de vértices
nao conectadosapossuik cores. Como cada cor emrepresenta um vértice distinto em

G e cada subarvore enraizada por um véerticem' &€ associado com uma aresta distinta

em G, estask cores correspondem a um subconjunto de vértices/afe tamanhd: tal

que toda aresta e contém pelo menos um de seus extremos neste subconjunto.

Corolario 2. INUNDACAO LIVRE permanece NP-difil em arvores com grau @ximo
trés.

A prova do Corolario 2 & similar a prova do Teorema 1, e & omitido devido a
restricdes de espaco.

Quando restrito a caminhos, Inundacao livre & equivalenteuabACAO LIVRE
em grades x n (provado ser solucionavel em tef(n°) [Meeks (2011)a]). Por outro
lado, INUNDACAO em caminhos nao é equivalenteNUNDACAO em graded x n pois
neste o pivd & sempre um vértice de grau um. No Teorema 3 & mostradouNBAC A0
em caminhos & equivalente a um subcaso do problenBsEQUENCIA COMUM MAIS
LONGA.

Teorema 3. INUNDACAO em caminhos com um g@iixo qualqueré equivalente ao pro-
blemaSUBSEQUENCIA COMUM MAIS LONGA, quando restrit@s inséincias semisnbolos
consecutivos iguais.

Prova. No problema da 8BSEQUENCIA COMUM MAIS LONGA, temos duas sequéncias

de simbolosX = (z1,29,...,2m) €Y = (y1,%,...,Yn), € desejamos encontrar uma
subsequéncia de comprimento maximo comui @Y. Por outro lado, no problema de
INUNDACAO em caminhos, temos um vértice pivd e dois subcaminHos: a;, ..., a,,

formado pelos vértices a esquerda do piv@ e- by, bs, .. ., b, formado pelos vértices a
direita do pivd. Sem perda de generalidade, podemos observar esse caminho como uma
arvore C' onde o pivd € a raiz e suas subarvores sao caminhos. Para transformar uma
instancia do problemad@SEQUENCIA COMUM MAIS LONGA em uma instancia do pro-
blema NUNDACAO em caminhos, e vice e versa, basta considerar que: cada simbolo
(resp. cor) representa uma cor (resp. simbolo) no problema equivalentene; cores conse-
cutivas iguais no jogoNUNDACAO sao representadas por um (nico simbolo; e a ordem
dos simbolos nas sequéncias sao equivalentes as ordens das cores geradas pelos percursos
em nivel das subarvores. Logo, os subcaminhes3 podem representar um instancia de
SUBSEQUENCIA COMUM MAIS LONGA sem simbolos consecutivos iguaisXgresp.Y’)

pode representar o subcaminho esquerdo (resp. direito) de uma instancianda ¢ Ao

em caminhos.

Quando o jogoNUNDACAO € jogado sobre um caminl® o nimero maximo de
movimentos necessarios para inundar o tabuleiroién (|A| = m e |B| = n), e supondo
quem > n temos que pelo menos movimentos sS40 necessarios para inundarSe
um veértice deB foi inundado juntamente com um vértice deentdo esta inundacao foi
feita por um movimenteconomizaddogo, dado uma inundacad deC se o numero de
movimentos economizados el for k& entao| M| = m + n — k.

Supondo que&’ possui uma inundacad/ de tamanhon + n — k, sabemos que
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existe uma sequéncia de cofes, cs, . . ., ¢x} jogadas por movimentos economizados em
M, onde a cor; € a cor jogada pelo-ésimo movimento economizado dé. Logo a
sequéncigci, ¢, - . ., ¢} corresponde a uma subsequéncia comum de tamaphoa a
instancia equivalente do problemassEQUENCIA COMUM MAIS LONGA.

SejaX e Y uma instancia de 3SEQUENCIA COMUM MAIS LONGA onde X
representad e Y representa3 em C. Supondo queX e Y possuem uma subsequéncia
comum{cy, ¢, ..., c,} entdo existday, as,...,ax} € Ae{b,bs,...,bx} C Btal que
a; €b; possuem a caf; e dadoi < j entéoa; (resp.b;) & ancestral de; (resp.b;) emC.
Logo é possivel inundal’ com no maximan + n — k movimentos a partir do seguinte
algoritmo:

7= 1;
enquantoa, e b, ndo foram inundadofaca
sePuai(a;) # pivd e ainda @o foi inundadcentio

| inunda todos os ancestrais @eainda nao inundados;
sePuai(b;) # pivd e ainda o foi inundadcentiao

| inunda todos os ancestraisigainda nao inundados;
inundaa; € b; com um Unico movimento;

1:=1+1;

Logo, determinar a subsequéncia comum mais longa de duzésrsegs sem simbolos
consecutivos iguais & equivalente a determinar ainundacao de cardinalidade minima em um
caminho.

3 Inundagao emd-Tabuleiros

Um d-tabuleiro & uma grade x m onde ad-ésima coluna &€ monocromatica. Assim,
INUNDACAO em umd-tabuleiro consiste em utilizar a coludacomo pivd. Observe que
INUNDACAO em d-tabuleiro2 x m & uma generalizacdo deUNDACAO em tabuleiros

2 x m, € INUNDAGCAO em caminhos € equivalente RUNDACAO emd-tabuleirosl x n.
Denotamos poB; (resp. B,) de umd-tabuleiro B, o tabuleiro composto paf e todas as
casas a esquerda (resp. direita)/de

Lema 4. Dado umd-tabuleiro2 x n, B, um \erticea € B; e um \erticeb € B,, 0 menor
nimero de movimentos necégss para conectaw e b pode ser encontrado em tempo
O(n?).

Prova. Sejal e R 0s mcs’'s maximos d&; e B, contendad. L e R podem ser interpre-

tados como “subgrafos dinamicos” pois eles se modificam apbs cada movimento. Observe
quea sera inundado por um vértice que ou esta na mesma colunawlem uma coluna

a direita dex. Portanto, colunas a esquerda«deao precisam ser analizadas. Uma idéia
analoga se aplicala Assim, para escolher qual cor deve ser jogada em cada movimento,

€ necessario saber somente qual & os vertices mais a esquerda (resp. mais a direita) de
(resp.R). Estas configuracdes dee R, podem ser um par de vértices, no caso do vértice
mais a esquerda (resp. mais a direita) de cada linha @esp. R) estiverem na mesma
coluna, ou apenas um veértice caso contrario. Se um vértice de uma configuracao pertence
a colunad entao representamos-o por ‘#'.

Neste ponto, construimos um hipergrafo direcionado aciélicmmo segue:
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e criamos um vértice para cada possivel configuracab de R;

e seja(u, v1), (ug, v2) € (wy, 21), (we, 22) configuracdes dé e R, respectivamente,
adicionamos uma hiperaresta direcionéda, vy ), (w1, 21) }, { (ug, v2), (wa, 22)})
rotulada com a carse aplicando a cara partir deg(u,, v1) € (wy, z1), a configuragao
mais & esquerda (resp. mais a direita) obtida pateesp. R) for (us, vs) (resp.
<w27 22));

e seja(uy,vr) € (ug, v2) configuragdes dé (ou R), adicionamos uma hiperaresta
((u1,v1), (ug,v2)) rotulada com a coe se aplicando a car a partir de(uy, v;),a
configuragao mais & esquerda (ou a direita) obtida pdoa R) for (us, vs);

e colapsamos os vértices representando configuracdes iniciaie &&em um Gnico
vértices;

Cada hiperaresta dé representa um possivel movimento a partir de um possivel
estado do jogo. Uma hiperaresta da forfQ&u,, v1), (w1, z1)}, { (ug, v2), (we, 22)}) re-
presenta um movimento conectando vértices.de R. Encontrar o menor numero de
movimentos para conectare b equivale a encontrar o menor nUmero de hiperarestas ne-
cessarias para construir caminhos enteevértices representando configuragdes contendo
a € b. Como o numero de hiperarestas e O(n?), onden = V(B), & facil verificar
gque podemos o numero minimo de hiperarestas necessarias para coreéctsin tempo
O(’I’LQ) 0

A Figura 3 mostra un2 x n d-tabuleiroB e um subgrafo do hipergrafd obtido a

partir de B o qual contém a representacao do menor numero de movimentos para conectar
aeh.

o g K¢

(a) (b)

Figura 3. (a) um d-tabuleiro 2 x n B; (b) um subgrafo do hipergrafo  H obtido a partir de B.

Teorema 5. INUNDACAO pode ser solucionado em tempo polinomial@&tabuleiros2 x
n.

Prova. Suponha que&3 & umd-tabuleiro2 x n e k € o nUmero de cores. Dizemos que

uma casa de L (resp. R) & marcadase possui a cot; € nenhuma outra casa em uma
coluna estritamente a esquerda (resp. direita)messui a cor; . Uma coluna &€ marcada

se contém alguma casa marcada. Como em [Clifford (2011)], &€ importante observar que se
todas as casas marcadas sao inundadas entao todo o tabuleiro sera inundado. Para ver isto,
note que quando uma casa marcada corc; em L (resp. R) € inundada, todas as casas

de corc; em L (resp.R) que ainda nao foram inundados estao a direita (resp. esquerda) de
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t, e portanto elas serao inundadas quanido inundado. Assim, iterativamente buscamos

pela sequéncia mais curta de movimentos para conectar a casa marcada ainda nao inundada
mais a direita dé. com a casa marcada ainda nao inundada mais a esqueRlatdejue

todas as casas marcadas/de R sejam conectadas. Sendo assim, 0 nUmero minimo de
movimentos necessarios para inungoode ser obtido em tempd(kn?). o

4 Inundacao em Poéncia de Ciclos

A k-ésima poténcia de um ciclo comvertices,C*, & o grafo formado pof’, acrescido
de arestas entre todos o0s vértices que estao a uma distancia no rhaximo

Teorema 6. INUNDAGAO LIVRE permanece NP-difil emC?2,

Prova. Esta prova utiliza uma reducao do problem@BERTURA POR \ERTICES Seja(

um grafo formado pelos vértices, xo, x3, 24 € arestas, = (1, z2), e, = (21, 23), €. =
(z2,24). Note quel) contém uma cobertura minima formada pere z,; esta cobertura
contém os dois extremos de. E claro que ©®BERTURA POR \ERTICES permanece NP-
dificil para todos os grafos que conté&ghcomo um componente isolado. Assim, seja
Go = G U Q um grafo, onde~ &€ um grafo conm veértices,m arestas e uma cobertura
por vértices de tamanha Claramente, o graf6/, possui uma cobertura por vértice de
tamanhat + 2.

A partir deG construimos um grafé/ isomorfo a um graf@-poténcia de ciclo,
COmo segue:

e para cada arestg = (u,v) em G & criado um subgrafo auxiliay; em H da
seguinte maneira:
— cria-se os vértices ', us’, ug’, vi’, vy', vs' e arestas a5, ug’), (ug', ui’),
€; e; €; €; e; €5\ .
(ui, o), (v1 v5'), (V3" ug');

— cria-se os vertices,’, 25', z3', . . ., 21, arestagz;’, 2 ), 1 < j<m—1,e
aresta(zy’, w?);
— cria-se verticeg", y5', y5', - - -, yps, Arestagy;’, yit,), 1 < j <m—1,e

aresta(y;’, w3);

adiciona-se uma aresta entre todos os vértices deima distancia;

atribua cor, aos vertices|*, uy’, us'; Corc, aos vertices;, vy, vs'; € para

todo1 < j < m, atribua corj' aos vértices;’ ey;'.

e sendogy, ¢, - - -, gma3 OS subgrafos auxiliares d&, para todol < i < m + 2,
adiciona-se d/(H) as arestag:®, y°i+!) ;

e adiciona-se a aresta®+*,y°!);

e Finalmente, adicionamos uma aresta entre todo par de vértices com digtancia

Cada subgrafo auxiliay; de H € dividido em trés partes: o nicleo, consistindo dos
verticesuy’, us', ug', vi*, v5', vs'; 0 bragoz, consistindo dos verticeg’, ..., z5; e o brago
y, consistindo de/{’, ..., y%. Denotamos poy,, g, g. 0S subgrafos auxiliares associados

as arestas,, ¢, e., respectivamente.

A Figura 4 mostra um subgrafo auxiliar de acordo com a constru¢ao acima. Seu
ndcleo e seus bracos estao destacados.
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(a) (b)

Figura 4. (a) uma aresta e¢; (b) subgrafo auxiliar correspondendoa  e.

Primeiramente, devemos provar que(kg contém uma cobertura por veértices de
tamanhat + 2 (i.e., G contém uma cobertura por vérticésde tamanhd) entao o grafo
construidaX/ tem um inundacao livre com? + 5m + k + 5 movimentos. Por construgao,
em todo subgrafo auxiliay; de I os vertices]' e y;' possuem a mesma cor. Assim, para
tornar os bracos de cada subgrafo auxiiast g, monocromatico com apenas movi-
mentos, jogamos um movimento em seu ndcleo de tal forma que cinco vértices do ncleo
tornam-se coloridos com a mesma cor e o0 vértice restante (com uma outra cor) é associ-
ado com um vértice d&’. Apbs essa movimentacao, jogamoesnovimentos, a partir do
nlcleo, para inundar os bracos. Neste pomto} 3m + 2 movimentos foram jogados e em
cada subgrafo auxiliay; # g, ha apenas duas cores, a cor do mcs (denotamds; pste
mcs) e a cor de uma ilha representando um vértice da cobertura minima. Jagantio
movimentos adicionais criamos um grande micontendo todog,’s, e efetuando mais
m movimentos obtemos um més” que contémi’ e ambos bracos dg. Neste ponto,
0s vértices que nao pertenceni/d sao vértices do nicleo dg ou ilhas dos demais sub-
grafos auxiliares. Como ambos extremosegd@ertence a uma cobertura minima@ee
assumindo que as ilhas gme g. representam vértices e x5, mais dois movimentos sao
suficientes para inundag, g, € g.. Finalmente, as ilhas restantes representam vértices de
V', que podem ser inundados canmovimentos finais. Totalizando uma inundacao livre
de H comm? + 5m + k + 5 movimentos.

Agora, assumindo quE possui uma inundacao livre 6tintacomm? +5m+k+5
movimentos. Para dois vérticesb pertencendo, respectivamente, ao bragoo bracoy
de um subgrafo auxiliag;, a € b podem ser inundados por um mesmo movimentse e
somente se e b possuem a mesma care imediatamente antes do movimentpexiste
um mcsH’ adjacente @ e b com uma coloracad # c¢. Quando tal mcgi’ existe temos
dois casos: (i}’ contém vértices do nlcleo ge(H’ & dotipo 1); (i) H' naoédotipole
contém vértices dos bracos de todos os outros subgrafos auxili#resiotipo 2). E facil
ver que nao mais que um subgrafo auxiliarfdedito g, contém veértices, b tal que: (1)
a, b pertencem a bracgos distintos glg (2) a, b possuem a mesma car(3) a, b antes de
serem inundados sao adjacentes a um mcs do tipo 2 coth£at. Portanto, pelo menos
m + 2 subgrafos auxiliares formam uma cole¢a@ontendo nenhum par de vértices
como descrito. Para cada subgrafo auxilipem U, o nUmero minimo de movimentos
necessarios para criar um mcs contendo todos os vértices de seus brages,éonde
um dos movimentos é exclusivamente jogado no nicleg.d€omoS & uma inundagao
livre 6tima, sem perda de generalidade podemos assumir que estas subsequéneids de
movimentos para cada subgrafo auxiliar €raorrespondem aos primeir@s +2)(m+1)
movimentos end. Apbs jogar estes movimentos, cada subgrafo auxiliab/’ezontém um
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mcs e uma ilha. Apbs essa movimentacao, pelo menesl movimentos sao necessarios
para conectar cada um desses- 2 mcs’s, pois cada um desses mcs’s possuem uma cor
distinta. Efetuando esses+ 1 movimentos, restarm + k£ + 2 movimentos para serem
jogados. Observe que o subgrafo auxijar contem um par de vérticesb satisfazendo

as condicgoes (1)—(3). Neste casomovimentos sao suficientes para inundar os bragos de
gs. Neste ponto, sejd’”’ um subconjunto de vértices dé ainda nao inundados, sabemos
que: os vértices d&/’ ou pertencem ao nicleo dg ou sao ilhas do nlcleo de outros
subgrafos auxiliares; os vértices € devem ser inundados pér+ 2 movimentos. E
como por construcao, cada subgrafo auxiliar Enrepresenta uma aresta dg, e os
veértices pertencentes ao nucleo de um subgrafo auxiliar estao associados a véftiges de
logo os veértices emiV’’ correspondem a uma cobertura por verticesdede tamanho
kE+2. o

Lema 7. INUNDAGAO em(C? & um caso particular do jogo em grades circulages n.

Prova. Sejavi,ws,...,v, 0s vértices do graf6’?. Entao, tomando indices circulares, a
vizinhanca de; &€ {v;_2,v;_1,Vi11,Vit2}-

Cria-se uma grade circularx n T equivalente &> como segue:

e Paran par:
— definimosq,,, ¢, Gass Gbs» - - - » Qa1 5 @b,_, COMO a primeira linha;
— definimosgy, , Guys Gbys ass Qoss - - - 5 Gayy—os Qoo » 4a,, COMO @ segunda linha.
e Paran impar:
— definimosq,, , Guss Qbss Gas s Qoss - - - 5 Gay_os Qoo §a,, COMO @ primeira linha;
— definimosqy, , Gy, Gass Goss - - - 5 Qa1 5 @b, _, COMO a segunda linha.

Paran impar, note que as casas e ¢,, nao existem. Em ambas construg¢des as
casasy,, € g, (se existe) recebe a mesma coloragae,dé/eja a Figura 5. Assumindo
que o “componentefq,,, g, } (ou simplesmentéq,. }, paran impar e; = 2 oui = n)
representa o vértice, podemos observar que:

1. paran par, uma casa de cog adjacente q,,, », } em7’ se e somente 3 possuli
um vizinho de cor;

2. paran impar, a mesma propriedade acima é valida, exceto parg e {q.,}
que deveriam ser adjacentes; entretanto, como ambos sao ajacentes ao componente
{44,, a0, } Que representa o veértice piv), esta adjacéncia torna-se redundante.

Logo, INUNDACAO emC% pode ser representado como uma grade cir@uar.

(a) (b)

Figura 5. (a) grade circular 2 x n para n par; (b) grade circular 2 x n para n impatr.
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Corolario 8. Paran par,INUNDAGAO LIVRE em(C? & um caso particular de(NUNDAGAO
LIVRE em grades circulare® x n.

Prova. Usa a mesma constru¢cao do Lema 7 papar. o

Teorema 9. INUNDACAO LIVRE permance NP-di€il em grades circulare8 x n.
Prova. Segue diretamente do Corolario 8 e do Teorema 6.

Teorema 10.INUNDAGAO emC? pode ser solucionado em tempo polinomial.

Prova. Sejas, v, vs,...,v, 1 0S vértices do graf@'?, ondes & o pivd do jogo. Sej&

uma sequéncia 6tima de movimentos para inuni¢farDizemos quey; € inundado pela
direita por S sei < 2, oui < n — 3 e antes de jogar o movimento € S que inunday;,
existe um caminho de atév; tal que todo vértice interno desse caminho & inundado pela
direita e pertence aB(C?). Por outro lado, um vértice éinundado pela esquerda pét

se nao é inundado pela direita.

Note que mesmo removendo todas as arestas que conectam vértices inundados pela
direita a vértices inundados pela esquerda, & possivel agleanundarC?.

Sejav;, v;;1 0 par consecutivo de vértices inundados de pela direita com maior
indice:, ev; o vértice inundado pela direita com maior indjcgj > i + 1). Observe que
os demais vértices inundados pela direita pertencém &k < i} ou{v,x | (1 +1) <
(i+ k) <jekmod2 # 0}.

Seja H, o subgrafo induzido pos e os vértices inundados pela direitafHe o
subgrafo induzido pos e os vértices inundados pela esquerda. Podemos remover todas as
arestas que conectam vértices inundados pela direita a vértices inundados pela esquerda e
construir umd-tabuleiro2 x n. B utilizando uma construgao similar a apresentada no Lema
7. Uma inundagao 6tima d@ corresponde a uma inundacao otimatfe

Como os vertices;, v;41,v; NA0 s&o previamente conhecidos, devemos executar
este processo para cada possibilidade. Portanto, podemos solusiorart; Ao em C?
em tempaD(kn?). o

Teorema 11.Uma solu@o 2-aproximativa pardNUNDAGAO emC? pode ser encontrada
em tempa) (n?).

Prova. Repetindo o mesmo processo descrito no Teorema 10, construimbsatneiro
2 x n, B;, para cada possibilidade. Dado urtabuleiro2 x n B;, aplicamos o algoritmo
de tempo de execuc@@(n) para tabuleiro® x n descrito em [Clifford (2011)] paréB;),

e (B;),, obtendo uma inundagao paba

Sendal/(G) o nimero minimo de movimentos para inundar um gfafe B, = B
o tabuleiro que minimiza o nUmero de movimentos obtidos pela inundagao descrita acima.
EntdoM (B,) < M(C?) e M(B;) < M(C?), caso contrarid/(H,) e M (H;) ndo seriam
minimos. Logo concluimos que:

M(B) < M(B,) + M(B)) < M(C2) + M(C2) = 2M(C3).

Portanto, podemos obter uma solugao 2-aproximativa paredAGA0 emC? em
tempoO(n®). o
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5 Conclusio

Recentemente, a complexidade de jogos de inundacao vém sendo amplamente estudados,
no entanto, a maioria dos trabalhos existentes se restrigem ao estudo desses jogos em ta-
buleiros do tipo grade.

Neste trabalho, extendemos o estudo dos jogos de inundacao a outros tipos de ta-
buleiros, tais como arvoregstabuleiros, poténcia de ciclos e grades circulares.

Dentre os resultados obtidos, descrevemos algoritmos de tempo polinomial para
INUNDAGAO em C2, d-tabulerios e caminhos. Também mostramos qUENDAGAO &
NP-dificil para arvores binarias, & UNDAGAO LIVRE & NP-dificil paraC? e grades circu-
lares2 x n. Alem disso, descrevemos um algoritmo 2-aproximativo patesNbACAO em
C?, o qual supera o tempo de execucao do algoritmo exato por um fatofide, ondek
€ o nUmero de cores usado pelo jogo.
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