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Partição Clique-Floresta dos grafos P4-laden estendidosRaquel BravoUniversidade Federal Fluminense - UFFNiterói - RJraquel�i.u�.brSulamita KleinUniversidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJRio de Janeiro - RJsula�os.ufrj.brLoana NogueiraUniversidade Federal Fluminense - UFFNiterói - RJloana�i.u�.brRESUMOUm grafo G é P4-laden estendido se qualquer subgrafo induzido de G om no máximo seisvérties que ontém mais que dois P4's induzidos é livre de 2K2 e C4. Neste trabalho, on-sideramos o problema de partição-(C,F) de um grafo P4-laden estendido, isto é, o problemade determinar se o onjunto de vérties de um grafo P4-laden estendido pode ser partii-onado em dois subonjuntos C e F tais que C induz um grafo ompleto e F uma �oresta(grafo aílio). Apresentamos um algoritmo linear de reonheimento dos grafos P4-ladenestendidos-(C,F).PALAVRAS CHAVE: lique, grafos P4-laden estendidos, grafos-(C,F).Área prinipal: Teoria dos GrafosABSTRACTA graph G is an extended P4-laden graph if every indued subgraph of G with at most sixverties that ontains more than two indued P4's is {2K2, C4}-free. This work onsiders theproblem of (C,F)-partitions of extended P4-laden graphs, that is, the problem of determiningif the set of verties of an extended P4-laden graph an be partitioned into subsets C and Fsuh that C indues a omplete graph and F indues a forest (ayli graph). We haraterizethe extended P4-laden-(C,F) graphs by forbidden subgraphs and we present a linear-timealgorithm to reognize this lass.KEYWORDS: lique, extended P4-laden graphs, (C,F)-graphs.Main area: Graph Theory
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1. IntroduçãoEm geral, os problemas de partição de grafos objetivam dividir o onjunto de vérties emsubonjuntos V1, V2, . . . , Vk, onde V1 ∪ V2 ∪ . . . Vk = V e Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j, 1 ≤ i ≤ k e
1 ≤ j ≤ k, exigindo-se, porém, algumas propriedades sobre estes subonjuntos de vérties.Estas propriedades podem ser internas, omo por exemplo exigir que os vérties de adasubonjunto Vi sejam ompletamente adjaentes (isto é, uma lique) ou ompletamente não-adjaentes (isto é, um onjunto independente), ou externas, onde as exigênias são feitassobre os pares (Vi, Vj), omo por exemplo exigir que Vi e Vj sejam ompletamente adjaentesou não-adjaentes entre si. Um dos problemas mais famosos que se insere neste ontexto é oproblema da k-oloração, onde proura-se partiionar o onjunto de vérties de um grafo em
k onjuntos independentes V1, . . . , Vk (sem restrições externas). Sabe-se que esse problemaé polinomial para k ≤ 2 e NP-Completo para k ≥ 3.Outro problema bastante onheido de partiionamento de grafos é veri�ar se um dadografo G é split, ou, equivalentemente, veri�ar se o onjunto de vérties de G pode serpartiionado em dois subonjuntos, onde um deles é independente e o outro é uma lique.Reentemente, foi estudada por Yang e Yuan (2006) uma nova partição em grafos, denomina-da quase-bipartição. Nesse estudo os autores reonheem grafos que podem ser partiionadosem um onjunto independente e um grafo aílio, denominados grafos quase-bipartidos,propondo uma araterização para grafos om grau máximo 3 e diâmetro 2. Além disso,provaram que o reonheimento dos grafos quase-bipartidos é NP-ompleto para grafos ondeo grau máximo é 4 ou onde o diâmetro é 4.Baseados nesses estudos, onsideramos o problema de partiionar um grafo em dois subon-juntos A e B, tais que A induz um grafo aílio, ou equivalentemente uma �oresta, e B éuma lique, que pode ser vista omo uma lique-transversal de ilos, i.e., uma lique queinterepta todos os ilos do grafo. Denotamos tais grafos por grafos-(C,F).Neste trabalho, onsideramos a lasse dos grafos P4-laden estendidos, lasse esta onheidapor onter pouos P4's. Mais preisamente, um grafo G é P4-laden estendido se qualquersubgrafo induzido om no máximo seis vérties que ontém mais que dois P4's induzidosé livre de 2K2 e C4. Essa lasse ontém estritamente a lasse dos grafos P4-esparsos e,onsequentemente, a dos ografos. Além disso, essa lasse não está ontida na lasse dosgrafos perfeitos, o que a torna uma lasse interessante para estudo. Os grafos P4-ladenestendidos que podem ser partiionados em uma lique C e uma �oresta F são denominadosgrafos P4-laden-estendidos-(C,F).1.1. PreliminaresOs grafos onsiderados neste trabalho são simples, isto é, sem laços e sem arestas paralelas.A seguir, apresentamos as de�nições neessárias para o entendimento do nosso trabalho.Denotamos por G o omplemento de G, isto é, o grafo que possui o mesmo onjunto devérties de G e tal que dois vérties são adjaentes em G se e somente se não são adjaentesem G. Para V ′ ⊆ V , G[V ′] denota o subgrafo de G induzido por V ′. Uma lique (res-petivamente, onjunto independente) é um subonjunto de vérties induzindo um subgrafoompleto (respetivamente, sem arestas), não neessariamente maximal. O grafo ompleto(respetivamente, sem arestas) om r vérties é denotado por Kr (respetivamente, Ir).Denotamos por Pk um aminho sem ordas om k vérties e k − 1 arestas. O omprimento
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de um aminho Pk é k − 1. Denotamos por Ck um ilo sem ordas om k vérties e karestas. O grafo P4 om vérties u, v, w, x e arestas uv, vw,wx é denotado por uvwx. Osvérties v e w são seus pontos interiores e os vérties u e x são seus pontos extremos.Os grafos P4-laden estendidos foram araterizados por Giakoumakis (1996) através daténia de deomposição e por meio de grafos espeiais, hamados de quase-aranhas epseudo-split. Tais grafos podem ser representados através de uma árvore de deomposi-ção, hamada árvore primeval. Antes de apresentarmos tal árvore, introduzimos os grafosp-onexos e p-onexos separáveis.Dizemos que um grafo G é p-onexo se para toda partição de V em dois onjuntos disjuntosnão-vazios V1 e V2, existe um P4 induzido ruzando os onjuntos V1 e V2, isto é, um P4induzido ontendo vérties tanto de V1 quanto de V2. Os omponentes p-onexos de umgrafo são os subgrafos induzidos maximais que são p-onexos. Observe que um omponentep-onexo onsiste de um únio vértie ou de pelo menos quatro vérties.Um grafo p-onexo é dito separável se o onjunto de vérties V pode ser partiionado emdois onjuntos disjuntos não-vazios V1 e V2 de tal forma que todo P4 ruzando V1 e V2,possui seus pontos interiores em V1 e seus pontos extremos em V2. Neste aso, dizemos que
(V1, V2) é uma separação de G.Teorema 1. [Jamison e Olariu (1995)] Para um grafo arbitrário G, exatamente uma dasseguintes ondições é satisfeita:1. G é desonexo;2. G é desonexo;3. Existe um únio omponente p-onexo separável H de G om uma partição (H1,H2)tal que todo vértie não pertenente a H é adjaente a todos os vérties de H1 e anenhum vértie de H2;4. G é p-onexo.Como observado por Jamison et al. (1995), esse teorema implia, de forma natural, noesquema de deomposição primeval para grafos. Para sermos mais espeí�os, vamos de�niralgumas operações.Sejam G1 = (V1, E1) e G2 = (V2, E2) grafos disjuntos. A união e o �join� de G1 e G2 sãografos que resultam, respetivamente, das operações:

• G1©0 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)

• G1©1 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ {xy|x ∈ V1, y ∈ V2}).Claramente, as operações ©0 e ©1 estão relaionadas aos dois primeiros asos do Teorema 1.Sejam G1 = (V1, E1) um grafo p-onexo separável om separação (V 1
1
, V 2

1
) e G2 = (V2, E2)um grafo arbitrário disjunto de G1. O tereiro aso do Teorema 1 é representado pelaseguinte operação:

• G1©2 G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ {xy|x ∈ V 1

1
, y ∈ V2})
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Como desrito por Jamison et al. (1995), todo grafo G ou é um grafo p-onexo ou pode serobtido uniamente de seus omponentes p-onexos (p-omponentes) e de seus vérties fraos(i.e, aqueles que não estão em nenhuma p-omponente de G) através de uma sequênia �nitade operações©0 , ©1 e©2 . Além disso, o Teorema 1 nos sugere uma representação de um grafoarbitrário G através da árvore primeval, que é únia a menos de isomor�smo e denotadapor TG. Os nós internos de TG são rotulados por inteiros i ∈ {0, 1, 2}, onde um nó i indiaque o grafo assoiado à sub-árvore enraizada neste nó é obtido pelos grafos orrespondentesaos seus �lhos por uma operação i. As folhas da árvore são omponentes p-onexos de G.A Figura 1 ilustra um grafo G e sua árvore primeval TG.PSfrag replaements
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Figura 1: Um grafo G e sua árvore primeval TG.Um grafo G = (V,E) é uma aranha se V pode ser partiionado em três onjuntos S, K e
R, onde S é um onjunto independente, K é uma lique, |S| = |K| ≥ 2 e existe uma bijeção
f : S → K tal que ou NG(v) = {f(v)}, para v ∈ S (aranha magra) ou NG(v) = K\{f(v)},para v ∈ S (aranha gorda). Além disso, todo vértie de R é adjaente a todos os vérties de
K e não-adjaente a todos os vérties de S. R é dito abeça da aranha. A Figura 2 ilustrauma aranha magra e uma aranha gorda.

PSfrag replaements
G GFigura 2: G é uma aranha magra e G é uma aranha gorda.Um grafo G é dito split se o seu onjunto de vérties V (G) pode ser partiionado em umalique K e um onjunto independente S. Dizemos que (S,K) é uma partição de V (G);neste aso, esrevemos G = S ∪ K. Vale observar que tal partição não é neessariamenteúnia. Uma araterização dos grafos split a�rma que um grafo G é split se e somente se

G não ontém omo subgrafo induzido C5 ou C4 ou C4, denotado também por 2K2. Comoexemplo, os grafos Z1 e Z2 da Figura 3 são grafos split.Dado um grafo split G om partição (S,K), dizemos que G é original se todo vértie de Spossui um não vizinho em K e todo vértie de K possui um vizinho em S. Um grafo G édito pseudo-split se o seu onjunto de vérties possui uma partição (S,K,R) tal que todo
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PSfrag replaements
Z1 Z2 = Z1Figura 3: Os grafos Z1 e Z2 são grafos split.vértie de R é adjaente aos vérties de K e não-adjaente aos vérties de S, e S ∪K induzum grafo split original.Podemos visualizar S, K e R, respetivamente, omo as pernas, o orpo e a abeça dopseudo-split. Note que R pode ser vazio e, nesse aso, dizemos que o pseudo-split é semabeça. Observe que o omplemento de um pseudo-split é também um pseudo-split. Alémdisso, toda aranha é um pseudo-split. Uma quase-aranha é um grafo obtido a partir de umaaranha S = (S,K,R) om a substituição de no máximo um vértie v ∈ S ∪K por um grafo

H isomorfo a K2 ou K2, onde os vérties de H têm a mesma vizinhança de v ∈ S ∪ K.Uma quase-aranha é dita magra se o vértie substituído pertene ao onjunto de vértiesde uma aranha magra. Caso ontrário, a quase-aranha é dita gorda. A Figura 4 nos mostradois exemplos de quase-aranha: uma quase-aranha magra, om um vértie do onjunto Ssubstituído por K2, e uma quase-aranha gorda, om um vértie do onjunto K substituídopor K2.
PSfrag replaements

G GFigura 4: G é uma quase-aranha magra e G é uma quase-aranha gorda.O seguinte teorema desreve os omponentes p-onexos dos grafos P4-laden estendidos.
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Teorema 2. [Giakoumakis (1996)] Seja C um omponente p-onexo de um grafo P4-ladenestendido. Então uma das seguintes a�rmações é satisfeita:1. C é isomorfo a uma quase-aranha sem abeça;2. C é isomorfo a um pseudo-split sem abeça;3. C é isomorfo a C5, P5 ou P5.2. Resultado PrinipalNesta seção apresentamos uma araterização e um algoritmo de reonheimento dos grafos
P4-laden-estendidos-(C,F).2.1. Caraterização dos grafos P4-laden-estendidos-(C,F)O teorema seguinte arateriza, por subgrafos proibidos, os grafos P4-laden-estendidos-
(C,F).Teorema 3. Seja G um grafo P4-laden estendido. G é um grafo-(C,F) se e somente se Gnão ontém nenhum dos grafos da Figura 5 omo subgrafo induzido.

PSfrag replaements
2C3 2C4 2C5 C3 ∪C4 C3 ∪C5 C4 ∪C5

I2 + I2 + I2 2K2 + I2 I3 + I3 C5 + I2 I3 + P4 P4 + P4Figura 5: Subgrafos proibidos minimais dos grafos P4-laden estendidos-(C,F).PROVA: (⇒) É fáil veri�ar que se G ontém qualquer um dos subgrafos da Figura 5então G não é um grafo P4-laden estendido-(C,F).
(⇐) SejaG um grafo P4-laden estendido que não é (C,F). Neste aso, G ontém um subgrafoinduzido G′ que não é (C,F) e que é minimal por vérties em relação à propriedade de ser
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(C,F), ou seja, para todo vértie v ∈ V (G′), G′ − v é um grafo-(C,F). Vamos assumir, semperda de generalidade, que G′ = G. Devemos mostrar que G é um dos subgrafos da Figura5. Proedemos onsiderando três asos:CASO 1: G é desonexo.Esreva G = G1 ∪G2 ∪ . . . Gk, om k ≥ 2 e ada Gi onexo; Por minimalidade de G, ada
Gi é (C,F). Além disso, ada Gi não pode ser uma árvore, aso ontrário, G′ = G/Gi seria
(C,F), e G = G′ ∪ Gi também seria um grafo-(C,F), uma ontradição. Então, ada Gideve onter um ilo, isto é, C3, C4 ou C5, pois G é um P4-laden estendido. Como G não éuma grafo-(C,F) e é minimal então G = G1 ∪G2. Portanto, G é um dos subgrafos C3 ∪C3,
C3 ∪ C4, C3 ∪ C5, C4 ∪ C4, C4 ∪ C5, ou C5 ∪C5.CASO 2: G é desonexo.Pelas propriedades da deomposição modular, G = G1+G2+ . . .+Gk, om k ≥ 2 e ada Gié trivial ou ontém um par de vérties não adjaentes. Como G é minimal, podemos onluirque ada Gi ontém um par de vérties não adjaentes (pois aso ontrário, se algum Gi étrivial, por minimalidade G′ = G − Gi é um grafo-(C,F) e então G seria um grafo-(C,F).Contradição!). Se k ≥ 3 então, por minimalidade de G, G = I2 + I2 + I2. Agora, vamosanalisar o aso onde k = 2. Consideramos três subasos:

• CASO 2.1: Ambos G1 e G2 ontêm I3. Então, por minimalidade de G, G = I3 + I3.
• CASO 2.2: Algum dos grafos G1, G2 não ontém I3.Sem perda de generalidade, suponhamos que G2 não ontém I3.� CASO 2.2.1: G2 ontém C5.Como G1 ontém um par de vérties não adjaentes, por minimalidade de Gtemos G = I2 + C5.� CASO 2.2.2: G2 não ontém C5.Vamos analisar 4 subasos:

∗ CASO 2.2.2.a: G1 e G2 ontêm P4.Por minimalidade de G, G = P4 + P4.
∗ CASO 2.2.2.b: G1 ontém P4 e G2 não ontém P4.Como G2 não ontém C3 e não ontém P4, temos que G2 é um ografo livrede triângulos e, dessa forma, um grafo bipartido ompleto. Isto é, V (G2) éuma união de duas liques isoladas C e C ′. Assuma |C| ≥ |C ′|. Se |C ′| ≥ 2então G = G1 + G2 não é minimal, pois ontém propriamente I2 + 2K2.Logo, temos |C ′| = 1. Analisemos mais dois subasos:� Se G1 é um grafo split então V (G1) pode ser partiionado em um on-junto independente, S1, e uma lique, C1. Portanto, G é um grafo-(C,F),onde C induz o grafo G[C]+G[C1] e F induz o grafo G[C ′]+G[S1]. Con-tradição!� Se G1 não é um grafo split então G1 ontém um subgrafo H isomorfo a

2K2, C4 ou C5. Como G2 ontém um subgrafo induzido isomorfo a I2,podemos onluir, pela minimalidade de G, que G é isomorfo a I2+2K2(se H = 2K2), ou I2 + I2 + I2 (se H = C4), ou I2 + C5 (se H = C5).
∗ CASO 2.2.2.: G1 não ontém P4 e G2 ontém P4.Neste subaso, G laramente é isomorfo a I3 + P4, por minimalidade.
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∗ CASO 2.2.2.d: G1 e G2 não ontêm P4.A análise é análoga ao aso 2.2.2.b.CASO 3: G e G são onexos. Como G é um grafo P4-laden estendido, seus omponentespodem ser P5, P5, C5, um pseudo-split ou uma quase-aranha.Se G ∼= P5 ou G ∼= P5 ou G ∼= C5 então G é um grafo-(C,F). Contradição!Se G é um pseudo-split então V (G) possui a partição (S,K,R). Observe que, por minima-lidade, o grafo induzido por R é (C,F) om partição (C1, F1). Logo temos que G é (C,F)om C = K ∪ C1 e F = S ∪ F1. Impossível!Se G é uma quase-aranha, analisaremos quatro asos:
• CASO 3.1: G é uma quase-aranha om substituição de s ∈ S por um grafo isomorfo a

I2 om vérties u, v. Temos que S−{s}∪{u, v}∪K induz um grafo-(C,F), om C = Ke F = S−{s}∪{u, v}. Temos que o grafo formado por G\(S−{s}∪{u, v}∪K) = G[R]é (C,F) om partição (C1, F1), por minimalidade. Logo temos que G é (C,F), om
C = K ∪C1 e F = S − {s} ∪ {u, v} ∪ F1. Contradição!

• CASO 3.2: G é uma quase-aranha om substituição de k ∈ K por um grafo isomorfoa K2 om vérties u, v. Temos que S ∪ K − {k} ∪ {u, v} induz um grafo-(C,F), om
C = K−{k}∪{u, v} e F = S. Temos que o grafo formado porG\(S∪K−{k}∪{u, v}) =
G[R] é (C,F) om partição (C1, F1), por minimalidade. Logo temos que G é (C,F),om C = K− {k} ∪ {u, v} ∪ C1 e F = S ∪ F1. Contradição!

• CASO 3.3: G é uma quase-aranha om substituição de s ∈ S por um grafo isomorfo a
K2 om vérties u, v. Temos que S−{s}∪{u, v}∪K induz um grafo-(C,F), om C = Ke F = S−{s}∪{u, v}. Temos que o grafo formado por G\(S−{s}∪{u, v}∪K) = G[R]é (C,F)om partição (C1, F1), por minimalidade. Logo temos que G é (C,F), om
C = K ∪ C1 e F = S − {s} ∪ {u, v} ∪ F1. Contradição!

• CASO 3.4: G é uma quase-aranha om substituição de k ∈ K por um grafo isomorfoa I2 om vérties u, v. Vamos analisar dois asos:� G[R] é um grafo split. Então R pode ser partiionado em um onjunto inde-pendente I e uma lique C. Logo, G é um grafo-(C,F) om C = K − {u} ∪ C e
F = S ∪ {v} ∪ I. Impossível.� G[R] não é um grafo split. Neste aso, G[R] ontém 2K2, C4 ou C5. Porminimalidade, temos então que G = I2+2K2 ou G = I2+I2+I2 ou G = I2+C5.2.2. Reonheimento dos grafos P4-laden estendidos-(C,F) em tempo linearEm onsequênia do Teorema 5, podemos desenvolver um algoritmo para reonheer se umgrafo G P4-laden estendido, om sua árvore primeval TG, é (C,F). A omplexidade doalgoritmo é linear devido a três fatos: (i) a árvore primeval pode ser omputada em tempolinear; (ii) todos os testes lógios do algoritmo podem ser exeutados em tempo linear; (iii)ada hamada reursiva para veri�ar se um subgrafo-�lho de um nó é um grafo-(C,F) podeser feita em tempo linear, pois, para todo nó H na árvore primeval, os subgrafos-�lhos de

H determinam uma partição de V (H).
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Rio de Janeiro, Brazil1 Algoritmo de reonheimento de grafos P4-laden estendidos-(C,F)2 Sejam G1, G2, . . . , Gk os �lhos de G na árvore de deomposição primeval TG3 se G é desonexo então4 se Gi é aílio, para todo i = 1, . . . , k então5 retorne SIM e a partição lique-�oresta (∅, V (G))6 se existem Gi, Gj não aílios (i 6= j) então7 retorne N�O e o subgrafo proibido Bi ∪Bj , onde Bh é um ilo de Gh, h = i, j8 se existe exatamente um Gi não aílio então9 se Gi é, reursivamente, um grafo-(C,F) om partição (Ci, Fi) então10 retorne SIM, e a partição lique-�oresta (Ci, V (Gi)\Ci)11 senão12 retorne N�O e um subgrafo proibido Hi de Gi13 se G é desonexo então14 se Gi é trivial, para todo i = 1, . . . , k, então15 retorne SIM e a partição lique-�oresta (V (G), ∅)16 se existe exatamente um Gi não trivial então17 se Gi é, reursivamente, um grafo-(C,F) om partição (Ci, Fi) então18 retorne SIM, e a partição lique-�oresta (V (Gi)\Fi, Fi)19 senão20 retorne N�O e um subgrafo proibido Hi de Gi21 se existem Gi, Gj , Gk não triviais (i 6= j 6= k) então22 retorne N�O e o subgrafo proibido I2 + I2 + I223 se existem exatamente dois subgrafos Gi, Gj , não triviais (i 6= j) então24 se ambos Gi e Gj ontêm I3 então25 retorne N�O e o subgrafo proibido I3 + I326 se algum dos subgrafos Gi, Gj não ontêm I3, digamos Gj então27 se Gj ontém C5 então28 retorne N�O e o subgrafo proibido I2 + C529 senão30 se Gi e Gj ontêm P4 então31 retorne N�O e o subgrafo proibido P4 + P432 se Gi ontém P4 e Gj não ontém P4 então33 sejam Cj , C ′

j as liques tais que V (Gj) = Cj ∪ C
′

j e |Cj | ≥ |C
′

j |34 se |C
′

j | ≥ 2 então35 retorne N�O e o subgrafo proibido I2 + 2K236 senão37 se Gi é um grafo split então38 retorne SIM e a partição lique-�oresta (Ci ∪ Cj ∪D, Ii ∪ C
′

j),onde V (Gi) é partiionado em um onjunto independente Ii euma lique Ci e D =
⋃

t6=i,j V (Gt)39 senão40 tome um subgrafo proibido H de Gi isomorfo a 2K2 ou C4 ou C5,e retorne N�O e o subgrafo proibido I2 + 2K2 (se H = 2K2) ou
I2 + I2 + I2 (se H = C4) ou I2 + C5 (se H = C5)41 se Gi não ontém P4 e Gj ontêm P4 então42 retorne N�O e o subgrafo proibido I3 + P443 se Gi e Gj não ontêm P4 então44 exeute o mesmo proedimento das linhas 34 a 4145 se G e G são onexos então46 se G = P5 ou G = P5 ou G = C5 ou G é um pseudo-split ou G é uma quase-aranha omsubstituição de: s ∈ S por K2, s ∈ S por K2 ou k ∈ K por K2 então47 retorne SIM48 senão49 se R induz um grafo split então50 retorne SIM51 senão52 tome um subgrafo proibido H de Gi isomorfo a 2K2 ou a C4 ou a C5, e retorneN�O e o subgrafo proibido I2 + 2K2 (se H = 2K2) ou I2 + I2 + I2 (se H = C4)ou I2 + C5 (se H = C5)53 Fim do algoritmo.
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