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Resumo

Os grafos aranha vém sendo estudados recentemente em problemas de coloragdo. Como o
namero cromatico de um grafo esta relacionado com seu indice (maior autovalor da matriz de ad-
jacéncia do grafo) , investigaremos neste trabalho o espectro dos grafos aranha magra e aranha gorda
e dos subgrafos induzidos pela uniao de C (conjunto dos vértices do corpo da aranha) e K (conjunto
dos vértices da cabeca da aranha)com atenc¢éo especial para o indice destes grafos. Provamos que
nenhum destes grafos & um grafo integral. Estabelecemos ainda condicdes para que o indice de cada
um seja um ndmero inteiro, gerando familias infinitas de grafos-aranha nao-integrais com indice in-
teiro.

PALAVARAS CHAVE:grafo-aranha, join de grafos, indice de grafo, grafo integral.
Area: TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos

Abstract

The spider graphs have been studied recently in coloring problems. Since the chromatic num-
ber of a graph is related to its index (the largest eigenvalue of the adjacency matrix of the graph),
the aim of this paper is to investigate the spectrum of the thin spider and the thick spider and the
spectrum of the spider subgraph induced by the union of C (vertex set of the spiders body) and K
(vertex set of the spiders head), with special emphasis on the index of these graphs.. We prove that
all these graphs are non integral graphs. We have also established conditions for the index of each
one to be an integer, generating infinite families of non-integral spider graphs with integer index.

KEYWORDS: spider graph, join of graphs, index of a graph, integral graph.
Area: TAG - Theory and Algorithms in Graphs
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1 Introducao

Os grafos com poucd®, tém sido alvo de interesse em problemas de coloracdao. Em especial, os
grafos aranha vém sendo estudados neste contexto, [3]. No entanto, nao sao conhecidos resultados
espectrais de tais grafos.

Dentre as investigacdes em Teoria Espectral de Grafos, a busca por grafos integrais, isto &, aque-
les que tém todos os autovalores inteiros, vem despertando grande interesse desde 1974, quando
Harary and Schwenk colocaram a questao "Which graphs have integral spectra?”, em [7]. A partir
dai muitos outros artigos abordaram a questao, tais como, [1], [8] e [2].

Observamos entretanto que, em muitas aplicacdes, € relevante apenas que o indice (maior au-
tovalor) seja um numero inteiro. Como o indice e o nimero cromatico sao invariantes relacionados
por desigualdades, [9], [4], eles poderao coincidir apenas quando o indice for um nimero inteiro..

Isto nos motivou a buscar grafos nao-integrais com indice inteiro. No presente trabalho obte-
mos o espectro dos grafasanha gordae aranha magrano caso especial em que a cabeca & um
conjunto independente. Nestes dois casos constatamos que o grafo nunca é integral. Obtemos entao
condicBes que garantem que o indice seja um nimero inteiro e, a partir dai, sao geradas familias
infinitas de grafos nestas classes, com indice inteiro.

Seguindo nesta mesma linha de investigacao, estudamos grafos formgadasgmdois grafos
regulares, um grafo correspondendo ao corpo e outro a cabeca, de acordo com a definicao da aranha,
mas considerando o conjunto das pernas vazio. Sao os grafos aqui denominatiothde sem
pernas Também nesta classe obtemos familias infinitas de grafos nao integrais com indice inteiro.

2 Nogdes lasicas

Nesta secao estabeleceremos as definicdes, notacdes e resultados sobre grafos e matrizes, necessarios
para o desenvolvimento do trabalho.

SejaG = (V,E) um grafo simples com vértices eD(G) = diag(dy, ..., d,) a matriz diagonal
dos graus dos veértices.

SejaA(G) = (&), onde

= 1, Se Vi ~ Vj
71 0, caso contrario

a matriz deadjac@nciade G.
O espectro d& é o espectro dA(G) e o indice d&G é o maior autovalor d&(G), denotado
porind(G).
Indicaremos pod a matriz com todas as entradas iguais a um eépamatriz nula.
Enunciaremos um lema (ver [6]) sobre matrizes, essencial nas provas das duas primeiras proposi¢cdes.

LEMA 2.1. Seja M uma matriz quadrada de ordem n. Suponhamos que M seja da forma

M11 M1 ... Mgk

Mz’]_ M272 M27k
M= . . . )

M1 Mio ... Mgk

)

onde M, 1 <i,j <k, & uma matriz dejn< n; tal que suas linhasstm somas constantes iguais a
Gij. SejaM = [Gjj Jkxk- _
Entio, os autovalores del sdo tamleém autovalores de M.

Lembramos agora a definicao peén de dois grafos e um resultado sobre o polindmio carac-
teristico do grafo resultante gimin de grafos regulares.
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DEFINIG A0 2.1. [5] O join dos grafos G e G, & o grafo G \V G; obtido de G U G; inserindo
todas as asrestas entre osrtices de Ge G,

PrROPOSICAO 2.1. [5] Para i = 1,2, seja G um grafo  — regular com n vértices. Erdo o
polinbmio caractefistico do grafo GV G; é:

P(GLX)‘P(GZaX)
(X—r1)(X—r2)

P(x) = (3,

onde f(X) = X% — (ry +r2)X-+rir, — mny.
Definiremos agora os grafos aranha.

DEFINIG A0 2.2. [3] Um grafo G(V,E) &€ uma aranha se o conjunto V pode ser particionado em
conjuntos C e K tais que S= {s;,...,%} & um conjunto independente,=€{c;,...,c} uma
clique; existem todas as arestas entre égices de K e C edp ha arestas entre osértices de K e

S. Pordltimo temos que; £ adjacente a cse, e somente se= j (denominando aranha magra),
ou quando ¥ j (aranha gorda). Os conjuntos,S e K= {ry,...,r;} sdo chamados, pernas, corpo

e cabeca da aranha, nesta ordem.

Notacdo: Um grafo do tipo aranha magra sera denotadaGygk, j|, onde suas pernas e seu
corpo possuem, cadf,vértices e a cabeca possuvértices. O grafo do tipo aranha gorda sera
denotado poGglk, j]

ExempLO 2.1. Exemplo de um grafo do tipo aranha magra cuja cabec¢a forma um conjunto inde-
pendente.

Figura 1:Gy[6, 3]

ExXempPLO 2.2. Exemplo de um grafo do tipo aranha gorda cuja cabeca forma um conjunto inde-
pendente.

Figura 2:Gg4[6, 3]
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3 Propridades Espectrais das aranhas

3.1 Aranha Magra

PrRoPOSICAO 3.1. Seja Gyk, j] uma aranha magra, cuja cabegaformada por um conjunto
independente, e@b 0 seu espectré:

k—1-+/(k—=1)2+4kj+4 _1_/5 0 _14v5  k—1+4/(k=1)2+4kj+4
. 2 2 2 2
spectGmlk, j]) =

1 k-1 j k-1 1

Demonstrago. SejaGmlk, j] um grafo do tipo aranha magra, cuja cabega & um conjunto indepen-
dente. Afim de nao sobrecarregar a notacao, vamos escrever sdgeqtendo estivermos nos
referindo ao graf@m[k, j]. Podemos escrever a matriz de adjacéncia de tal grafo:

0o 1 1 | 1 o0 o | 1 1 1

1 0 1 | o0 1 o | 1 1 1
: | : | :

1 1 o | 0 o0 1 ] 1 1 1

1 0 o | o0 o o | o0 o 0

0o 1 o | o0 o o | o o 0
: | : | :

0 o 1 | o o o | o o 0

1 1 1 | 0 o0 o | o0 o 0

11 1 | o o o | o o 0
: | : | :

11 1 | o o o | o o 0

Esta matriz pode ser reescrita como uma matriz em blocos:

(J—Dix e Jixj
A(Gm) = hoxk  Okxk  Okx
Jixk Ojxk  Ojx;j

Note que todas as matrizes blocos que compdem a nA(dz) somam, em suas linhas, o
mesmo valor para cada matriz. Assim consideremos a mijgizcujas entradas sao tais somas,

ou melhor:
_ k—1 1 |
A= 1 00
k 00

Entdo pelo Lema 2.1, garantimos que 0s autovalorestdmbem szo autovalores da makiG,),
gue podem ser obtidos facilmente:

k—1—-x 1 j
p(X) = 1 X 0 |=x(-¥+xk-1)+kj+1)=0s
k 0 —x
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k—14/(k—1)2+4kj+4

S x=0o0ux= 5 3.2)
gque sao os autovalores de
Por outro lado, note que para cada R/ ortogonal &l temos um vetov= | 0, | € R,
u

onde[A(Gy)].v=0=0.v, dai temos que 0 & autovalor da ma{%,,) correspondente ao autovetor
v e R+, Como existemj — 1 vetores, linearmente independentes Rdoperpendiculares ?ﬁj,
entao 0 é autovalor d8,,, com multiplicidade pelo menos— 1.

Dai e3.1ja obtemos que 0 & autovalor Gg, com multiplicade ao menos

Provaremos agora qu@lﬂzﬁ—\/g & autovalor do grafo. Para isso, de forma analoga ao feito

u
acima, para cada vetare R/ ortogonal &i; considere o vetow = | —=1¥8y | € R*H. As-
0
—u— _]-%@u LZ\/BU u
sim: [A(Gp)].w = u = u — =15 — LBy | = —1:¥5 w. Con-
0 0 0

cluimos que‘l%@ € autovalor do grafo com multiplicidade- 1.

Por procedimento semelhante podemos concluira%‘gé@ € autovalor com multiplicidade
k—1.

Obtivemos exatamentg+ 2k autovalores, completando o espectro do grafo aranha conforme
desejado.

Observa@o: Decorre do teorema acima que, pkra 2, a aranha magra com cabeca formada
por conjunto independenty[k, j] ndo & um grafo integral.

PROPOSICAO 3.2. Seja Gyk, j] um grafo aranha magra cuja cabe€aum conjunto independente.
Sedj € N tal que k= j(j —3) + 1, endo ind(Gnlk, j]) € IN.

Demonstrago. SejaGnlk, j] um grafo aranha magra cuja cabe¢a & um conjunto independente.

Comoj >3 ek=j(j—3)+1, pela Proposicao 3.1 temos qud[Gn[k, j]] = Kbty (k;1>2+4kj+4.
Substituinddk por j(j — 3) + 1 e simplificando, podemos verificar que
ind(Gmlk, j]) = 1(1—3)+j(12—3)+(21—2) _ j2 ~2j-1€eN.

3.2 Aranha Gorda

PROPOSICAO 3.3. Seja Gk, j] um grafo aranha gorda, cuja cabegaum conjunto independente.
Ento o espectro de tal grafo pode ser dado por:

kloB-120ak] 16 o —14y5  k-Lty/Bk-1214]
2 2 2 2

spectGglk, j]) =
1 k=1 j k-1 1

Demonstrago. SejaGglk, j] um grafo do tipo aranha gorda, cuja cabec¢a & um conjunto indepen-
dente. Novamente, escreveremos ap&hgguando estivermos nos referindo ao gréfgk, j|. Dai,
obtemos a matriz de adjacéncia do grafo aranha gorda:
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0o 1 1 ] o0 1 1] 1 1 1

1 0 1 | 1 o0 1] 1 1 1
: | : | !

11 o | 1 1 o | 1 1 1

0o 1 1 | o0 o0 o | o0 o 0

1 0 1 | o0 o o | o o 0
: | : | :

11 o | o o o | o0 o 0

11 1 | 0 o0 o | o0 o 0

11 1 | o0 o o | o0 o 0
: | : | :

11 1 | 0 0 o | o0 o 0

que pode ser reescrita em blocos como:

T=Dixk (T —Dixx Tk
A(Gg) = | (J—1xk Okxk Ok
Tixk Ojxk  Ojx;
_ k—1 k=1 |j
Ao substituir cada bloco pela soma de suas respectivas linhas, obtemos #mafrixk—1 0 0
k 0 O
Novamente, pelo Lema 2.1, sabemos que os autovalorAgatebém sao valores do grafo aranha
gordaGgq € ainda, tais autovalores sao

X=0o0ux=

k—1+/5(k— 1)2 +4K]
5 (3.2)

Por outro lado, de forma completamente semelhante ao feito no caso da aranha magra, mostraremos
os demais autovalores do grafo. Para isso, considere paraucadd tal queu L 1;, o vetor

O
V= Bk S R+,
u
O
E facil verificar queA(Gy).v=0=0. | G |, donde segue que 0 & autovalor@gcom mul-
u

tiplicidade ao meno$— 1. Dai e 3.2 garantimos que 0O & autovalor da aranha gorda com multiplici-
dade ao menog
Ainda de forma semelhante ao feito com a aranha magra, notemos que para &ifja L 1, o
u _u— Y51y
V61 ; ; 2 VE+1 :

vetorw= | ¥S—=.u | satisfaz aigualdad&(Gg).w = —u = —¥3=.w, garantindo

0 0,
que —@ € autovalor do grafo com multiplicidade ao merdos 1. Pelo mesmo racioninio,
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u u
para cadai € R¥; u L I temos queA(Gg). | =2=tu | = V51 —v5-1y |, garantindo que
0 0;

#5*1 € autovalor do grafo aranha gorda com multiplicidadel.
Exibimos assim todo o espectro do gré&g.

Observa@o: Decorre do teorema acima que, também neste casokpats a aranha gorda
com cabeca formada por conjunto independ@yi, j] nao & um grafo integral.

PrROPOSICAO 3.4. Seja Gk, j] um grafo aranha gorda com a cabega formando um conjunto
independente. Se j for um quadrado perfeito-e k+ 3,/j + 1 entio ind(Gy) & um rimero inteiro.

Demonstrago. SejaGy um grafo aranha gorda cuja cabeg¢a & um conjunto independente. Da

Proposi¢ao 3.3 sabemos dimel(Gy) = KLty 5(;71)44'”'. Consideremos qué & um quadrado
perfeito.
Suponha o caso em gke= j —3,/j+ 1, ao substituir no indice do grafo, encontrarmgGy) =

i— A/ —7)2j . , , . . ., .
I=3VIH 2<3‘/I 7 2j —5,/] que & um nimero inteiro, uma vez gué um quadrado perfeito.

Por outro lado, s& = j + 3,/j + 1, por raciocinio analogo ao caso anterior, obtemos que
ind(Gg) = 2j +5,/] que também & um numero inteiro, concluindo assim a prova.

3.3 Aranha Sem Pernas

Introduziremos agora uma nova definicao, que pode ser vista como uma varia¢ao dos grafos do tipo
aranha.

DEFINIG A0 3.1. Seja Gk, j| um grafo aranha. O subgrafo induzido porKC & chamado grafo
do tipo Aranha Sem Pernas.

Observaco: Note que um grafo do tipo Aranha Sem Pernas & o gfafe G, ondeKy &€ o
grafo completo dé& vértices que representa o corpG @ cabeca da aranha, cgmaértices. Assim,
a aranha sem pernas sera denotad&porG;.

Da Proposicao 2.1 segue queGefor um grafo regular nao-integral entdo a aranha sem pernas
Kk V Gj & nao integral. Ainda como decorréncia da Proposi¢cao 2.1, obtemos o proximo corolario,
gue estabelece condicdes para obtencao de grafos deste tipo ndo-integrais mas com indice inteiro.

COROLARIO 3.1. Seja KV G; um grafo aranha sem pernas comj k> 3. Se G & 2-regular tal
que (k— 3)2+4kj & um quadrado perfeito e ind(Ky v Gj) € N

Demonstrago. SejaH = Ky Vv Gj comk, j > 3 ondeG; & 2-regular. Considere ainda qde € 7
tal que(k— 3)?+ 4k j = m?. Pela Proposicao 2.1, como o grauGlgé 2 e deKy €k — 1, segue que
0 polinbmio caracteristico dd é:

P(Kx,X).P(Gj,X)
pS(X) = (X— (k— 1))():_ 2) f(X),

com f(x) = x% — (k+ 1)x+2(k— 1) — Kkj.

N . k- 14/ (K—3) 2 4K]
Sabemos que a maior raiz f¢x) é p= kit 1t/ (k=3)2+4Kj

2
Vamos mostrar que € o indice deH. Sabemos que md(Ky) = k—1 eind(Gj) = 2 ja que
sao grafogk — 1)-regular e 2-regular nesta ordem. Por outro lado, sabemos que os autovalores de
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H = K Vv G; sao os autovalores do graq, do grafoG e as raizes dé(x), exceto os autovalores
(k—1) e 2 (por simplificacdo da fracao). Entp& indice deH sep > k— 1 e p > 2. De fato,como

k, j > 3 temos quep > Kty (k3 W =k—1ecomdk—1>2, também segue que> 2, garantindo

& A indi A ; kt1+
quepéo indice do graféd. Observando quke mtém a mesma paridade, temos que “=5T &
um inteiro.

O proximo corolario, consequéncia imediata do anterior, nos permite gerar infinitos grafos com
indice inteiro.

COROLARIO 3.2. Seja K Vv Gj um grafo aranha sem pernas ond¢ &um grafo2-regular. Para
t,k € N com k> 3, seja j= (t2 —t)k+ 3t. Enfo ind(Ky Vv Gj) & inteiro.

Observagio: Parat,k € N comt > 1 ek > 3, comj = (t> —t)k + 3t, temos queK vV C; &
nao-integral e tem indice inteiro. O espectro do ciclo & conhecido e sabemGs gutegral se,
e somente sg, = 3,4 ou 6. A condi¢ad > 1 implica queC; # C3 e 0s casog =4 e j = 6 nao
satisfazem as condi¢cOes para nenhuak.

ExempLO 3.1. Considere o grafo aranha4&/ Cs. Neste caso como a cabegaim subgrafo ciclo
Cs, pelo Coroario 3.1 temos in@K4 v Cs) = 5+T‘/8_1 =7.

Figura 3:K4VCs

COROLARIO 3.3. Seja KV Gj, j > k um grafo aranha sem pernas ondg &um grafo(k — 1)-
regular. Se k g um quadrado perfeito, éim ind(Ky vV G;) & inteiro.

Demonstrago. SejaH = Ky Vv G;j tal queG & um grafo(k — 1)-regular comj vértices. Considere
aindakj quadrado perfeito. De forma semelhante a demonstracao do Corolario 3.1 temos pela
Proposicao 2.1 que o polindmio caracteristicdde

P(Kk,X).P(Gj ,X)

PH(X) = X (k= 1)) (x— (k— 1))9(X),

comg(x) = X% — 2(k— 1)x+ (k—1)2—kj. Temos que a maior raiz dgfx), q = 223
k—1+ /K], & o indice do grafo aranha sem pernas. Pois deKatd, &€ o maior dos autovalores
deKy eG, e temogy > k— 1.

E comok j & quadrado perfeito, temos gimel(H) =k—1+kj€ Z

ExemMpPLO 3.2. Da mesma forma queidtimo exemplo, considere o grafo aranhg\K4Ks. Enfio
como ks e 4K possuem grad = k— 1 e estelltimo tem20 = j vértices segue pelo pelo Coéslo
3.3 que indKs Vv 4Ks) = 4+ 1/5.20= 14.

4112



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacion Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

Figura 4:Ks Vv 4K5

Observa@o: Em geral, os cordirios acima, @0 valem mais quando acrescentamopasias
nos grafos IgV Gj, transformando-os num grafo do tipo aranha magra[kSj]) ou gorda (S[k, j)),
cuja cabecét o grafo G, istcg, quando S (pernas) deixa de ser um conjunto vazio, conforme nos
casos abaixo:
Consideremos os grafos,{3},5] e Gy[4,5] cuja cabecee o ciclo G. Constatamos com ailixo
do software newGraph que

ind(Gpn[4,5]) = 7,07903e ind(G,[4,5]) = 7,70258

Ainda, considerando o grafo aranha magra ou gorda, cuja cak®dis, constatamos com
auxlio do software newGraph que:

ind(Gp[5,20)) = 14,03569¢ ind(Gy[5,50]) = 14,56436

Observa@o: Pesquisa realizada com apoio do CNPq e FAPERJ.
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