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RESUMO

Neste trabalho é apresentado um algoritmo que resolve o problema de fluxo méaximo
multiterminal. O método proposto se baseia na teoria recente sobre andlise de sensibilidade, que
estuda a influéncia da variacdo da capacidade de uma aresta sobre os fluxos maximos
multiterminais. Técnicas dos metodos tradicionais que abordam o problema original, tais como
contracdo de nos e construcdo de arvores de corte, também fazem parte do método proposto. Por
fim, é apresentada passo a passo a aplicacdo do algoritmo proposto em uma instancia do
problema original, assim como uma variante do algoritmo proposto.

PALAVRAS-CHAVE. Fluxos em redes multiterminais, Analise de sensibilidade, Arvore de
cortes.

TAG, TEL&SI.
ABSTRACT

In this work, we present an algorithm that solves the problem of multiterminal
maximum flow. The proposed method is based on the recent theory on sensitivity analysis, which
examines the influence of the capacity variation of an edge on the maxima multiterminal flows.
Techniques of traditional methods that address the original problem, such as contraction of nodes
and construction of cut trees, are also part of the proposed method. Finally, it is presented step by
step the application of the proposed algorithm on an instance of the original problem, as well as a
variant of the proposed algorithm.
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1. Introdugéo

Derivado do famoso problema de encontrar o fluxo maximo entre um né origem e um no
destino de uma rede, o problema do fluxo maximo multiterminal consiste em encontrar o fluxo
maximo entre todos os pares de nés da rede. Este problema surge no contexto de fluxos em redes,
tema que possui diversas aplicacdes, especialmente nos campos de transporte, telecomunicacfes
e energia. Mais especificamente, problemas de fluxos em redes abordam, por exemplo, o
problema de alocacdo, com a producdo de fornecedores suprindo demandas de clientes, o
problema de custo minimo, que objetiva reduzir custos de operagdes, e o problema de fluxo
méaximo, que busca obter o maior valor do fluxo de operagbes. Mais exemplos podem ser
encontrados em Agarwal e Arora (1976), Bako (1974) e Diallo (2011).

E importante ressaltar que o problema de fluxo multiterminal é diferente do problema de
multifluxos, ou multiproduto. Nestes, os fluxos entre varias origens e varios destinos sdo
calculados simultaneamente na rede, enquanto naquele, apesar de o fluxo maximo entre todos 0s
pares de nos ser determinado, sdo considerados, a cada momento, uma unica origem e um unico
destino na rede.

Na década de 50, Ford e Fulkerson (1973) popularizaram o problema do fluxo méximo
com seu método de resolucdo. Eles, especialmente, demonstraram a relacéo entre o fluxo maximo
e 0 corte minimo, uma extensdo do Teorema de Menger. Assim, o problema multiterminal, por
sua vez, estava resolvido, bastando aplicar o algoritmo n(n —1)/2 vezes para determinar o fluxo

maximo entre todos os pares de nds de uma rede simétrica com n nos.
Alguns anos mais tarde, Gomory e Hu (1961) desenvolveram um método capaz de
resolver o problema de fluxo méaximo multiterminal executando apenas n —1 vezes o algoritmo

de fluxo méaximo. O resultado do algoritmo é exposto através de uma arvore de cortes, que reflete
todos os fluxos maximos. Em 1990, Gusfield (1990) apresenta um procedimento mais simples de
obter a mesma arvore de cortes, mas que também utiliza n — 1 algoritmos de fluxo méaximo.

A teoria de andlise de sensibilidade em fluxos multiterminais teve seu inicio na década de
60 com Elmaghraby (1964). Ele estudou os efeitos nos fluxos méaximos de uma rede sob a
variacdo da capacidade de uma Unica aresta (paramétrica) da rede. Ele observou que, para
determinados valores de capacidade da aresta paramétrica, alguns fluxos maximos se alteravam.
Ele nomeou estes valores de capacidades criticas, e transferiu a analise de sensibilidade de
fluxos multiterminais para o problema de determinar todas as capacidades criticas. Por fim,
concluiu que era necesséario calcular uma arvore de cortes para obter cada capacidade critica.

Recentemente, Berthomé et al. (2003) e Diallo (2003) demonstraram que, com apenas
duas arvores de cortes, é possivel determinar todas as capacidades criticas. Eles expandiram este

resultado para o caso de uma rede com k arestas paramétricas, observando que 2% arvores de
cortes sdo suficientes para calcular todos os fluxos maximos para quaisquer valores dos
parametros.

Com o objetivo de reduzir a complexidade dos algoritmos que necessitam calcular duas
ou mais arvores de cortes em seqiiéncia, para o caso de uma Unica aresta paramétrica na rede,
Barth et al. (2006) mostraram como utilizar as informagdes de uma arvore de cortes ja calculada
para construir a seguinte.

Neste trabalho, uma extensdo do resultado de Barth et al. (2006) é apresentada,
abordando ndo somente o caso de uma Unica aresta paramétrica na rede, mas, também, o caso de
mdaltiplas arestas paramétricas.

Utilizar as informacGes de uma arvore de cortes ja calculada para computar a proxima
arvore é a idéia central do algoritmo proposto neste trabalho. Com o auxilio das técnicas de
contracdo de Gomory e Hu e do procedimento algoritmico de Gusfield de construcdo de arvores
de cortes, 0 método proposto busca construir uma arvore de cortes de uma rede através da
construcdo de uma sequéncia de arvores intermediarias, procurando sempre aplicar o algoritmo
de fluxo maximo em redes consideravelmente menores do que a original.

Este trabalho esta dividido em 5 sec@es, sendo esta introducao a primeira delas. A secao
2 apresenta a notagcdo aqui usada, assim como conceitos basicos que se referem ao problema aqui
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abordado. Na secdo 3, sdo apresentados os métodos de Gomory e Hu (1961) e de Gusfield
(1990), que serdo usados pelo algoritmo proposto. Na Secdo 4 é apresentada a teoria da analise de
sensibilidade em fluxos multiterminal, a qual servira de base para a construcdo do algoritmo
proposto neste trabalho. A extensdo para o caso paramétrico é brevemente abordada. A secdo
5 apresenta, em detalhes, o algoritmo tema deste trabalho. Um exemplo é utilizado para ilustrar
com maior clareza seu funcionamento. Na Secdo 6 encontram-se 0s comentarios finais seguidos
por sugestdes de trabalhos futuros.

2. Notagdo e Conceitos basicos

Assumiremos aqui que o leitor tenha conhecimentos basicos sobre a teoria dos grafos e
de fluxos, assim como sobre a formulagéo do problema de fluxo méximo. Para mais informagoes
sobre grafos e fluxos, ver as referéncias Ford e Fulkerson (1973), Hu e Shing (2002) e Araujo
(2011).

Seja G = (V, E) um grafo conexo ndo direcionado, consistindo de um conjunto V de
vértices v, também chamados de nds, e um conjunto E de arestas e, onde cada aresta € um par nao
ordenado (i, j) de vértices, i, j eV . Uma rede é um grafo G associado a uma fungéo capacidade

nas arestas c: £ — R+. Um fluxo de um vértice origem (source) s a um vertice destino (terminal)

t em G é uma funcdo f/: E — R+ com a propriedade de conservagdo do fluxo em cada vértice,

exceto para s e t, ou seja, wveV \{s,t}, > f(i,v)=> f(v, j), e a propriedade de restrigéo
iev jev

de capacidade, ou seja, Vi, jeV, f (i, j)<c(i, ).

Cabe notar que arestas podem ser representadas por dois arcos de sentidos opostos.
Portanto, ao contrario dos arcos, as arestas ndo possuem sentido, ou igualmente falando, possuem
duplo sentido. Dessa forma, uma rede ndo direcionada possui a mesma estrutura de uma rede
direcionada simétrica, onde cada arco possui a mesma capacidade da aresta original,
possibilitando assim capacidade igual para qualquer sentido.

Como nomenclatura, neste trabalho, a letra n representard o numero de nds em um grafo,
e a letra m o0 nimero de arestas de um grafo. Denotaremos por (s - t) 0 corte que separa 0S nds s e
t, por c(s - t) a capacidade do corte, e por (x, >?) um corte que separa 0s nos de um grafo em dois

subconjuntos complementares, sejam X e X . Dentre todos 0s possiveis cortes que Separam s e t,
aquele com a menor capacidade é chamado de corte minimo. O fluxo maximo entre um par de
nos s e t serd representado por fs;.

3. Procedimentos bésicos

Nesta secdo serdo detalhados os procedimentos de Gomory e Hu (1961) e de Gusfield
(1990) que serdo utilizados no algoritmo aqui proposto. E importante notar que esses algoritmos
resolvem o problema de fluxo maximo multiterminal em redes ndo direcionadas. Para o leitor
interessado no estudo do caso de redes direcionadas, ver Scutella (2003).

3.1. Método de Gomory e Hu
Apos a observacéo da existéncia de no maximo n —1 valores distintos de fluxo méximo

em uma rede, Gomory e Hu desenvolveram um método capaz de obter os n(n —1)/2 valores de
fluxo maximo por meio de contracdes e de n —1 execugdes do algoritmo de fluxo méaximo, cujo
resultado final é expresso pela arvore de cortes (definigéo 1).

Definicdo 1. Uma arvore de cortes (cut tree) de uma rede G = (V, E) é uma arvore CT = (V, E")
obtida de G, com capacidades nas arestas e com 0s mesmos vértices de G. CT tem as seguintes
propriedades:

1. Arvore de fluxo equivalente: o valor do fluxo maximo entre qualquer s e t de G é igual ao
valor do fluxo maximo em CT entre s e t, isto €, a menor das capacidades das arestas do
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Unico caminho de s para t em CT; deste modo, os fluxos maximos entre todos os pares de
vértices de G estao representados em CT;

2. Propriedade de corte: a remocdo de qualquer aresta e de capacidade c(e) em CT separa
seus vértices em dois grupos. Esta particdo corresponde a um corte em G com
capacidade c(e).

A Figura 1 ilustra um exemplo de arvore de cortes CT construida a partir de uma rede G.
Pode-se observar, pelas propriedades mencionadas, que o corte minimo entre 0s nés 2 e 3 e 0s
nos 1 e 2 sdo respectivamente as arestas (2, 3) e (1, 2) da arvore de cortes CT. Seus fluxos
maximos sdo as capacidades destas arestas, no caso, 3 e 4. O corte minimo entre osnés 1 e 3 €
por sua vez a aresta (2, 3), com fluxo méximo igual a 3.

OnnO ;

3 1 4

G CT
Figura 1: Exemplo de uma arvore de cortes CT de uma rede G.

O algoritmo criado por Gomory e Hu induz, por meio de processos de contracdes de
vértices, a formacédo de cortes minimos que ndo se intersectam. Desta forma, eles mostraram que
o fluxo maximo calculado entre dois nés ndo contraidos em uma rede contraida tem igual valor
ao calculado na rede original. O corte minimo encontrado na rede contraida também € corte
minimo na rede original, bastando substituir os super nés pelos nés que os compdem. Nesse
algoritmo, a &rvore de cortes final é alcangada quando todos os super nds possuem apenas um no
cada, e isto acontece ap6s n —1 resolucdes do problema de fluxo maximo. A Figura 2 apresenta

0 pseudocddigo do algoritmo de Gomory e Hu (GH).
Em geral, é possivel encontrar vérias arvores de cortes para uma mesma rede. A arvore
de cortes apenas serd Unica se todos os cortes (s-t) da rede forem Unicos.

procedimento GH (G);
1 Calcule corte minimo (X , X ) entre dois nds arbitrarios da rede G;

2 Construa arvore CT contraindo X e X em dois super nds e os ligando
através de uma aresta de capacidade C (X , X );

3 enquanto existir super n6 com mais de um no faca

Selecione arbitrariamente dois nds s e t de um super né V;

5 Contraia, em G, cada componente conexo de CT\ V em um super né,
gerando uma rede contraida;

SN

6 Calcule corte minimo (Xl, )Tl) entre s e t na rede contraida
onde S € X, ete)?l;
7 Conecte 0s super nos X; e )Tl com uma aresta de capacidade C (Xl, )Tl);
8 se X estiver do mesmo lado do corte que s
9 Conecte X a X1;
10 se nao
1 Conecte X a )Tl;

12 finalize se

13 finalize enquanto
14 retorne CT;
finalize GH;
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Figura 2: Pseudocddigo do algoritmo de Gomory e Hu.

3.2. Método de Gusfield

Gusfield desenvolveu um método muito simples para construir uma arvore de cortes.
Assim como o método de Gomory e Hu, o método de Gusfield resolve o problema de fluxo
méximo multiterminal com n —1 execugdes do algoritmo de fluxo méximo, porém sua

implementacdo é muito fécil: bastam apenas cinco linhas de cdédigo adicionadas a qualquer
algoritmo que calcule corte minimo. A Figura 3 apresenta o pseudocddigo do algoritmo de
Gusfield (Gus).

Gusfield demonstrou que os procedimentos basicos do algoritmo de Gomory e Hu, isto &,
a formacdo de cortes minimos que ndo se intersectam, e a contragdo de Vvértices, ndo séo
necessarios para a construcéo de uma arvore de cortes.

procedimento Gus (G);
1 Gereaarvore estrela T onde o vértice 1 é a raiz e 0s outros
veértices de 2 a n sdo as folhas ligadas a 1;

2 para s=2an faca

3 Selecione t como sendo o (Unico) vizinho de sem T;

4 Calcule o corte minimo (X , X ) entre s e t na rede original G;

5 Marque a aresta (s, t) € T com a capacidade do corte minimo (X , )T);
6 para todo vértice | # S faca

7 se i é vizinho de t e esta do mesmo lado do corte (X , )T) que s faca
8 Desconecte i de t;

9 Conecteias;

10 Marque a nova aresta (i, s) com a capacidade da antiga aresta (i, t);
11 finalize se

12 finalize para

13 finalize para
14 retorneT;
finalize Gus;

Figura 3: Pseudocédigo do algoritmo de Gusfield.

4. Analise de Sensibilidade de fluxos maximos

Nesta secdo sera apresentada a versdo paramétrica do problema de fluxo méximo
multiterminal aqui chamada simplesmente de problema paramétrico, a qual é fundamentada na
teoria de andlise de sensibilidade de fluxos maximos multiterminal. Em termos gerais, esta teoria
estuda o comportamento do fluxo méximo entre todos os pares de nos de uma rede frente a
variacao de capacidade de uma aresta da rede.

Pioneiro no desenvolvimento de um método de resolucdo do problema paramétrico,
Elmaghraby (1964) analisou a influéncia nos fluxos méximos entre todos os pares de no6s sob a
condicdo de decréscimo linear da capacidade de uma aresta da rede. Ele langou o conceito de
capacidade critica ao observar que, o valor do fluxo maximo entre um par de vértices, na maioria
dos casos, frente a este decréscimo, se comporta da seguinte maneira:

— temporariamente sensivel a variagdo de c(e), ou seja, o valor do fluxo méaximo
permanece insensivel até um valor critico ¢* de c(e), quando entdo comeca a decrescer
proporcionalmente com o valor c(e), indicando que, a partir de c*, a aresta e esta contida
nos cortes minimos que separam o par de veértices.

Portanto, para uma variagdo decrescente, a capacidade critica c* indica o valor da
capacidade da aresta paramétrica a partir do qual a aresta passa a pertencer a um corte minimo
que separa 0s Veértices.

4018



Congreso Latino-lberoamericano
de Investigacion Operativa Septemher 24-28, 2012

Rio de Janeiro, Brazil

4.1. Variagao crescente

Berthomé et al. (2003) e Diallo (2003) apresentaram um meétodo de resolucdo mais
eficiente para o problema paramétrico. Ao contrario de Elmaghraby, eles analisaram o problema
paramétrico considerando a variagdo crescente da capacidade de uma aresta. O problema pode ser
formulado assim:

Seja G = (V, E) uma rede com origem no vértice s e destino no vértice t. Seja uma aresta
Unica e = (i, j) € E com capacidade c(e) = A, A >0. Deseja-se determinar o fluxo maximo

entre s e t para todos os valores crescentes do parametro A .

Denote por fs,t (l) o0 valor do fluxo méaximo entre s e t quando a capacidade da aresta e
é A. Ainda, denote por fs?t (ou simplesmente f°) o valor do fluxo maximo fo, (0), ou seja,
guando a aresta e € removida da rede, e, por fsf‘t’ (ou simplesmente f”) o !'ﬂl f., (1), ou seja, 0
valor do fluxo maximo quando nédo ha restricdo de capacidade em e. Este valor é finito para todos

os pares {s, t}, exceto quando s = i e t = j. Observe que calcular f.; pode ser facilmente

executado marcando a aresta e com a soma das capacidades de suas arestas adjacentes.
O valor do fluxo maximo f, (ﬂ,) para qualquer par s, t, frente a variagéo crescente de

A, pode ser:

a) Sensivel a variacdo de c(e). Este caso s6 ocorre quando s =i e t = j, pois, por definicdo, a
aresta e sempre pertencerd a um corte minimo que separa o par de vértices, e, desta
forma, o valor do fluxo maximo crescerd proporcionalmente com o valor de 4. Logo

fi’j — o0 quando A — oo;

b) Temporariamente sensivel a variagdo de c(e), ou seja, o valor do fluxo méaximo cresce
proporcionalmente com o valor de A até o valor critico A" de c(e). Neste estagio, a aresta
e estd contida em um corte minimo que separa s e t. A partir de A*, o fluxo maximo
permanece insensivel ao aumento de A, indicando que a aresta e ndo pertence a qualquer

corte minimo que separa s e t. Logo, A" é a capacidade critica deste fluxo maximo. A
Figura 4 ilustra este comportamento.

“f

foo

fO

» A

Figura 4: Fluxo maximo temporariamente sensivel & variagio de A .
c) Insensivel a variacdo de c(e). A variacdo de A, para qualquer valor, ndo influencia o
fluxo maximo entre s e t. A aresta e, neste caso, ndo pertence, em instante algum, a um

corte minimo (s-t). Observa-se que %= f~.

Portanto, para uma variagdo crescente, a capacidade critica A" indica o valor da
capacidade da aresta paramétrica a partir do qual a aresta deixa de pertencer a um corte minimo
gue separa 0s Vértices. E possivel também afirmar que, se com capacidade nula a aresta ndo faz
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parte de um corte minimo, entdo ela continua ndo fazendo parte desse corte minimo quando sua
capacidade aumenta.

4.2. Construcdo de Arvores de Cortes

Com o objetivo de diminuir a complexidade dos algoritmos que necessitam calcular duas
ou mais arvores de cortes em sequéncia, Barth et al. (2006) mostraram como utilizar as
informac@es de uma arvore de cortes ja construida para construir eficientemente a seguinte.

Para uma rede que possui apenas uma aresta com capacidade paramétrica, a variagdo
desta capacidade pode nédo influenciar o valor dos fluxos maximos (e dos cortes minimos) para
varios pares de vértices. Este resultado de Barth et al. é formalizado a seguir.

Lema 1. Seja G= (V, E) uma rede com n vérticese e = (i, j) € E tal que c(e) = 4. Sejasetum
par de vertices de G. Seja CT “ uma arvore de cortes quando c(e) = « . Se o caminho P, em

“VA>a=>0.

CT “ néo possui aresta em comum com P, ;, entdo f=1,
Demonstragdo: Utilizando a propriedade de corte da éarvore de cortes (Definicdo 1, item 2),
existe um corte minimo C., separando s e t em que ambos os vértices i e j (e = (i, J)) se

encontram no mesmo lado do corte minimo. Conseqlientemente, o corte ndo contém e para
A > a,eéinsensivel avariagdo de A .[]

Para os proximos desenvolvimentos, a seguinte definicdo se faz necesséria:

Definicéo 2. Seja G = (V, E) uma rede conexa e aciclica, ou seja, uma arvore. Seja i e j um par
de vertices de G e P, ; o (Unico) caminho entre eles. Seja X, um vértice de P,; e y?,

0<b<w,, os vizinhos de X, ndo contidos em P, ;, onde W, é o nimero total de vizinhos de
X,. Para cada y., seja T a maior subarvore de G enraizada em y n&o contendo X,. O

conjunto das arvores Tab e chamado de floresta decomposta - (i, j) de G, denotado por F, ;.

Considere uma arvore G, como na Figura 5, e 0 caminho i-3-j em G. Entdo, a floresta
decomposta-(i,j) de G é formada pelas subarvores enraizadas nos nos yiO =4, y? =7, ys=1e

y; =2deG.

OO
O,
OGO

Arvore G Floresta decomposta - (i, i)

Figura 5: Exemplo de floresta decomposta-(i, j) da arvore G.

Lema 2. Seja G uma rede com uma aresta de capacidade paramétrica e = (i, j). Seja CT* a
arvore de cortes quando c(e) = « . Seja F, ; a floresta decomposta - (i, j) de CT “. Para cada
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arvore Tab e F. ., existe uma arvore de cortes de G com c(e) = A >« que contém Tab como

i
subérvore.

O Lema 2 pode ser demonstrado via aplicacdo do algoritmo de Gomory e Hu.
Primeiramente, seja S, = X, e t, = y. pertencendo ao mesmo super né. O caminho Pslvtl em
CT“, reduzido a aresta (X, yg), nao possui aresta em comum com P, ;. Assim, com base no
Lema 1, o corte minimo entre S, e t, pode ser obtido de CT “. A partir desta escolha, os super
nés resultantes sdo SV, com todos os elementos de T, e SV, com os outros elementos da rede.
Continuando o algoritmo de Gomory e Hu para o super n6 SV, e sempre obtendo 0s cortes
minimos de CT “, ao final, teremos reconstruido toda a estrutura de Tab )

Teorema 1. Seja G”* uma rede com uma aresta e = (i, j) de capacidade paramétrica c(e) = A .
Seja CT“ uma arvore de cortes obtida quando c(e) = « . Seja P, ; o caminho entre i e j em

CT“. Para 1>« é suficiente calcular | P, ; |1 cortes minimos em G*a fim de obter a

arvore de cortes CT*.

A demonstracdo do Teorema 1 estd baseada no algoritmo de Gomory e Hu. O ponto

principal é escolher 0s n6s s e t no algoritmo de forma a reconstruir, em primeiro lugar, de acordo
com o Lema 2, todas as Tab, sem executar, sequer, um algoritmo de corte minimo. Neste

momento, a arvore intermediéria encontra-se estruturada com um super né composto por todos 0s
elementos do caminho P, ; ao qual todas as subarvores T estdo conectadas. A partir deste

ponto, o algoritmo de Gomory e Hu processara normalmente, executando, entdo, |PLj |-1
cortes minimos.

Uma extensdo ao Teorema 1 de Barth et al. (2006), para o caso de vérias arestas com
capacidades paramétricas, é apresentada neste trabalho a seguir.

Teorema 2. Sejam CT uma arvore de cortes de uma rede G = (V, E) e P uma subarvore de CT.
Considere E' um conjunto de arestas ndo contidas em E, mas com extremidades em P. Para se
obter uma arvore de cortes CT' de G' = (V, EUE"), é suficiente calcular |P|—1 cortes

minimos em G', sendo | P | é o nimero de vértices da subarvore.

Demonstracao: Duas observacOes importantes compdem esta demonstracao.

1. Afirmar que uma dada aresta ndo estd contida em uma rede é equivalente a afirmar que
esta aresta esta contida na rede e possui capacidade nula. Portanto, adicionar uma aresta a
uma rede pode ser entendido como variar positivamente sua capacidade;

2. De acordo com o Lema 1, a variacdo crescente das capacidades das arestas E' ndo tera
influéncia na arvore de cortes CT, exceto para a subarvore P.

Seguindo a idéia da demonstracdo do Teorema 1, sdo suficientes | P |—1 célculos de
corte minimo em G' para se obter CT'. [J
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Note que os resultados nesta subse¢do, sobre construcdo de arvores de cortes, valem para
0 caso da variacdo crescente das capacidades de arestas paramétricas. Para o caso de variacao
decrescente, o problema se torna mais complicado, exigindo um estudo a la EImaghraby.

Os Teoremas 1 e 2 formam a idéia central do algoritmo proposto neste trabalho.

5. Algoritmo proposto

O algoritmo proposto neste trabalho para resolver o problema de fluxo maximo
multiterminal estd baseado na teoria da anélise de sensibilidade, e nas respectivas técnicas
contragdo e construcdo de arvores de corte de Gomory e Hu e de Gusfield. Utilizar as
informacBes de uma arvore de cortes existente para construir a proxima € a idéia central do
algoritmo, permitindo, assim, que o procedimento para encontrar fluxos maximos/cortes minimos
seja aplicado sempre a redes menores que a original.

Para calcular o fluxo maximo entre todos os pares de n6s de uma rede G = (V, E) ndo
direcionada e com capacidades nas arestas, o algoritmo parte inicialmente de uma arvore
geradora G, (spanning tree) de G, ou seja, de um subgrafo de G contendo todos os seus Vértices e
que, também, é uma arvore. Esta podera ser qualquer arvore geradora de G, ndo necessitando ser
minima ou maxima.

Sobre sua arvore de cortes (cut tree) CT,, como G, é uma arvore, ou seja, entre qualquer
par de nds ha somente um dnico caminho, CT, € o proprio grafo Go.

Considere E' o conjunto das arestas que estdo em G, mas ndo em Go,e escolha e = (i, j)
pertencente a E' para ser adicionada ao grafo Gy, transformando-o em G;.

Para o célculo de CT; lancamos mao dos seguintes resultados:

= Lema 2: existe uma CT; idéntica a CT, exceto pelo caminho i-j;
= Teorema 1: sdo necessarias apenas P — 1 aplicacGes do algoritmo de fluxo maximo/corte

minimo, sendo P o numero de vértices no caminho i-j.

De acordo com a demonstragdo do Teorema 1, que se utiliza do método de Gomory e Hu,
as P —1 execugOes do algoritmo de fluxo méximo/corte minimo poderédo ser aplicadas a um

grafo contraido de G;.
De posse das extremidades i e j da aresta adicionada, o algoritmo identifica 0 caminho i-j

em CTy. A seguir, mapeia todas as subarvores Tab de CT,. Cada subarvore serd contraida a

somente um vértice no grafo em que sera aplicado o algoritmo de fluxo maximo. Identificado o
caminho e mapeadas as subarvores, gera-se, entdo, utilizando as técnicas de contracdo do
algoritmo de Gomory e Hu, o grafo contraido de G;.

Por fim, o algoritmo, fazendo uso do algoritmo de Gusfield, calcula o fluxo maximo
entre todos os pares de nds pertencentes ao caminho i-j de CT,. Vale ressaltar que o algoritmo de
fluxo maximo é sempre aplicado no grafo corrente contraido, do qual se obtém as duas
informacdes seguintes: o valor do fluxo maximo entre o par de nés e o lado em que se encontra
cada um dos no6s do caminho i-j em relacdo ao corte minimo.

Portanto, a arvore de cortes, resultante do algoritmo de Gusfield, substituird o caminho i-j
em CT,. Desta forma, obtém-se CT;.

Os procedimentos acima serdo executados em um lago para até que todas as arestas de E'
tenham sido adicionadas. Com essas adigOes, serdo gerados G, Gs ..., Gy e suas respectivas
arvores de corte CT,, CTg, ..., CTy, ondey = (m —n +1) sendo m o nimero de arestas e n o
namero de nés do grafo G. O valor de y é simples de ser encontrado visto que o nimero de
arestas de Go € sempre n—1. Note que apenas uma aresta € adicionada a cada iterag&o.

Ao término do lago, a arvore de cortes remanescente é CT,, ou, apenas, CT, que &,
portanto, a resposta ou a solucdo final do problema. A Figura 6 exibe o pseudocddigo do
algoritmo denotado por Al.
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procedimento Al (G);

1 Construa uma arvore geradora G de G;

2 FacaCTy =Gy;

3 E' <« conjunto de arestas que estdo em G mas ndo estdo em Gy;
4 para e, € E'ondek=1,.., m—n+1 faca

Adicione e ao grafo Gy, criando Gy;

Identifique caminho i-j em CTy.4;

Mapeie subarvores Tab em CTy.q;

Gere o grafo contraido de Gy;

Calcule, com algoritmo de Gusfield, a arvore de cortes dos n6s

do caminho i-j no grafo contraido;

10 Substitua o caminho i-j pela arvore de cortes em CTy.;, gerando CTy;
11 finalize para

12 retorne CTy;

finalize Al;

Figura 6: Pseudocddigo do algoritmo Al.

© oo N oo

A sequir, o algoritmo Al é aplicado passo a passo em uma instancia G da Figura 7. No
primeiro passo do algoritmo constréi-se uma arvore geradora G, idéntica a CT, (linhas 1 e 2).

Figura 7: Redes G (esquerda) e Gq (direita).

Defini-se entdo o conjunto de arestas E' = {(2,6),(2,4),(3,4),(3,5)} que serdo adicionadas
a cada iteracéo ao grafo corrente na ordem em gue se encontram no conjunto (linha 3).

Em seguida, a aresta (2,6) é adicionada, obtendo-se G; (linha 5), e o caminho i-j é
identificado em CT, como sendo formado pelo nés 2, 1 e 6 (linha 6). Duas subarvores sdo entdo
mapeadas: a composta pelo n6 3 e a composta pelos nés 4 e 5 (linha 7). Esta ultima, por ter mais
de um nd, sera contraida para o calculo do algoritmo de fluxo maximo (linhas 8 e 9). G; e G;
contraido estdo ilustrados nas Figuras 8.

OwnO OO
@) L@ 2
ONROZ ) @

Figura 8: Grafo G;(esquerda) e G; contraido (direita).

Em G; contraido serd aplicado duas vezes o algoritmo de fluxo méximo, para construir,
por meio da rotina de Gusfield, a arvore de cortes que substituird o caminho 2-1-6 em CT, (linha
10). Os nos origem e destino do algoritmo de fluxo maximo sairdo do conjunto V = {1, 2, 6}. A
Figura 9 nos mostra o resultado, CT;.

Figura 9: CT;.
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Observe que CT; é a arvore de cortes de G;. Termina aqui a execucdo da primeira
iteracdo do laco para (linhas 4 - 11).

Pela ordem, a préxima aresta a ser adicionada € (2,4). Com suas extremidades, o caminho
i-j em CT, sera 2-1-6-4. Neste caso ndo havera contrag@es possiveis, pois as duas subarvores
existentes possuem apenas um no cada: subarvore n6 3 e subarvore n6 5. Portanto, os fluxos
méaximos serdo computados no proprio G,. A Figura 10 apresenta os grafos desta segunda
iteracdo de Al.

A terceira aresta a ser incluida é (3,4), transformando G, em G3. que tem uma aresta a
menos que G (Figura 7). Nesta iteracdo, o caminho i-j em CT, é 3-6-2-4; nenhuma subarvore sera
contraida, portanto, ndo ha G; contraido; o algoritmo de fluxo maximo sera aplicado trés vezes
em G; para construir a arvore de cortes entre 0s nés do caminho i-j; por fim, o caminho i-j sera
substituido pela arvore de cortes calculada. Figura 11 apresenta os grafos Gs e CTs.

Figura 11: G5 (esquerda) e CT3 (direita).

A aresta (3,5) é a quarta e Ultima a ser adicionada. Com ela, G; se torna G4, ou
simplesmente G, o grafo original. As Figuras 12 e 13 ilustram os procedimentos executados nesta
iteragdo. Observa-se que uma contracdo é possivel e, entdo, o algoritmo de fluxo maximo é
aplicado em G, contraido. CTy4, ou CT, é a solucdo final do problema do fluxo maximo
multiterminal.

Figura 13: CT, ou CT.
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5.1. Algoritmo A2

Uma variante do algoritmo Al é aqui apresentada. No algoritmo A2 é possivel adicionar
varias arestas ao grafo corrente na mesma iteracdo, diferentemente de Al que tem somente uma
Unica aresta adicionada ao grafo corrente por iteragéo.

Do Teorema 2 verifica-se que esta alteracdo no Algoritmo 1 é permitida, desde que todas
as extremidades das arestas adicionadas em uma mesma itera¢do estejam no caminho i-j. Desta
forma, o algoritmo procedera primeiramente, adicionando uma aresta ao grafo, em seguida,
identificando o caminho i-j, e por Gltimo, procurando novas arestas a adicionar que satisfagam o
requisito acima.

6. Concluséo

Neste trabalho foi proposto um novo algoritmo para a resolucdo do problema de fluxo
maximo multiterminal com o objetivo de reduzir o tempo de execuc¢do, ou seja, a complexidade
em relacdo aos métodos tradicionais de Gomory e Hu e de Gusfield. O algoritmo foi elaborado
utilizando funcgdes de arvores geradoras, técnicas de contragdo de Gomory e Hu e de construgdo
de arvore de cortes de Gusfield, e a teoria da analise de sensibilidade em redes. O passo a seguir é
realizar testes computacionais com o algoritmo proposto comparando-o com a literatura, e
verificar se 0 mesmo possui bom desempenho, e para quais familias ou classes de grafos.
Adicionar heuristicas como, ndo adicionar, em um primeiro momento, arestas que gerem um
caminho i-j longo, e implementar diferentes fun¢fes de arvore geradora (minima, maxima, ...),
sdo opcdes para novas variancias do algoritmo.
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